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Chalmers tekniska hogskola Matematisk statistik for K (TMAO074)

1. (a)

Vi har att E(X —Y)=E(X)—-EY)=1=3—-E(Y)=EY) =2, samt
V(X V) =V(X)+V(Y) - 2C(X,Y) = 4=1+V(Y) - 2-0.3 = V(Y) = 3.6.

Eftersom X och X — Y &ar normalfordelade sa ar dven Y normalfordelad och vi har alltsa
Y ~ N(2,3.6). Den sokta sannolikheten ges av

p(ogyg1):P(Y§1)—P(YS0)=‘1’(1\/£>_q’<\/3273>

= & (—0.5270) —  (—1.0541) = 1 — & (0.5270) — 1 +  (1.0541))
= @ (1.0541)) — @ (0.5270) = 0.8541 — 0.7009
= 0.1532.

Vi har P(B) = P(AN B)/P(A|B) = 0.4/0.7 = 4/7. Bayes formel ger

P(AIB)P(B) 0.7-4)7

P(B|A) = P4~ 05 =0.8.

) Svaret ges av sannolikhetsfunktionens viirde i k = 0, alltsd 5%¢=5/0! = e=5 ~ 0.0067.

Om intensiteten av antalet olyckor under ett ar &r u = 5 sé ar antalet olyckor under sex
manader Y ~ Po(0.5u). Vi soker alltsa

50 51 52 53
_ =5 _
For att testa Hp : u =5 mot Hy : u > 5 med direktmetoden berdknar vi
PY >7u=5=1-P <6|u=25)
250 251 252 258 25t 25 256
TR TR TR TR T
=1-0.9858 = 0.0142.

— 1 _ 6—2.5(

Eftersom denna sannolikhet ar ldgre &n « sa forkastas Hy.

Det totala medelviardet av observationerna ar
1
20+ 30 + 15+ 25
Vi kan nu berdkna
S84 =Y (i —9)°
j
= 20(0.82 — 1.6556) + 30(2.05 — 1.6556)% + 15(—0.41 — 1.6556)2 + 25(3.09 — 1.6556)>

Y= (20-0.82 +30-2.05 — 15-0.41 4+ 25 - 3.09) = 1.6556.

— 134.0692.
Vidare har vi att
4 Ny 4
SSp =3 (v —9)° =Y (nj —1)s;
j=li=1 j=1
=19-1.032429-1.02% 4+ 14 - 0.85% + 24 - 0.922
= 80.7573.

Slutligen &r SS7, = SSE + SS54 = 214.8265 och vi kan nu fylla i tabellen.



Variation Kvadratsumma Frihetsgrader Medelkvadratsumma Teststorhet

Faktor A 134.0692 3 44.6897 47.5910
Residual  80.7573 86 0.9390
Total 214.8265 89

(b) Om vi later pa, up, pc och pp vara vantevirdena for de fyra instrumenten sa testar vi
Hy : pa = pp = pc = pp mot Hy : p; # pj for nagot @ # j och 4,5 € {A,B,C, D}.
Teststorheten dr F'(3,86)-fordelad. Enligt formelsamlingen har vi

F0.05(3,86) ~ F0‘05(3, 80) = 2.71.

Det kritiska omradet for testet 4r Cp, = {T": T' > 2.6507}. Eftersom T, = 47.5910 ligger
i Cy kan vi forkasta nollhypotesen.

(a) Lat X vara en slumpvariabel med sannolikhetsfunktion p(k). Vi har da

6
E(X) = kp(k) =3-02+4-04+5-03+6-0.1=43.
k=3

6
E(X?) =S k’p(k) =3%-0.2+42-04+52-03+6%-0.1=19.3.
k=3

Alltsd dr V(X) = E(X?) — E(X)? = 19.3 — 4.3% = 0.81.

(b) Enligt centrala griansvirdessatsen har vi att antalet personer per manad, Z,li(i X;, ar
approximativt N(150 - 4.3,150 - 0.81). Om vi later p vara priset per person sa ar alltsé
intickterna under en manad, I = p Y129 X;, fordelade enligt N(p150 - 4.3,121.5 - p?). Vi
soker vardet pa p sa att

1 —150-4.3-
P(I>150000)—0.95é1—¢< 20000 — 150 - 4.3 p>_0.95

pV121.5
Enligt formelsamlingen har vi Ag g5 = 1.6449 och vi far alltsa
150000 — 150 - 4.3 - 150000
P 16449 = p= ~ 239.
pv121.5 150 - 4.3 — 1.6449+/121.5

De maste alltsa ta atminstone 239kr per person.

(a) Eftersom foérdelningen dr symmetrisk kring x = a kan vi direkt inse att E(X) = a. Om vi
istallet vill visa detta genom att integrera sa delar vi upp integralen i tva delar

E(X) = /OO xf(x)dr = /a %xexp((m —a)/b)dx + /OO %xexp(—(x —a)/b)dx

—00 —00 a

Vi anvinder partialintegration fér att berdkna dessa tva integraler:

/aoo %x exp((z — a)/b)dx = B exp((z — a)/b)} ioo — /_aoo % exp((z — a)/b)dz

-2 {Sexp((m—a)/b)}im -2-2

o b

Ooixexp(—(x—a)/b)dq: = —Eexp(—(az—a)/b) T oo—lexp(—(:c—a)/b)da:
/a 2% 2 3
:g—F [—gexp(—(a:—a)/b)] :%+§.



Alltsa ar E(X) = a/2 —b/2 + a/2 + b/2 = a. For att berédkna variansen anvénder vi att
funktionen (z — a)?f(x) precis som f(x) dr symmetrisk kring = = a, och far

V(X) = /_°° (r —a) dx = 2/ (x —a) —exp( (x — a)/b)dx = [variabelbyte y = a — x]
— 2/000 y22ib exp(—y/b)dy = 2 {—yzi exp(—y/b)]zo +2 /OOO yexp(—y/b)dy
= 2[~ybexp(-y/b)|g +2 /0 " bexp(—y/b)dy = 2 v eXp(—y/b)};" = 2%,

X har parametrar a = 0 och b = ¢/v/2. Vi vill hitta virdet pa c s& att

= [ fado = [ expl—lal/a)dz = [5 expl~Vlal/o)| = G exn(~v)

co

Alltsa har vi

o = exp(—V2¢) = ¢ = _lo\ggx).

Med a = 0.05 har vi ¢ = —1og(0.05)/v/2 ~ 2.12.
Vi berdknar forst de tva stickprovsmomenten

1 13
M, =~ - =2.0541, My, = — 2 — 8.4072.
1 n;l‘l s 2 n;xz

Vi har E(X) = a och E(X?) = V(X) + E(X)? = 2b% + a®. Allts4 ska vi 16sa ekvationssys-

temet
M1 =a
M, = 2b%+d?.

Vi far alltsd a* = M; = 2.0541 och 2b? = My — M? = b* = \/(Ms — M?)/2 = 1.4470.

Skattningen ar vintevirdesriktig eftersom

Ela _E<202X> QOZE

Variansen av a* ar

. 1 & 1 2 20- 20 b
E<a>zv<m;Xi>:2mV<ZX@‘ =5 =10

=1

Enligt centrala grinsvirdessatsen har vi att a* dr approximativt N(a,b?/10)-férdelad.
Alltsa far vi ett konfidensintervall som

1.4470
V10

b
I, = |a" £ 29025 - ] = {2.0541 +1.96-

Nin) ] = [2.0541+0.8969] = [1.1573, 2.9510].

Lat z; beteckna métningarna i Géteborg och y; matningarna i den nya staden. Vi berdknar
forst stickprovsmedelvérde och stickprovsvarians hos datan for respektive stad:

‘ Vantevarde Varians
Goteborg 10.0714 2.9724
Ny stad 11.0571 21.3162




Vi antar att @ ~ N(pz, 02) och y ~ N(p, 02) och vill testa Hy : 0, = oy mot Hy : 0, # oy
pa niva a = 0.05. Vi berdknar teststorheten Ty, = 512//5:% = 21.3162/2.9724 = 7.1714, som
under Hy ér F'(6,6)-férdelad. Enligt formelsamlingen dr F,, 5(6,6) = 5.8198 och eftersom
Tops > Fo2(6,6) kan vi forkasta Ho.

Vi vill nu testa Hy : pz = py mot Hy : p, < py. Eftersom vi kunde forkasta att
varianserna ar lika i de tva stdderna utfor vi testet under antagandet att varianserna &ar
olika. Vi berédknar ett ensidigt konfidensintervall for ju,, — i, enligt

Liy—po = |J— T —talf) 7‘*‘7700 ;
dar ) ) s ) -
> T
NET T N
(s2/12 | (s53/7) 53 + 55
6 6

Med a = 0.05 har vi t,(8) = 1.8595 och far

I

My — Mz

— [0.9857 — 1.8595 - 1.8627, 00] = [—2.4780, o).

Eftersom intervallet técker noll kan vi inte forkasta Hy.

Vi vill nu testa Hy : py < 10 mot Hy : py > 10. Ett undre begransat konfidensintervall
for p, ges av

L, = [§ = ta(6)5,/ VT, 0]
[g —1.94324.6169/V/7, oo}

= [7.6662, 0] .

Eftersom intervallet tdcker 10 kan vi inte forkasta H.

Om vi inte forkasta Hg trots att H; ar sann gor vi ett Typ 2 fel. Sannolikheten att inte
gora ett typ 2 fel kallas for testets styrka, och ges alltsa av 1 — 8 dar 8 = P(forkasta ej
Hy|H, sann). Styrkefunktionen for testet i (c) visar testets styrka som funktion av det
sanna vérdet pa p,. Denna funktion visas nedan:
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