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Tentamentsskrivning i Matematisk Statistik TMA321

Tid: den 23 augusti, 2017
Hjilpmedel: Typgodkéind minirdknare, egenhéndigt skriven formelsamling
om tva A4 fram och bak (dvs 4 sidor), samt utdelade tabeller.

Tentamen bestar av 8 fragor om sammanlagt 50 podng. Preliminéra betygs-
granser ar satta till:

betyg “3”: 20 till 29 podng

betyg “4”: 30 till 39 poang

betyg “5”: 40 eller fler podng.

OBS! Alla l6sningar skall vara vél redovisade och motiverade. Talen ar ej ord-
nade efter svarighetsgrad.

1. Antag att (X,Y") ar likformigt fordelad pa enhetsdisken dvs omradet

{z% +y? < 1}.
(a) Ange den gemensamma sannolikhetstétheten for (X,Y). (2p)
(b) Ange marginalférdelningarna for X och Y. (2p)
(¢) Berikna E [X?YI(Y >0)]. (3p)
Losning:

(a) Enhetscirkeln har area m och ddrmed géller att

I oma?+42<1

fz,y) = { 6 annars.

(b) Vi har:
Vi-a? 2v/1—a?
—1<z<1
fetw)= [ pertaay={ Mg om 1ers
Ny 0 annars.
Pa samma sétt:
24/1—y?

om —1<y<1

™
1—y2? 0 annars.

fr(y) = /_\/ifX,Y(l‘ay)dw = {
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(c) Vi far att

Vi=z?
E[X*YI(Y >0)] = // 22yl (y > 0)dydx
V1i=z2?
Vi—z2 27 V1-2?
= // J:ydyda:—f/ x2 {y} dx
2O

1722 2°1°  1/1 1 2
= l—adde = — |— | ==(2-2)=_-2.
27r (1~ a%)de W[G 10]_1 7r<3 5) 157

2. Tva kompisar, Kalle och Ada, star pa ett hustak och kastar vattenballong-
er pa forbipasserande. Sannolikheten att Kalle traffar kallar vi for px och
sannolikheten att Ada traffar kallar vi for p4. Vi antar ocksa att sannolik-
heten for traff dr oberoende mellan kasten. De kastar varannan gang och
Ada far borja.

(a) De bestammer sig for att tévla mot varandra. Tévlingen &r slut sa
fort nagon har triaffat. Vad &r sannolikheten att Ada vinner? Kom
ihag att Ada borjar. (3p)

(b) Vid ett senare tillfélle kastar de tills forst Ada traffar och sedan Kalle
traffar omedelbart dérefter (s& om Ada triffar och Kalle sedan mis-
sar fortsitter de). Vad &ar sannolikheten att de behover exakt k kast
tillsammans? (3p)

(c) Sista géngen gor de pa foljande sitt. Ada kastar tills forsta gdngen
hon traffar, och Kalle kastar tills forsta gangen han tréffar. Vad &ar
sannolikheten att de behdver sammanlagt k kast? (3p)

L&sning;:

(a) Sannolikheten att Ada vinner i omgang [ ir pa(1—pa)' =1 (1—pg)' 1.
Vi far att sannnolikheten att Ada vinner blir

D pall—pa) (1 —pr)
=1

- Yo
=ra 1 —pa) (=) = T

(b) Lat X vara antalet kast de behover och 1at [ vara omgangen de vinner
i. Vi far att
P(X = 2I) = papk (1 — papx)'™",
dér 1 — papk ar sannolikheten att inte bada traffar i en fix omgang.
Vi far att

oy ) papk(1 _pApK)k/2_1 for k > 2 jamnt
PX =k) = { 0 for alla andra k.
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(c) For att de sammanlagt skall behova k kast behéver Ada I och Kalle
k —1[ kast for nagot [ = 1,...,k— 1. Vi summerar 6ver de olika fallen
och far

k—1
P(X=k)=> P(Xa=1Xx=k-1I)
=1

k—1
= pall —pa) o (1 —pr) '
=1
k—1

pap _
e —p,:;(f— PK) (1=pi)* 3 (1 =paV (1 =prc)™

k—1 1— l
_ PAPK )(1_pK)kZ< pA>

(1—pa)(1 —px

k=2 o0 1+1
_ PAPK )(1_pK)kZ< m)

(1—=pa)(1 —pxk o\l -prK
B2 !
k—2 -
=papk(l —pr ( )
( ) l; o
1 B (i:pA )k‘—l
=papk (1 _pK)k72+
1 _ —bA
(i=2)
1— k—1 _ 1— k—1
_ pApK( PK) (L—pa)™"
ba —DPK
3. Lat T; ~Exp(\;) for i =1,2.
(a) Berikna mgf for T;. (2p)
(b) Anvénd svaret i uppgift (a) for att bestdmma E[T}*] for alla n > 1.

(2p)
(c) Lat X vara sidan att P(X = 0) = P(X = 1) = 1/2 och X é&r
oberoende av T7,Ts. Berdkna mgf for Z dar

Z=XT1+(1-X)T.
(2p)
L&sning;:

(a) Vihar att for t < Aq,

My, (t) = E[e™] = / eSt e M4ds
0

o] t—X1)s]®
= )\1/ et s gs = [e( ) } _ M
0 t - )\1 0 )\1 - t
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(b) Det enklaste &r att Taylorutvecka mgf:en.
o) k 0 Lk
1 t t¥ k!
MTl(t) = = Z () = BV
1—t/A =\ M = kLAY
sa vi kan avlésa koefficienterna till

k!

E[T}'] = My} (0) = 13-
1

(c) Vi far att for ¢ < min(Aq, A2)

=E[e?"|X = 1JP(X = 1) + E[eZ"|X = 0]P(X = 0)

E

1 1/ A A
——— E Tyt ]E Tot _ 1 2 )

5 (Bl ]+ E[e™) 2()\1—t+)\2—t

4. (a) Lat Xq,...,X, vara i.i.d. med tathetsfunktion
f(z) = %sin(ax) for 0 <z < /o

dér o > 0 dr en okéind parameter. Hitta MME (momentskattaren)

for a. (3p)
(b) Lat Y3,...,Y, vara i.i.d. med téthetsfunktion
_ P s
Hitta MLE (maximum likelihood skattaren) for 3. (3p)
Lo6sning:

(a) Vi har att

/e — w/a T/
E[X] :/ xg sin(ax) = [xcos(a/x)] +/ de
0 2 0 0 2

2
" (—cos()) + 5 [sin(a)]f/” = "
= —(—cos(m — [sin(ax = —.
2c 2c 0 2a
Momentmetoden ger att vi skall 16sa ekvationen
- T 0
X = & a=—=.
24 “T9x

(b) Likelihooden é&r

n B n 6 -
gf(yk)_geile 10 <Y, <1/B)
ﬂn

= 1)neﬁ 2= Ye[(0 < min(Ys, ..., Yy)) [ (max(Yy, ..., Y, < 1/8)).
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Vi ser att
/Bn

o T O S min(Y, )

vaxer d& [ vaxer medans
I(max(Y1,...,Y, <1/0))
blir 0 om 8 > 1/ max(Y1,...,Y,) s& att

N 1

f=———"F—.

max(Yy,...,Yy,)

5. I en studie ville man jamféra tva olika processer for tillverkning av for-
malin. I studien ville man speciellt jamféra halten av toxiska biprodukter
och fick darfor f6ljande tva métserier 6ver det toxiska innehéllet (angett i

ppm):

Metod nr 1 (x) 4.21 533 5.85 6.40 6.84 539 3.81 4.56
4.24 7.65 4.68 6.05

Metod nr 2 (y) 4.91 6.39 5.74 7.10 508 599 7.32 7.3
6.92 5.79 5.60 5.59

Vid alla métningarna anvindes samma utrustning. Vi har &ven att

12 12
1

1

o > (zr —2)* ~1.273 o > (yk — )* =~ 0.6555.
k=1 k=1

(a) Sétt upp ett test for att se om det finns en systematisk skillnad
mellan metoderna. Vailj signifikansnivan 5%. Antag att alla data ar

oberoende och kommer fran normalférdelningar. (3p)

(b) Upprepa proceduren i (a) men nu under antagandet att data ej kom-
mer fran en normalférdelning. Hur skall du géra nu? Reflektera éver
din metod och ditt resultat. Jamfor med vad du fick i uppgift (a).

(3p)
L&sning;:

(a) Vi har tva stickprov som uppenbarligen inte dr parade. D& det &r
samma utrustning som anvinds for bada métserierna foljer det att
02 = O’Z = 02. Vi far att

B o2 B o2
X~N Ty T hY ~N s 3o |0
(1o 3g) o7 = (1)

sa att
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Dérmed blir

X_Y_(Nz_ﬂy)

~ 1(22)
Sp/\/6
dar
o (12-DF +(12-1)s3
p 12412 -2
_ (@ )2+ Y (e — 9)?

~ 1.0519.

22

Vi anvénder hér att
Om vi viljer signifikansniva 5% far vi att

0.95 = P(—2.074 < T < 2.074)

Y (e =) _ 2.074>

Sp/\/6

_ _ S — — S
=P(X-Y-20714"E <p, — <XY+2.074P>
< Vo ey = /6

=P (—2.074 < X

s& att ett 95% K.I. blir

Ly, =% — % 2.074°2 ~ [~1.595,0.142].

V6
Da 0 e I,,—,, kan vi ddrmed inte dra slutsatsen att det &r en syste-
matisk skillnad pé signifikansnivan 5%.

Vi far anvénda oss av normalapproximation, dvs centrala gransvéar-
dessatsen. Detta &r egentligen olampligt d& antalet méatdata ar for
fa. Men da det ar vart enda verktyg har vi inget val. Vi boér dock
vara noggranna med att papeka att vart resultat ddrmed kommer
vara behéftad med en storre grad av osékerhet kring vilka slutsatser
vi kan dra.

Den enda skillnaden rent rdkneméssigt blir att vi antar (pa osdkra
grunder) att

X_Y_(Nx_:uy) -~
sp/V/6 N

(0,1)

sa att

Lisp, =% — 7 % 1.96°2 ~ [~1.547,0.094].

V6
Da 0 € I,,—,, drar vi samma slutsats som innan. Men, d& detta
grundar sig i ett tvivelaktigt anvindande av centrala gransvirdessat-
sen bor vi forhalla oss skeptiska och rekommendera fortsatta studier.

6. Lat X;,...,X, vara i.i.d. exponentialférdelade slumpvariabler. Betrakta
hypoteserna

HO:)\:lochle)\yél.
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(a) Bestdm den generaliserade likelihood ration. Bestdm &dven motsva-
rande forkastningsregion. (3p)

(b) Vad forandras ifall vi byter ut H; mot
Hi:\=2?
(2p)
L&sning;:
(a) Vi har att
lik(A) = f(X1,..., Xn|N)

- H F(XpN) = H e~ Mk — AP A Xioy Xk
k=1 k=1

Vi betraktar den generaliserade LR-kvoten

lik(1) k(1)

A~ 1
maxy>o lik(A)  lik(\)’

dir \ & MLE:n for A. Vi har att

I(A) = log(lik(A)) = nlog A — A i:Xk

k=1
s& att
n n
!/ —_— p—
Z(A)—X—ZX;C—O
k=1
och dérmed blir
R
ZZ:1 Xy X
ty I”(A\) < 0. Den sokta LR kvoten blir
lik(1 — k=1 Xk _ _g\"
A= (A): - ¢ f 1n :<eXe_X)
lik(\) X —me”x k=1 Xk

Vi ser att kvoten &r liten om Xe™ X &r liten. Detta ger oss forkast-
ningsregionen

X €[0,¢0] U [e1,00)

dar cg, c; ar sddana att
P(X <co) =P(X >¢1) = /2,

om vi vill ha signifikansnivan «.
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(b) Istallet far vi nu

lik(1) e~ k=1 Xk e ho XK\ "
llk(2) IMe—23 51 Xk - < )

- 2
som &r liten om ZZ;1 X ar liten. Var forkastningsregion blir nu

[0,¢] dar a =P(0 < X < ¢).

7. Karl-Johan vill underscka viskositeten i en svampstuvning som funktion
av méngden maizena han har i stuvningen. Han fick foljande data:

Halt: 10 12 14 16 18 20 22 24
Viskositet: 124 2.9 7.4 108 17.3 43.2 54.2 85.8

Data kan sammanfattas med Sy, = 168, S,, = 5953.88, och S, = 884.2.

a. Ansitt en linjar regressionsmodell och skatta 3, 1. (2p)
b. Bestam forklaringsgraden och berdkna residualerna. Verkar modellen
rimlig? Verkar data rimliga? (3p)
Losning;:
a. Vi har att
* Sry * — * =
BT = 5 A 5.263, By =9 — BT~ —60.223.

b. Vi far att forklaringsgraden blir

2

S
R?= Y _ ~0.7816128,
Smsyy

och vi berdknar residualerna till

datapunkt nr: 1 2 3 4 5 6 7 8

residual: 20 -0.03 -6.06 -13.19 -17.21 -1.84 —-1.37 19.71.

Den laga forklaringsgraden och det mérkliga utseendet pa residualerna
far en att misstdnka att det snarare foreligger ett annat samband. Kanske
exponentiellt eller polynomiellt vixande med en hogre potens &dn ett. Vid
nirmare betraktande verkar dessutom den forsta matpunkten vara felaktig
da viskositeten bér vixa som funktion av mingden maizena.

8. Lat X1, X5, X3 vara oberoende, alla med samma (okdnda) vintevirde p.
Lat vidare varianserna av X, Xo, X3 vara 2, 202 respektive 302 dér o2 >

0. Lat vidare
X1+ X+ X3

3
fiz = (X1 X2)'/?

Ha -
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och
X1+ 35X+ 31X
H3 = 11
6

vara tre skattningar av p.

(a) Vilken eller vilka av dessa tre skattningarna #r vintevirdesriktiga?
(3p)

(b) Vilken av de vintevérdesriktiga skattningarna i (a) har minst varians?
(3p)

Lo6sning:

(a) Vi har att

N X1+ Xo+ X +u+
E[Ml]E[ - 32 3}” g B

medans
E [(X1X2)1/2] —E [X}/ﬂ E [X;/Q} < E[X;]Y2E[X,]/? = E[X,] = p,
dér olikheten kommer sig av att
0 < Var(X1/?) = E[X;] - E[X}/*]?,
sa att E[X}/%] < E[X1]'/2. Vidare har vi att

X Xi+3Xo+35X3]  ptgutsp
]E[MB} =E . 11 : = 211 = My
6 6

s& [11 och i3 bada ar vantevéirdesriktiga.

(b) Vi berdknar nu varianserna. Vi har att

1 1 202
Var(ju) = 5 (Var(X,)+Var(Xo)+Var(Xs)) = 5 (0 +20°+307) = %

medan

62 1 1
Var(fiz) = F(Var(Xl) + ZVar(Xg) + §Var(X3))
62 1 1 602
= 5t T3 =

Vi ser att ps har minst varians.



