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Tentamentsskrivning i Matematisk Statistik TMA321

Dag: Onsdagen den 29 augusti, 2018
Hjilpmedel: Typgodkéind minirdknare, egenhéndigt skriven formelsamling
om tva A4 fram och bak (dvs 4 sidor), samt utdelade tabeller.

Tentamen bestar av 8 fragor om sammanlagt 50 podng. Preliminéra betygs-
granser ar satta till:

betyg “3”: 20 till 29 podng

betyg “4”: 30 till 39 poang

betyg “5”: 40 eller fler podng.

OBS! Alla l6sningar skall vara vél redovisade och motiverade. Talen ar ej ord-
nade efter svarighetsgrad.

1. Alexandra har en byralada med 6 réda, 4 bla och 4 géna strumpor.

(a) Berdkna sannolikheten att Alexandra far tvd strumpor av samma

farg om hon drar tva strumpor slumpméssigt. (2p)

(b) Om hon i uppgift a drar tva strumpor av samma firg, vad ar sanno-

likheten att dessa dr roda? (2p)

(¢) Vad &r sannolikheten att hon far ett firgmatchande par om hon ist&l-

let drar tre strumpor? (2p)
Losning;:

(a) Lat G1,Go vara hindelserna att den forsta strumpan dr gron re-
spektive att den andra strumpan &r gron. Lat By, Be, R, Ro vara de
analoga héndelserna for blatt och rétt. Vi soker da

P((G1,G2), (R, Ra), (B, B2))
— P(G1,Gs) + P(Ry, Ra) + P(B1, By)

= P(G2|G1)P(G1) + P(By|B1)P(B1) + P(R2|R1)P(R;)

34 34 56 54 27

==+t tm T =15 =7~02
13 14 * 13 14 * 1314 182 91 0.2967
(b) Vi soker nu
P((R1, R2)|(G1, G2), (R, Re), (Bi, B2))
_ P((R1, R2)) _ it _15 5
P((G1,Ga2), (R1, Ry), (B1,B2)) &5 27 9

(c) Det &r enklare att rikna ut sannolikheten att hon drar tre strumpor
av olika farger. Vi har att (med uppenbar notation)
4 46 96 4

P(Gy, By, R3) = — — — = ——_ — — ~(.044.
(G1, B2, Rs) 141312 2184 91
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Det finns sex olika ordningar man kan fa de tre missmatchade strum-
porna pa, sa den sokta sannolikheten blir da

4 67
1-— — = — ~0.736.
6 * o1 = o1 0.736
2. Carl for statistik 6ver hur langt han gar varje dag. Carl kommer fram
till att striackan kan betraktas som en kontinuerlig slumpvariabel X med

tathetsfunktion
3022 — 323
= - f" < < 1 .
f(x) 5500 or0 <z <10
Enheten ar sjomil.
(a) Berdkna vintevirde och standardavvikelse for X. (2p)

(b) Berikna sannolikheten att Carl sammanlagt gar mindre &n eller lika-
med 2200 sjomil under en tidsperiod om 365 dagar. Vi kan anta att
gangstriackorna ar oberoende mellan dagarna. (2p)

(c) Betrakta aterigen 365 dagar, och 14t Y vara antalet av dessa da Carl
gar langre dn 8 sjomil. Berdkna sannolikheten att Y &r storre &n eller
lika, med 45. (2p)

Losning:

(a) Vi har att

10 2 3 10

30x° — 3x 1 30 3

E X = 7d = — | — 4 _ — 5 = 6
[X] /0 v 2500 v 2500 [4 . 596 ] ’

0
och att
) 10 3022 — 343 1 30 ; 341"
ELX7] :/0 5500 T 2500 [51; 6" ]0 =40,
sa att

V/Var(X) = \/E[X2] — E[X]2 = /40 — 36 = 2.
(b) Lat Xy,..., Xse5 beteckna steglingderna for de 365 dagarna. Vi har

enligt centrala gransvéirdessatsen att

365
W= X;~ N(6*365,4365) = N(2190, 1460).

i=1
Darfor far vi att

Y — 2190 < 2200 — 2190
V730 T /1460

P(Y < 2200) =P < ) ~P(Z < 0.262) ~ 0.6.
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(¢) Vi har att Y ~Bin(365,p) dar

10 on..2 3
302 — 3z 113
p=PX =8) /8 2500 " 625
Vi anviinder CGS for att se att Y =~ N(365p, 365p(1—p)) ~ N(66,54.1)

s att
Y — 66 S 45 — 66
vbh4.1 = /b4l

3. T ett experiment méts drogkoncentration i blodet som en funktion av 14-
kemedelsdosen. De uppmétta data blev som foljer:

P(Y >45) =P ( > ~P(Z > —2.855) = P(Z < 2.855) ~ 0.99785.

dos (mg): 50 100 200 300 400 600 800
konc (pg/liter): 54.5 62.9 132.2 266.8 291.7 427.9 623.5

Data kan sammanfattas med att S, = 445000, S, ~ 258562 och S,, =
336890.

Forskarna ansatta en linjar regressionsmodell y = By + S1z dér x &r dosen
(i mg) och y ar blodkoncentrationen (i ug per liter blod). Los foljande

uppgifter:
(a) Skatta 3y och f;. (2p)
(b) Skapa ett 95% konfidensintervall f6r 51 och testa huruvida 5 = 0.5
pa 95%-nivén. (2p)
(c) Ange forklaringsgraden och beridkna residualerna. Verkar modellen
rimlig? (2p)
Losning

(a) Vi har att

By = gm’ ~ 0.757 och By = § — (17 ~ 0.673.
(b) Vi anvénder att
Bi — B
—— ~t(5
Sr/\/ Sww ( )

och far med hjalp av tabell att g g25(5) ~ 2.571 s& att

Br— B
099=P [ -2571 < ——— < 2.571
( o Sr/\/ Sa:a: o )

A Sp 5 Sr
=P —2.571 < < 2.571 .
(51 JEL Shsht VT)
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Vi har att

1 S2

s& att s, = 24.2. Ett 95% numeriskt K.I. for 3; blir da
Sr
D& 0.5 & I, forkastar vi Hy pa 95% nivan.
(¢) Forklaringsgraden blir

Ig, = (1 +£2.571 ~ [0.664,0.850].

2

S
R?=_—"%Y ~0.986
Smsyy

vilket dr extremt bra. Man undrar ndstan om de har forskningsfuskat.
Residualerna blir

€1 €2 €3 €4 €5 €6 er
16 —-13.5 -199 39 -11.8 —-27 17.2

Inga monster kan ses och vi far anse att modellen &r bra. Man bor
dock vara nagot forsiktig da antalet métpunkter &r sa lagt.

4. Lat (X,Y) vara likformigt fordelade pa omradet
A={0<z2 <2,z <y <2z}

(a) Hitta den gemensamma téthetsfunktionen for (X,Y") och dven de tva
marginaltéthetsfunktionerna. (3p)

(b) Bestdm de betingade tathetsfunktionerna. (2p)
(¢) Ange explicita uttryck for slumpvariablerna E[Y|X] och E[X|Y7]. (2p)

Losning
(a) Arean av A &r

2 2 2
/ / dydx = / xdr = 2.
0 T 0

Den gemensamma téthetsfunktionen blir darfor

flz,y) = % for (z,y) € A.

Vi far sedan att

och att

| S fy)de =4 for 0 <y <2,
fly) = 2 4
[y flay)de =232 for2 <y <4
y/
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(b) Denna ges av

fY|X(y$)—fJ(,f:’C)y)—glﬁ—;férxgyghdéogng

och
1/2 . i
ley(x‘y):f(y,x) = ﬁ:% fory/2<x<yda0<y<2
1) ﬁ:ﬁ fory/2<x<2da2<y<4

(c) Vihar att
2x 2z 1 3
EYIX=al= | ylyix(lo)dy= | y-dy=—om0<z<2

s att E[Y|X] = 32X Vidare blir

y2 de—?’ om0<y<2
EXY =y] = f de 1+%om2<y<4
y/2” o Y

Vi far darfor att

E[X|Y] = %1(0 <Y <2)+ <1 + i) I2<Y <4).

5. Lat X,, vara en diskret slumpvariabel med sannolikhetsfunktion

1
_ _l omk=0,....n—1
P(Xn = k/n) { 3—{ omk=mn,...,2n—1,
och 14t X vara en kontinuerlig slumpvariabel med téthetsfunktion
om(0<zx<1
oml<x <2

(SN

o= {

(a) Hitta den momentgenererande funktionen Mx, (t) for X,,. Skriv den
pé enklaste form. (2p)

(b) Hitta den momentgenererande funktionen Mx (¢) for X. Skriv den pa
enklaste form. (2p)

(c) Visa att Mx, (t) = Mx(¢t) (och ddrmed att X, A X). (2p)

Losning:
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(a) Vi har att

n—-1 2n—1
1 2
My, () =B [] = Y et Ly S o 2
k=0 k=n
n—1 2n—1
= 1 t/”) 4§ 2 ( t/n) k
"~ 3n (e Jr3n 2: e
k=0 -
2n—1

_ 11— etn/n 2, (e””) k—n
3n 1—et/v  3n

1 1-¢ 2, )k
=ni—am e o ()
1 1—¢ 2, 1—e  (1—e")(1+42€")

:37nl—et/”+37ne 1—et/n 3n(1—et/”)

(b) Vi har att

L | 22
Mx(t) = E [eX'] :/ egjtfdm—i—/ e Zdx
0 3 1 3
1 [e“}1 2 [ewtr -1 +2(e? —et) B 2e?t — et — 1
1

3

t

+
0 3

t

3t 3t
(c) Betrakta My, (t) och lat n — oo,

ot t
lim (1—e)(1+2e)
n—oco  3n (1 — et/”)
ot t
— lim (1—e") (14 2eh)
n—o0 3n (1 — (1 +¢/n+ 0(n=2)))
— lim (1—e’)(1+2e")  (1—e')(1+2e")
Conoee 3(—t+0(n7Y)) 3(—t)
142! —el —2e2t 2% —et —1

3(—t) B 3t

6. Lat X vara en slumpvariabel med tathetsfunktion
f@)y=2+02" foro<z <1,
dér 6 > —2 ar parametern vars virde skall skattas.

(a) Hitta momentskattaren (MME) for 6. (2p)
(b) Hitta maximum likelihoodskattaren (MLE) {or 6. (3p)

Losning;:
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(a) Enligt momentmetoden skall vi borja med att berdkna véintevirdet:

x3+9]1_ 2+6
0

E[X] = /le(2+e)x1+9dx =(24+96) [3+9 i

3+6°

Vi 16ser sedan ut § ur ekvationen

240

~ =X

3440

vilket ger -
b 3X —_2.
1-X

(b) Vi borjar med att plocka fram likelihooden
LO)=2+0)" [] xi**
k=1
sa att log-likelihooden blir
n
1(6) = nlog(2+6) + (1+6) Y log(Xx).
k=1

Derivering ger da

n

(0) = 725+ D log(Xa) = 0,
k=1

ur vilket vi far

n A n
240 =———————sadatt 0 =-2— ————.
> k=1 log(Xk) > k=1 log(Xk)
Dessutom &r n
1"(0) = — <0
©) (2+6)2

s vi har hittat ett maximum.

7. Den galna kattladyn Cat har jattemanga katter. Tyvérr har de blivit feta
av all utfodring, sa Cat bestdmmer sig for att sdtta dem pé diet. Cat testar
dieten pa nio av sina katter. Hon viger dem innan dieten bérjar och sedan
igen efter tva manader. Hon fick féljande data

katt nr: 1 2 3 4 5 6 7 8 9
vikt innan: 4.64 5.12 5.67 5.31 4.68 4.53 5.05 5.12 5.89
vikt efter: 4.3 519 543 499 442 4.16 4.63 543 6.02

(a) Skatta effekten av Cats diet, och skatta dven standardavvikelsen for
densamma. (2p)
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(b) Ange ett 95% ensidigt konfidensintervall for viktskillnaden. Formule-
ra lampligt hypotestest motsvarande detta konfidensintervall. Verkar

Cats diet ge effekt? (2p)

(c¢) Vad ér p-vérdet av ditt test? (2p)

(d) Vilka antaganden maste du gora for att kunna genomfora din analys?
(1p)
Losning:

(a) Data dr uppenbarligen parade, och skillnaderna dj, &r
-0.34 0.0r -0.24 -0.32 —-0.26 -0.37 —-042 0.31 0.13

Om skillnaden i vikt betecknas med A s& kan vi skatta denna med
medelvardet av skillnaderna. Vi far da att

d=-0.16
medan
9 —
> (di — d)? =~ 0.2608.
k=1

(b) Vi gor foljande hypotestest:
Hy:A=0 H{:A<0

Vi antar att viktskillnaderna ar oberoende och normalfordelade. D4

blir _
d—A
sa/V9

~1(8).

Enligt tabell blir

095~ P 1=2 > _186 ~P(A<d+186%2)
sa/3 3
s& ett numeriskt 95% ensidigt K.I. blir darfor

0.2608

Ia = (—oo7 —0.16 + 1.86 } ~ (—00,0.0017].

D& 0 € Ia kan vi e] forkasta Hy.

(c¢) For att berdkna p-vérdet observerar vi att under Hy s& &r A = 0 och
J— A(] . d
sa/V9  sa/3

Om T ~ t(8) far vi att

P(T < —1.8405) = 1-P(T > —1.8405) = 1—P(T < 1.8405) ~ 0.05+.

p-virdet &r mycket néra 0.05, men lite storre.
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(d) Vi antar att katterna paverkas oberoende av varandra och att vikt-
nedgangen &r normalférdelad. Bada dessa antaganden kan kritiseras,
speciellt den sista om normalférdelning. Det &r dock svart att rikna
pa metoden utan att anvinda dessa antaganden (men det finns sétt
som inte ingér i kursen).

8. Antag att vi har tre slumpvariabler X ~ N(u,0?),Y ~ N(v,0?) och Z ~
N(u+,02), och 1at z,y, z vara oberoende observationer fran respektive
slumpvariabler. Om vi vill skatta p kan vi t.ex. anvinda p* = x, eller

f=(z—y+2z)/2

(a) Visa att bada skattarna &ér vintvirdesriktiga (man far sjalvklart an-
vinda att vintevirdet av en normalférdelad slumpvariabel &r kind).

(2p)
(b) Vilken av skattarna &r effektivast? (2p)
(c) Kan du hitta en egen vintevirdesriktig skattare som éar effektivare
an bada de tva foreslagna? (3p)
Losning:

(a) Vihar att E[p*(X)] = E[X] = p samt att

E(X-Y+2)] p—v+@+7) _
= =,
2 2
sa bada skattarna ar vantevardesriktiga.

(b) Vi skall nu berdkna varianserna. Vi har att Var(p*(X)) = Var(X) =

02 medan

Ela(X,Y, Z)] =

Var(a(x, v, 2)) = VX Y2

_ Var(X) + Var(Y) + Var(Z) ﬁ

4 4

Dérmed ar i effektivare &n p*.
(¢) Vikan ansitta W =aX + (1 —a)(Z —Y) sa att
EW]=ap+ (A -a)(p+v—7)=pn,
och darmed &r W véntevardesriktig. Vidare har vi att
Var(W) = Var(aX + (1 —a)(Z - Y))
= a?*Var(X) + (1 — a)*Var(Z - Y)
=a?0? + (1 — 2)*20% = 0%(30” — 4a + 2).
Detta uttryck ar enkelt att minimera, och vi ser att minimat intraffar
d& o =2/3. Om vi alltsa later

90X Z-Y
W=""
3 773
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far vi att

Var(W) = o2 <3;1 - 4% + 2) = 02%

Skattaren W ar alltsd mer effektiv.



