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Tentamentsskrivning i Matematisk Statistik TMA321

Tid: den 28 maj (fm), 2018
Hjilpmedel: Typgodkéind minirdknare, egenhéndigt skriven formelsamling
om tva A4 fram och bak (dvs 4 sidor), samt utdelade tabeller.

Tentamen bestar av 8 fragor om sammanlagt 50 podng. Preliminéra betygs-
granser ar satta till:

betyg “3”: 20 till 29 podng

betyg “4”: 30 till 39 poang

betyg “5”: 40 eller fler podng.

OBS! Alla l6sningar skall vara vél redovisade och motiverade. Talen ar ej ord-
nade efter svarighetsgrad.

1. Antag att det i urna A finns 3 réda och 4 grona bollar, och att det i urna B
finns 2 réda och 5 gréna bollar. Forst viljer man en boll slumpmaéssigt fran
urna A och lagger den i urna B. Sedan véljer man en boll slumpméssigt
fran urna B (som nu innehéller 8 bollar), och ldgger den i urna A. I det
tredje och sista steget drar vi slumpéssigt en boll fran urna A. Vi antar
hela tiden att bollarna i urnorna &r vil blandade.

(a) Vad &r sannolikheten att den andra bollen som dras (dvs den fran

urna B) dr gron? (3p)
(b) Vad é&r sannolikheten att bollen vi drar i det sista steget &r gron?
(3p)
L&sning;:

(a) Lat G; vara héndelsen att en gron boll dras i drag nummer 4. Vi har

da att
P(Gz) = P(G2|G1)P(G1) + P(G2|GT)P(GY)
6 4 5 3 39

(b) Det finns 4 fall som gor att vi drar en gron i sista och tredje steget. Vi
betecknar fallen med Aq, A, A3 och Ay. Fallet A; &r foljande sekvens
av héndelser: Forst flyttas en gron, sedan en gron, och en grén dras
i tredje steget. As: gron - rod-gron. As: réd - gron - gron. Ay rod -
rod -gron. Sannolikheten fér A; kan berdknas enligt foljande:

4 6 4 96
PA)=-X=-X=-=——.
() =7 X5%7 = 352
Den forsta faktorn kommer sig av att vi har 4 gréna bollar av 7 bollar

nér vi véljer i forsta steget. Den andra faktorn kommer fran att vi
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har 6 grona av 8 i andra steget, ifall det flyttades en gron i forsta.
Det tredje faktorn kommer fran att vi har 4 gréna bollar av 7 i tredje
steget ifall det flyttades grona bollar i de tva forsta stegen.

Pa liknande satt fas att

4 2 3 2
P(Ay) = = x = x 2= ==

(42) = 7 X g X% = 355
3 5 5 75

PAs) =2 x2x2- 0

(4g) = 7 X g %7 = 3997
3 3 4 36

PA) =2 x2x 2220
(Ae) =5 x5 x5 =35

Eftersom Aq, Ao, Az, A4 samtliga &r disjunkta, fas

P(gron dras i tredje steget)
— P(Ay) + P(A3) + P(A) + P(Ag) = 251 = 33 (5803,
392 56
2. En djurpark skall képa in ett parti om 13 fullvuxna flodhéstar. Deras leve-
rantor plockar flodhéstarna fran lamplig flod och viger dom. Vi kan anta
att flodhédstarnas vikter &r oberoende och normalférdelade med paramet-
rar i, 02. De uppmitta vikterna blev:

flodhéast nr: 1 2 3 4 5 6 7

vikt: 2220 1857 1877 2099 2407 1946 2174

flodhést nr: 8 9 10 11 12 13

vikt: 2055 2323 1882 2107 2211 2320
(a) Hitta ett 95% K.I. for p om o = 200 ar kind. (2p)
(b) Hitta ett 95% K.I. fér y om o &r okénd. (2p)
(b) Hitta ett 99% K.I. for o2. (2p)

L&sning;:

(a) Vi har att

_X-p
R= NG N(0,1)

sa att

_ o — g
095=P(-1.96 < R<196)=P(X -1.96— < puX +1.96— <
(130 k<100 = ( Jrsukerong<)

sd att ett 95% numeriskt K.I. ges av

2
~2113.7+ 1.96 2% o 2005, 2222.4]

V13

I, =7 +1.96

£
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(b) Vi far skatta o? med

1 n
2 _ 7)2 ~~
s = nflkg_l(mk_x) ~~ 33686

sd att s &~ 183.54. Dessutom &r ¢ 025(12) &~ 2.179 sd att ett numeriskt
95% K.I. ges av

183.54
I, =3+ 2179-— ~ 2113.7 + 2.179=r—— ~ [2002.8, 2224.6].
vn V13

(c) Vi far anvinda att
52 9
(n=1)% ~xn—1)

Tabell ger att x2 05(12) ~ 28.3 medans 3 g95(12) &~ 3.074. Dérfor
blir

2 2
0.95~ P (3.074 < (n— 1)5—2 < 28.3) =P <(n— 1)% <o*<(n—-1)
g . .

s& att ett 99% numeriskt K.I. for o2 blir

L= 12336867 1233686
28.3 3.074

] A2 [14284,131500].
3. Lat X vara en slumpvariabel med téthetsfunktion
flx) =cxe® for 0 <a <2,

dar parametern o > 0.

(a) Bestdm konstanten c. (
(b) Bestém tithetsfunktionen for Y = v/X. (
(c) Berikna E[Y?].

SRS
CICIRCH

Lo6sning:

(a) Vi far att

o'} 2
1 :/ f(x)dx :/ cre**dz
—oo 0

2

2
exr c c c
=clz—/| —— ey = —22% — — (620‘ - 1)
a o alg @ a?

:C(1+(2a2—1)e2">’

(07

2
[e}%

sa att c = m.
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(b) Vi har att for 0 <y < /2

Fy(y) = ]P;(Y<y) Z/
[t
=G CT( -

sa att
o Cc y2a 2 y2a
fr(y) = -z 2yae? ¢+ (y o — 1)2yae
2
= 20y3 ay® _ M
14+ e22(2a — 1)
for 0 <y < V2.

(c) Uppenbarligen dr E[Y?] = E[X] s& vi riiknar ut den senare. Vi har

att

2 0T 2
E[X] = c/ 2% =c [xz} -
0 @ g

o o o?
43 o? 2

a 1+ (2a—1e2 «

_ 4 00 _

2
— / re*“dx
0

de 5, 2c <1 + (2a — 1)e?@
= —¢ _ -

2c1
ac

4. Lat X ~Poi(\) (dvs Poisson fordelad med parameter \), och betingat
pdatt X =k, 1at Y ~ U({1,2,...,k + 1}) (dvs likformigt fordelad péa

k1),
(a
(b
(c
(d

~— O~ — —

Hitta E[X + 1Y = 1].
L&sning;:

(a) Vi har att
P(X =k Y =1)

—B(Y = I|X = B)P(X = k) = —

dirkeNochle{l,...,k+1}.

Hitta marginalsannolikhetsfunktionen for Y.

k+1 e

Hitta den gemensamma sannolikhetsfunktionen for (X,Y).

Hitta den betingade sannolikhetsfunktionen for X givet Y.

)\k

BRCES]
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(b) Anvénd LTP {or att se att

PY=1)= ZP(XZH,Y:Z)
n=0
- Y renrens 3 El -3
n=[—1 et
(C) Vi soker
Af - 1

= e n
(k+1)1 1575 Ahe

D S €N UE S O
BRCES D M‘(Z M ) ’

n=Il n! n=l

dirl e {1,2,...} och ke {I-1,,...}.
(d) Vi ser att

EX +1]Y =1] =) (k+ 1)P(X =k[Y =1)
k=0
= PLan PR LD T
:Zk+1(k+1)z Y ~ L
0 n=1 n! k=0

5. Antag att X7, Xs,..., X, dr oberoende och likaférdelade med férdelning
UJ0, 6] dér 6 ar oként.

(a) Hitta maximum likelihood skattaren (MLE) for 6. (3p)
(b) Ar din skattare fran (a) vinteviirdesriktig? Det riicker att du léser

denna deluppgift i fallet att n = 2. (3p)
L&sning;:

(a) Vi har att

F(X1,.., Xnl0) = Hf (X1|0) =

_I(0< mln(Xh...,Xn) < maX(Xl,...7Xn) <0)
= m )

Detta skall maximeras med avseende pa 6, vilket innebér att vi méste
ta 0 = max(Xy,...,Xp).
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(b) Vi har att

o 6
E[f] = E[max (X1, Xo)] = %/ / max(z1, z2)dridry
o Jo

1 [0 [ 0 1 [ 62 — 22
:9?/0 (/0 xde1+L2x1dxl>dx2€2/0 x%+ 5 2 dxo

1, a3 2
= 592 l:e To + 3:|0—39.

Saledes ar skattaren inte vantevérdesriktig i detta fall.

6. Lat Xq, Xo,... vara en sekvens av oberoende och likaférdelade slumpvari-
abler. Antag att férdelningen ar sddan att

P(X, = 1) = % P(X, = 2) = i och P(X; = 3) = i
(a) Bestdm den momentgenererande funktionen for Xj. (2p)
(b) Anvénd ditt svar i (a) for att bestdmma E[X]] for varje vérde pa n.
(2p)
(¢) Berdkna E[(X;+ X3)"] for varje virde pa n. Svara pa enklast mojliga
form. (2p)
Losning:

(a) Vi har att
1 1 1 2et + 2t 4 ¢3¢
x (1) (% §et Ze% 4 N 4 '

(b) Taylorutveckling av exponentialfunktionerna ger att

oo oo

1 tk 200k S (3t)F
MXl(t):4<2kZOk!+kZO(k!) +Z(k!)>

= k=0

(c) Vi har att

1
MX1+X2 (t) = MX1 (t)Q = E(zet + €2t + e3t)2

4e2t+463t+5e4t+265t+66t

16
Stk 4% 2% 4 4538 + 5% 4F + 2 x 5% 4 6F
k=0

16
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sa att

4528 4+ 4% 38 4+ 5x4F 4+ 2 x5k 4 6F
E[(X; + X2)*] = T

for k=0,1,...

7. Alexandra brukar gora sin egen cement. Hon tar d& lika delar kalk och
stenmineral, som hon sedan branner under hog temperatur. Efter branning
kan materialet anvindas for diverse byggnadsarbeten. En viktig egenskap
ar da torktiden efter att den brinda blandningen blandas med vatten.
Alexandra testar 8 olika branntemperaturer, och undersoker sedan mot-
svarande torktider (alla yttre faktorer sdsom utomhustemperatur, méangd
tillsatt vatten etc kan anses vara samma for alla experiment). Foljande
data uppmaéttes

Temp (C): 2100 2200 2300 2400 2500 2600 2700 2800
Tid (min): 620 594 533 524 475 451 446 448

Alexandra ansatta en linjir regressionsmodell y = 8y + S1x dér = ar tem-
peraturen (i C) och y torktiden (i minuter). Data kan sammanfattas med
att Syx = 420000, Sy, = 32512 och att S, = —111950. Hjélp Alexandra
med foljande uppgifter:

(a) Skatta B, 51. (2p)

(b) Skapa ett 99% konfidensintervall for 51 och testa huruvida 5 = —0.3

pa 99%-nivan. (2p)

(¢) Ange forklaringsgraden och berikna residualerna. Verkar Alexandras

modell rimlig? (2p)
Losning

(a) Vi har att

. Say

B = ~ —0.267 och Bo =17 — Pz ~ 1164.4.

(b) Vi anvinder att
bi-pr
37‘/\/ Sx:v

och far med hjilp av tabell att tg.005(6) = 3.707 sa att

£(6)

B — B
099 =P —-3.707T < ——— < 3.707
( - sr/\/ Smx o )

Sr

\/S(EI

=P (Bl —3.707 <BL< B+ 3.7078T> .

\/SJTJIJ
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Vi har att

1 S2
52 = — (Sw ~ Sy> ~ 445.31
n— . T

s& att s, = 21.1. Ett 99% numeriskt K.I. for 3; blir da

Sr

\/SII

Da —0.3 € I, forkastar vi ej Hy pa 99% nivan.

I, = By 4 3.707 ~ [~0.387, —0.146].

(c¢) Forklaringsgraden blir

Sz
R? = Y ~0.918
vilket ar bra. Residualerna blir
€1 €9 €3 €4 €5 €g (&rd €g

153 16 -184 —-0.7 —-23 -204 1.3 29.9.

Det faktum att residualerna i mitten alla dr negativa medans de pa
kanterna alla ar positiva ar kanske lite mystiskt. Med tanke pa hur
hog forklaringsgraden var, och hur sma residualerna ar till sin storlek,
bor man dock inte dra alltfor stora vixlar pa detta.

Det &ar fysikaliskt sjdlvklart att ett linjart samband inte kan vara
giltigt for alla temperaturer (man skulle f& negativa torktider). Det
ar dock inte heller fallet att man kan forkasta en linjér modell for det
aktuella temperaturspannet enbart baserat pa residualerna.

8. Gamma-fordelningen har téthetsfunktion

anflefﬁx for z > 0.
I(c)
Denna fordelning har viinteviirde /3 och varians a/32.

Lat X1,...,X, vara i.i.d. Gamma-fordelade enligt ovan angivna téthets-
funktion. Betrakta hypoteserna

H02B:200ChH12ﬂ:25.

(a) Séatt upp likelihood ration, och hirled ur denna enklaste mojliga test
(for hypoteserna Hy, Hy) med tillhérande forkastningsomrade. (3p)

(b) Om n = 57, bestdm forkastningsomrade (RR) motsvarande signifi-
kansniva 1% for ditt harledda test. Du kan hir anta att parametern
a=4. (3p)

L&sning;:
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(a)

Vi har att

lik(8) = f(X1...., XalB) = [] £(XxlB)
k=1

112
'«
k=1
sa den sokta LR kvoten blir

hk(ﬁo) — (60)7“1 6_(B0_ﬂ1)(xl+"'+xn)

n a—1
1 px, _ B “B(Xitt Xn)
e = X e ,
e (115

Vi forkastar Hy om denna kvot ar liten, vilket &r ekvivalent med att vi
forkastar om X;+- - -+ X, &r litet (Observera att —(5p—f1) =5 > 0).
Vart RR blir nu {X; + -+ + X, < ¢} dér konstanten ¢ bestams av

signifikansnivan.

Vi har att
X, 4+ X, = N(na/B,na/3?),

sd att om o = 4

R =

Va/(Bvm) ~ 2/(Bvn) 2
Darfor blir under Hy

001 =P(Z < -2.33)~ P (ﬁ(ﬁoX —4)< —2.33) =P (X <

IP’(X1+ X, < (- 4.66\/ﬁ+4n)>zP(X1+~~

Bo

Vart forkastningsomrade blir darfor
RR =1[0,9.64],

med teststatistika Xy + - - - + X, eller alternativt
RR =10,0.1691]

med teststatistika X.

X-aff _X-4/ f(,BX 4) ~ N(0,1).



