Tentamentsskrivning: 1

Tentamentsskrivning i Matematisk Statistik TMA321

Tid: den 7 oktober, 2017

Examinatorer: Erik Broman.

Jour: Sandra Eriksson Barman.

Hjalpmedel: Typgodkind minirdknare, egenhéndigt skriven formelsamling
om tva A4 fram och bak (dvs 4 sidor), samt utdelade tabeller.

Tentamen bestar av 8 fragor om sammanlagt 50 poéng. Preliminéra betygs-
granser ar satta till:

betyg “3”: 20 till 29

betyg “4”: 30 till 39 poang

betyg “5”: 40 eller fler podng.

OBS! Alla 16sningar skall vara vél redovisade och motiverade. Talen &r ej ord-
nade efter svarighetsgrad

1. P& ett barnkalas finns tre lador med godis. Lada nummer 1 innehaller 6
goda och 3 dckliga godisbitar, lada nummer 2 innehaller 7 goda och 2
dckliga medan lada nummer 3 innehaller 8 goda och 1 &cklig.

Kalle &r forst i kon for att plocka godis. Han viljer forst en lada slump-
maéssigt och dérefter plockar han tva slumpmaéssigt valda godisar ur den
valda ladan.

(a) Berdkna sannolikheten att Kalle far minst en dcklig godisbit.  (3p)
(b) Givet hindelsen i (a), berdkna sannolikheten att Kalle far tva dckliga

godisbitar. (3p)

(¢) Om Kalle fick tva #ckliga godisbitar, vad &r d& sannolikheten att de

kom fran ldda nummer 17 (2p)
L&sning;:

(a) Lat X vara antalet dckliga godisar Kalle far, och lat L € {1,2,3}
vara nummret pa ladan han valde. Vi sdker P(X > 1) och har att

3
P(X>1)=1-P(X=0)=1-Y P(X =0|L=14)P(L=1).

i=1
Vidare giller att
30 42 56
P(XfO\Lfl)fi, IPJ(X*()\L*2)*E, P(XfO\LfS)fi,
s& att
42 216 — 12
P(le):1—30+ 56 _ 216 8—§%0.4074.

3%72 216 216
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(b) Vi soker

P(X=2(X>1)= ggif;
och har att
3
P(X =2) =) P(X =2|L=14)P(L =1
=1

Vidare giller att

6 2
P(X=2L=1)=—, BX=2L=2=—, P(X=2L=3)=0
sé att 6+2 8 1
P(X =2) = oo = oo = oo ~ 0.037.
Vi far da
P(X = 2)
P(X =2|X >1) = — 2 = 2 ~0.0909.
( \ ) F(X>1) ~ 88 0.0909

(c) Vi soker
P(L=1) 613%72 6

PL=1X=2)=PX=2L=1)—7FF = —= =-=0.75.
(L=1] ) =P E=Dpx=2"73 8 s
2. En kontinuerlig slumpvariabel har foljande tdthetsfunktion:
fx(z) =ccos(z) for x € [—m/2,7/2]
(a) Bestdm c sa att detta blir en téthetsfunktion. (2p)
(b) Berdkna fordelningsfunktionen Fx (x). (2p)
(c) Lat Y = X2 hitta tithetsfunktionen for Y. (3p)
L&sning;:

(a) Vi har att

/2
1= / ccos(x)dr = c [Sin(ﬂc)]if/z = 2c
—m/2

sé att ¢ =1/2.
(b) Vi har att
1 [ 1 i
Fx(x) = 5/ cos(y)dy = %n(x) for x € [-7/2,7/2].
—m/2

Dessutom ar Fy(z) =0 {6r x < —7/2 och Fx(z) =1 for x > 7 /2.
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(¢) Vi borjar med att observera att Y > 0. Vi har att for varje y > 0
géller

Fy(y) =P(Y <y)=P(X*<y)=P(—/y< X < y) =2P0 < X < fg),

dér den sista likheten foljer av att X &r symmetrisk kring 0. Vi far
att
VY1 . N ..
Fy(y)=2 3 cos(z)dz = [sin(z)]y " = sin(y/y) for /y < /2,
0

medan Fy (y) = 0 for y < 0 och Fy (y) = 1 fér y > w2 /4. Dérfor blir

d 1
fy(y) = —Fy(y) = ——= cos(y/y) for y € [0,7%/4].
() = g B ) = 5 5 coslyi) for y € [0,/
3. En liten solfangare kan ges tva olika konfigurationer, A och B. For att
utreda vilken som &r effektivast inhandlades tva identiska exemplar som
stélldes pa olika konfiguartioner.

Dérefter mittes energiutbytet (i kWh) under 11 forsoksdagar och detta
blev som foljer:

Dag nr 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Konfig. A 94 7.7 136 157 12 83 132 92 99 10.3
Konfig. B 99 9.5 113 166 123 7 128 9.5 135 131

B:

Man kan anta att métvirdena dras ur normalférdelningar.

(a) Bestam ett 95% konfidensintervall for skillnaden i energiutbyte mel-
lan konfiguration A och B. Redovisa noga alla eventuella antaganden
som du gor. (4p)

(b) Testa hypotesen att det inte dr nagon skillnad mellan konfiguratio-
nerna med 5% felrisk. Gor ditt béasta for att hitta en ungefirligt
p-varde for ditt test. Vilken felrisk skulle du behéva acceptera for att
forkasta ditt Hy? (3p)

L&sning;:

(a) Uppenbarligen har vi att gora med en situation med parade data.
D& data antags komma fran normalférdelningar géller detta dven
skillnaderna. Vi far darfor att

Zi ~ N(A, %)

dér o2 &r okdnd. Vi far da att

_ o2 Z-A
Z~N (AT ) =272 Ly,
( 11> s/viL "

11
8.1
6.8
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dar sa klart
11

1 _
2 _ _ 2
=15 ;:Ij(zk 2).

Déarmed ges ett 95% K.I. av

s/\/ﬁ

0.95=P (—2.228 < < 2.228)

s att vi far intervallet

— S
In =7 +2228—5_.
A Vil

Vi har féljande tabell med uppmétta skillnader:

Dag nr 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Skilln. (¢) -0.5 -1.8 23 -09 -03 13 04 -0.3 -3.6 -28

och dérmed blir s2 ~ 3.193, s& att s ~ 1.787 och vart numeriska K.I.
blir darfor

1.787 1.787
In =2z +£2.228—— = —0.4455 + 2.228—— =~ [—1.646,0.755].
V11 V11
(b) D& 0 € Ia kan vi ej forkasta Hy med felrisk 5%.
Lat nu _
_Z-A
s/V/11

vara var teststatistika, dar A = 0 under Hy. Vi fragar oss da vad
sannolikheten dr |T| antar ett virde hogre dn

_ 04455 sar.
1.787/4/(11)

Vi far att
P(|T| > 0.827) = P(T > 0.879) + P(T' < —0.879) = 0.4,

dér 0.879 ar det vardet i vara tabeller som &r narmast 0.827. Det &r
rimligt att p-virdet ligger kring 0.4 till sidg 0.45. Vi skulle alltsa fa
ha en felrisk pa ca 40-45% for att forkasta Hy.

4. Lat X ~ Geom(p) (dvs geometrisk fordelning) och T ~ Exp(A) (dvs ex-
ponentialférdelning).

(a) Berdkna de momentgenererande funktionerna for X och T. (3p)

11
1.3
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(b) Lat X,, ~ Geom(\/n) och betrakta T,, = X,,/n. Visa med hjilp av
momentgenererande funktioner att 7,, NG o (dvs att T;, konvergerar
mot 7' i férdelning). (3p)

Losning;:

(a) Vihar att P(X = k) = (1 — p)k~1p sa att

pe’

(et(l *P))k = m,

NE
T,
—
S
-

|

L

I
£
NE

dér det sista steget géller for ¢ < —log(l — p) s& att summan blir
konvergent.

Vidare blir
Mr(t) =E [eTt] z/ e e Mds
0

0o t—X)s
= )\/ e(tiA)Sds = A |:— e( ) :| — )\
0 0

t—A

ifall ¢ < .
(b) Vi har hir att

My, /n(t) = E[e/M] = E[e* /M) = M, (t/n)

Aet/n Aet/™ Aet/™
Tz (1—2)et/n T n—(n—Net/m  n(l—et/n) + ret/n
Aet/m Ael/™
- n(l—(1+t/n+ 0(n=2))) + let/ T+ O(n=1)) + Aet/n
SN,
A—t

5. I en storstad har man satt upp en métstation for ozonhalten vid marknivan
(Y). Man intresserar sig bl.a. fér hur halten i fraga beror av lufttempera-
turen (z). De forsta atta méitdagarna lag i en period med likartade vind-
forhallanden men med stigande temperatur. Foljande métvirden (tagna
kl. 17.00) erholls:

Dag 1 2 3 4 5 6 71 8
Temperatur (°C) 93 10.2 126 155 13.3 16.6 19.7 227
Ozonhalt (mg/m3) 31 34 41 50 46 52 64 73
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Forutsatt nu att ozonhalterna beror linjart av temperaturen, och att de
uppmiétts med oberoende slumpmaéssiga métfel enligt modellen

Yi=a+pBx;+e, i=1,...,8
dir €; ~ N(0,02).
(a) Skatta parametrarna a och . (2p)
(b) Berdkna ett 95% konfidensintervall for 3. (2p)
(¢) Vilken ozonhalt bor vi forvéinta oss vid temperaturen 20°C?  (2p)
L&sning;:
(a) Minstakvadratskattningarna av a och 3 ges av

Say

Oé*:g_ﬁ*.'f, B*ZS

Man finner o* = 2.46, 8* = 3.10, dér vi utnyttjat S,, = 148.37,
Szy = 459.5, T = 14.988, § = 48.875.

(b) Ett intervall ges av
Ig = [B* £ tp(n—2)s/\/Sea |-
Med
Syy - Siy/Sm

=0f= """ " =12
s=o0 — 83

och tg.025(6) = 2.45, S, = 1432.88 foljer I = [2.84, 3.36).

¢) Var gissning av ozonhalten vid temperaturen ges av att stoppa
Var gissni halt id t t 20°C tt st
in x = 20 i vart skattade samband, dvs

Y (20) &~ o + B* - 20 = 64.4.
6. Lat (X,Y) ha gemensam tathetsfunktion
flz,y) = cmyef’”’2 for0<z <1, ochx <y<l,

dér ¢ ar en konstant.

(a) Hitta marginalférdelningarna for X och Y. (3p)
(b) Hitta de betingade fordelningarna for X givet Y respektive for Y

givet X. (2p)
(c) Bestam E[X|Y]. (3p)

L&sning;:
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(a) Vi har att

1 zy? 1 z a3
x(z) = cxye®™ dy = ¢ ¢ :cuférogxgl.
Yy Yy D) 9

x

Vidare géller att

y 2y Y Y _zy?
fr(y) = / cxye”yzdx —cf |2 — / ¢ de
0 Y 0 o Y

. xy . v’ 1 L .
_Ceysc[e ] :Ceys—ce :i(y‘seys—eys+1> for 0 <y <1.
0

y3 y? y?

(b) De betingade férdelningarna ges av

2 2
f(z,y) crye™V zyteV )
ryY) = = = for0<z<y<l1,
fXIY( ‘Z‘/) fy(y) y% (y3ey3 e+ 1) (ygeyS eV + 1) STSYS
och
2 2
flz,y cxye™ 2ryey |
fyix(yly) = @9) _ — = _fer0<az<y<l.
fx(x) 5 er — e

(c) Vihar att

2
m2y4ezy

dx
ydev’ —ev’ +1)

E[X|Y = ] = / Dty (aly)de = / ’ :

1 /y 24xy2
=5 ——m | Tyetde
yleyv’ —ev’ +1 Jy

= {nyQe”yz}y — 2/?! xyze“fda:
ydev® —ev® +1 0 0
( 21Y

y3€y3 3

o 4 3 3
_y3€y‘5—3<y ey —2yey +2

3

1 4 3 3 e —1
- - vy _ Yy

TP —er 4 1 (y < >

eV (Y — 2y 4 2) — 2
(e’ — e’ +1)

s& darmed blir

eV (Y6 —2Y3 42) -2

E[X|Y] = :
x1Y] Y2(Y3eY? —e¥’ + 1)
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7. Lat X vara en diskret slumpvariabel med sannolikhetsfunktion
1
P(X =k)= N for k=2,4,...,2N
dar N ar en heltalsvard parameter som vi vill skatta.

(a) Hitta momentskattaren (MME) for X. (2p)
(b) Hitta maximum likelihood skattaren (MLE) for X. (2p)

(c) Antag att vi har en oberoende mitserie bestdende av 6 slumptal
dragna ur férdelningen ovan som ser ut som foljer:

Tal nr 1 2 3 4 5 6
Resultat 4 8 2 24 10 14

Vad blir nu de numeriska virdena pé era skattare? Diskutera och
analysera ditt resultat. (2p)

Losning;:
(a) Vi har att

N N

1 2 N(N+1
E[X] :ZQk]P’(X:Qk;):QZkN:N%:N_i_l
k=1 k=1

sa var momentskattare ges av sambandet
X=N+1lsiatt N=X—1.
(b) Likelihood funktionen blir nu
ol
L(Xy,...,X,) = 11;[1 NI(XZ €{2,4,...,2N})

=N""I(X1,...,X, €{2,4,...,2N}),

och vi ser att detta maximeras (som funktion av N) da N &r sé liten
som mojligt utan att nagot X; > 2/N. Ddrmed upppnés maximum av

N :=max(Xy,...,X,)/2.
(¢) Vihar att T = 62/6 = 31/3 sa att

~ 31 28
N=——-1=—=9.33333.
3 3

Detta ar inte ett speciellt bra resultat da vi dels vet att N maéaste vara
ett heltal, och dels vet att N maste vara minst 12.
A andra sidan ger var MLE att

N =24/2 =12,
vilket &tminstone &r en rimlig gissning.

8. Beskriv kortfattat men kdrnfullt idén bakom ett likelihood ratio test. (2p)



