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Tentamentsskrivning i Matematisk Statistik TMA321

Tid: den 13 oktober, 2018
Hjilpmedel: Typgodkéind minirdknare, egenhéndigt skriven formelsamling
om tva A4 fram och bak (dvs 4 sidor), samt utdelade tabeller.

Tentamen bestar av 8 fragor om sammanlagt 50 podng. Preliminéra betygs-
granser ar satta till:

betyg “3”: 20 till 29 podng

betyg “4”: 30 till 39 poang

betyg “5”: 40 eller fler podng.

OBS! Alla l6sningar skall vara vél redovisade och motiverade. Talen ar ej ord-

nade efter svarighetsgrad.
1. Lat Uy ~U({1,...,n}) dvs Uy &r likormigt férdelad pad méngden {1,2,...,n}.
Betingat pa att Uy = k, 14t sedan Uy ~ U({1,...,2k}).

(a) Hitta den gemensamma sannolikhetsfunktionen for Uy, Us samt mar-

ginalsannolikhetsfunktionen for Us. (3p)

(b) Bestdm E[Uz|Us] och E[Us]. (3p)

(c) Mer generellt later vi fordelningen for U,, betingat pa att U,,—1 = k

vara Up, ~ U({1,...,2k}). Bestdm E[U,,] for alla virden pa m. (2p)

Losning;:
(a) Vi har att

11
P(Uz =1,U1 = k) =P(Us =l|U; = k)P(U1 = k) = En " ok

for 1 <k <mnoch1l<I[<2k. Vidare blir da

P(Up=1)=Y P(Uy=1Uy =k)

k=1
n n 1
= Y PU=LU=k= > e
k=[1/2] k=[1/2]

Hér betyder [x] det minsta heltal storre &n eller likamed z. Om ! =5
far vi t.ex. att k maste vara minst 3.

b) Vi har att E[Us|U; = k] = 25+L g4 att
( 2

2U; +1
E[U|Uh] = =5 —.
Vidare blir da
2U0; +1 1 n+1 1 n+2
B(vs] = BEI0I01] = B | 2252 | By = 1) =
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(c) Fran svaret i uppgift (b) ser vi att E[U,,|U,n—1] = QU’"%H s& att
2E[Uz]+1 n+3
E[Us] = E[E[Us|Ua]) = 22t ;] =—
Vi anvéinder induktionshypotesen att E[U,,] = ®5™ och induktions-

steget blir da

ontm—1 41 1y
EUn] = E[EUn|Un]] = —2—— = ——,

och vi kan da dra slutsatsen att

E[Um] _ n+m

for varje viarde pa m.

2. Lat Xi,...,X, vara iid. N(u,o?) dir u dr kiint. Carlita vill testa hypo-
teserna
Hy: 0% = o}
Hy:0? =o?

(a) Bilda lamplig likelihood ratio, och hérled ur denna enklaste mdjliga

test. (3p)
(b) Hitta en lamplig forkastningsregion (RR) om signifikansnivin skall

vara 2.5% och n = 17. (3p)
Losning;:

(a) Likelihooden blir

i) oo (F9225).

sé att den sokta likelihoodkvoten blir

X oo\ (X p)? (X p)?
A(X>‘f<er§>‘<0) HeXp( 207 203 >

rxiot) = (

Enligt paradigmen skall Hy forkastas till férman for H; ifall kvoten
A(X) ar tillrackligt liten. Vi har tva fall.
Fall 1 (01 > 09): Kvoten &r liten ifall

n

(X =) (X — p)? 1 1 2
_ = _ X, —
Z 20% 20(2) 20% 20(2) Z( E 1)

k=1 k=1

ar mycket negativ. Detta innebér att vi forkastar Hy ifall

n

S

k=1
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ar stor.
Fall 2 (01 < 09): Kvoten &r nu liten ifall

1 1 -
= - = E Xy — )2
(20% 203) (X —n)

k=1

ar lite positiv (den kan ju inte vara negativ). Detta innebér att vi
forkastar Hy ifall

n

> (X =

k=1

ar liten.

(b) Under Hy ar
17
(Xi — p)? 2
Z oz ~ X16-

k=1 0

Fall 1 (01 > 09): Var forkastningsregion blir
17
X, — 2
{ > M > 28.85} :
k=1 70
Fall 2 (01 < 0¢): Var forkastningsregion blir
17
X, — 2
{Z M < 6.91} )
90
k=1
3. Lat (X,Y) ha gemensam téathetsfunktion
fley)=2yfor0<azy<l,

och lat W = XY.

(a) Bestdm den momentgenererande funktionen for W. (2p)

(b) Anvénd ditt svar i (a) for att bestdmma E[IW"] {6r varje virde pa n.
(3p)
Losning;:

(a) Vi har att

zyt 1
My (t) eV //dexytdasdy*/ Qy[ } dy
0
! vt ! —1—t
:/2(6 )dy_Q[e_y] _pm ot
o t t, t
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(b) Vi har att

Ooth x tk

Z '* i '
My (t) = kOk _Z il :kzzo(k+2)lzzﬁ(k+2)!’

sa vi ser att
k! B 1
(k+2)!  (k+1)(k+2)

E[W*] =

for k=0,1,...

4. En slumpvariabel har férdelningen

fz) = \/§a3/2m26am2/2 for z > 0,
T

déar a > 0 ar okénd.

(a) Hitta momentskattaren (MME) for a. (3p)
(b) Hitta maximum likelihhodskattaren (MLE) for a. (3p)
Lo6sning:

(a) Vi har att

X] =1/ Q—G/ azde " 2y
T
_ 2(1 |: 2 70,12/2 2(1/ 7aa:2/2dx
V 7 V
—0+\/2a{ 26 ‘”2/2} =4/—.
™ a 0 Ta

Momentmetoden sager da att vi skall satta

X =/ shatta = —oy.
T X2
(b) Likelihooden &r

n D) ) 9 n/2 a n
o) = I 2arxgensve ()7 Gty esn (-5 3

k=1

n/2
I(a) = log ((i) (X,?)") + ?; log(a) — = ZXk

)
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och darmed blir
3

n 1<
k=1

Om vi sétter I'(a) = 0 ser vi att

. 3n 3
a/ = =5 5 = .
Yo Xi X2
Vi far inte glémma att kolla att vi har hittat ett maximum. Vi har
att I (a) = —2% < 0 sa vi har hittat ett maximum.

5. Bengt-Arne undersoker cellfériandringar i cellprov. For ett givet cellprov
antar Bengt-Arne att antalet celler med féréndringar dr Poissonfordelat
med parameter A > 0 (som ar oként). Bengt-Arne undersoker ett antal
cellprov och far féljande dataserie

#cellprov: 13 30 34 17 16 8 3
#fordndringar: 0 1 2 3 4 5 6.

Data skall tolkas som att Bengt-Arne fick 13 cellprov med 0 cellférand-

ringar etc.
(a) Hjilp Bengt-Arne med att skatta A > 0. (2p)
(b) Hitta ett tvasidigt 95% K.I. fér A at Bengt-Arne. (2p)
(c) Hitta ett ensidigt 95% K.I. for A 4t Bengt-Arne som &r pa formen
[¢, 00). (2p)

Losning;:

(a) Vi skattar A\ med hjilp av X (ty detta #r en vinteviirdesriktig skat-
tare) och far

C0x134+1%30+2%34+3x17+4%16+5x8+6x3 271

A = ~22
13+30+34+17+164+8+3 121
(b) Vi anvénder centrala gransvirdessatsen for att approximera
_ _ . A A
X ~ N(E[X], Var(X)) = N (A ) N (A7)
Darmed har vi att : o
X —
— ~ N(0,1),
\/A/n
s att ett 95% konfidensintervall ges av
0.95=P(-1.96 < Z <1.96) ~ P | —1.96 < =——= < 1.96

:P()‘(—L% An <A< X 4196 5\/n>.
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Med vara data far vi da att
I = [z — 1.96/%/121, & 4 1.96+/Z/121] ~ [1.973,2.506].
(c) I detta fall gor vi néstan samma som i uppgift (b):’
0.95 = P(—1.645 < 2)
X -
A/n

~P|—-1.645 <

:P(X—1.645 :\/n§/\>.

Med vara data far vi da att
I, = [z —1.645y/2/121,00) =~ [2.016, c0).

6. Mirta-Lisa funderar pa att kopa ett hus i centrala Almhultaryd. Hon
gor en enkel marknadsundersékning dér hon tittar pa ett antal hus som
tidigare varit ute for forséljning. For varje salt hus noterar hon slutpris
och antalet kvadratmeter. Méarta-Lisa fick foljande dataserie

m2: 83 98 107 119 143 164 179 210 245
Pris: 160 170 190 210 230 200 240 220 240

Har anges priset i kSEK (dvs i tusental kronor). Mérta-Lisa ansétter en
linjér regressionsmodell y = By + f1ax dér y ar priset och x &r antalet
kvadratmeter. Data sammanfattas med att S, ~ 23714, S, ~ 6800 och
Say = 10323.

Hjalp Marta-Lisa med att 16sa féljande uppgifter:

(a) Skatta 3y och f. (2p)

(b) Skapa ett 95% konfidensintervall f6r 81 och testa huruvida 1 = 0 pa

95%-nivan. (2p)

(¢) Ange forklaringsgraden och berékna residualerna. Kommentera ditt

resultat. (2p)

(d) Fundera kring Mérta-Lisas val av modell och analysen ovan, dr den

rimlig? Vilka &r bristerna? (1p)
Losning

(a) Vi har att

s S, . R
51:Sy ~ 0.435 och By = §j — 17 ~ 141.

(b) Vi betraktar hypteserna Hy : 81 = 0 och H; : 81 # 0. Vi anvénder

att R
Pr— b

sV ¢(7)
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och far med hjilp av tabell att ¢ 025(5) = 2.365 sa att

B — B
095=P( —-2.365 < ———= < 2.365
( a sr/\/ Smm - >

Sp 5 Sr
< < 2.365—— | .
oL Shshy \/Sm>

=P (ﬁ} —2.365

Vi har att

1 S2
s& att s, = 18.1. Ett 95% numeriskt K.I. for 3; blir da
Sr
\ SI(E
D& 0 ¢ I, forkastar vi Hy pa 95% nivan.
Forklaringsgraden blir

Ig, = (1 +2.365 ~ [0.157,0.714].

2

S
R?>=_—"2Y  ~0.661
Smsyy

vilket inte ar speciellt bra. Residualerna ar e, = yi, — (,30 + Bla:k) blir

el (D) e3 €4 €5 €6 €7
—-176 —-14.1 2 16.7 263 —129 20.6 -—-12.9 -8.1

Inga direkta monster kan ses, s vi kan inte dra slutsatsen att ett
specifikt annat samband skulle passa battre. Man bor dock vara négot
forsiktig da antalet matpunkter ar sa lagt.

Punkt (b) indikerar att priset beror pa antalet kvadratmeter och detta
ar saklart fullt rimligt. Problemet med Mérta-Lisas ansats ar att
modellen inte tar hénsyn till skicket pa huset, huruvida det finns
garage, balkong etc etc. Om man inte tar med alla dessa faktorer i
modellen kommer den inte bli speciellt bra.

7. En klubb bestar av 15 stalinister och 20 trotskyister. En arbetarkommitté
skall bildas bestédende av exakt 7 medlemmar.

(a)

(b)

Vad &ar sannolikheten att kommittén innehaller minst en trotskyist
men dven fler stalinister &n trotskyister, om varje medlem véljs obe-
roende och med samma sannolikhet? (2p)

Stalinisterna vill genomféra en utrensning av oonskade element (dvs
trotskyisterna). For att arbetarkomittén skall kunna besluta om en
sddan maste de ha minst fem réster. Vad dr sannolikheten att komit-
tén kan besluta om en laglig utrensning givet att kommittén adr som
i punkt a? Vi antar hér att alla stalinister rostar for utrensning men
alla trotskyister rostar emot. (2p)
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(c) Efter en lyckad utrensning bestar nu klubben av enbart 15 stalinis-
ter. Snart splittras dessa upp i en revolutionér och en smaborgerlig
gren. Pa hur méanga sitt kan medlemmarna delas upp sa att de bada
grenarna innehéller minst 6 medlemmar? (2p)

Lo6sning:

(a) Lat A beteckna den sokta hindelsen. Antalet kommittéer som upp-
fyller kravet ar

() G)E)E)E)

och det sammanlagda antaler méjliga kommittéer &r (375) s med

hjélp av divisionsregeln ser vi att den sékta sannolikheten blir

pony = B+ I+ (DE) oo

(7)

(b) Lat B vara héndelsen att en utrensning kan genomforas. Vi sdker da

 mE e
)+ () + (0

(c) Antalet sitt att vilja exakt k medlemmar till den revolutionéra gre-
nen ar (1k5) Det sokta antalet &r darfor

(5)+(7)+ () (5)

8. Lat T ~Exp()A) och a > 0.

~ 0.301.

(a) Bestim téthetsfunktionen for Y = (T — a)?. (3p)
(b) Lat Z vara en slumpvariabel vars férdelningsfunktion F(t) definieras
av att

Fy(t) =P(T —a)* <tT > a)
for alla t € R. Hitta téthetsfunktionen for Z. (3p)

Losning;:
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(a) Vi har att

Fy(y) =P(Y <y) =P((T —a)* <y) =P(—y < T —a < /y)

a+\/§
:P(a—\/@STga—i—\/g):/ e M dx
max(0,a—/y)
T —AzyatVy _ ,—2xmax(0,\/y—a) _ —A(a+\/¥)
- [ € ]max(O,a—\/@) =¢ ¢ )
Vi ser da att tathetsfunktionen blir
A = Fo) =4 3 om a <y
YY) =Ly\Yy) = me*A(“Jf\/?) + ﬁe,\(aﬂ/@ om a > y?

(b) Vi borjar med att bestdmma ett uttryck for fordelningsfunktionen.

Fz(t) =P(T —a)> <t|T >a) = P((T —a)? <t,T > a)

P(T > a)
_PT—a<Vt,T>a) Pa<T<a+ V1)
P(T > a) B P(T > a)
a+vEy s —da —XA(a
L7 e ds _ e Aa = +‘/Z):1_6,,\\/g

- [ Ae=2sds e~ha
om t > 0 och annars ar Fz(t) = 0. Vi far déarfor att

1
fz(t) = ==V for t > 0.
Vi



