TMS056 Matematisk statistik V2, 7.5 hp, 10 jan 2009 em V
Anvisningar

Tentamen bestar av en teoridel med 3 uppgifter och en problemdel med 5 uppgifter. Teori-
uppgifterna ska besvaras forst. Inga hjidlpmendel ar tillatna pa denna del. P4 problemdelen ar
raknedosa inkl manual, Beta och nagon av de ldrobdcker i matematisk statistik som anvénds
pa Chalmers tilldtna hjdlpmedel. Det &r ocksa tillatet att anvinda Tommy Norbergs Formler
och tabeller till matematisk statistik pa universitet och tekniska hdgskolor, som kan laddas
ner fran Norbergs hemsida, samt de fyra hiftena Introduktion till stokastisk simulering, Bay-
esiansk uppdatering av sannolikhetsskattningar, Poissonprocessen och extrema laster samt
Riskkostnader, kostnads-nytto-kalkyler och véirdet av information (eller Nagot om riskkost-
nader). Det &r tillatet med anteckningar i rimlig omfattning i laroboken och i nedladdade
héften. Inga andra anteckningar ar tillatna.

Teoridelen skall 1dmnas in innan nagra hjélpmedel far tas fram.
Examinator dr Tommy Norberg, tel. 7723528, 073079 42 09.
Assistent dr Anna Rudvik, tel. 772 5374.

Anna (eller Tommy) gar att nas per telefon under tentamen.

Svar till vissa uppgifter publiceras pa webben. Se kursens hemsida.

Ténk pa att det normalt inte ricker att ge korrekt svar. Svar maste, savida ej annat sigs i
uppgiften, dven vara korrekt motiverade.

For betyget 3 krdvs normalt 12 p, for 4:a 18 p och for 5:a 24 p av totalt 30 p. Bonuspoing
fran ldsarets inlamningsuppgifter sinker grianser i motsvarande grad.

— Teoridel —

1. Man gor n oberoende upprepningar av ett slumpmissig forsok, i vilket sannolikheten
att det lyckas ar p. Lat X vara antalet lyckade forsok. Bestdm X:s massfunktion.(3 p)

2. Du &r intresserad av sannolikheten # att hindelsen F intraffar i ett visst slumpmassigt
forsok. Initialt har du ingen kunskap om 6. (a) Foresld priortdthet. Du observerar att
hindelsen F' intraffar 3 ganger i 8 oberoende upprepningar av forsdket. (b) Berdkna
posteriortathet. (c) For vilket virde pé 6 dr denna maximal? (4 p)

3. Svara pa foljande fragor. Motivera inte dina svar.

(a) Testet av nollhypotesen Hy : p < 0 mot alternativet Hy : pu > 0 forkastade pa

nivén 5%, men e¢j pa nivan 1%. Vad kan du siga om P-viirdet? (1 p)
(b) Konfidensintervallet g = 1.23 & 1.33 har konfidensen 95%. Vad kan du siga om
hypotesen p = 0?7 (1p)

(¢) Olyckor sker enligt en Poissonprocess och i snitt ca 1 pa 100 dygn. Betrakta en
2 dygn lang tidsperiod. Beridkna sannolikheten f6r 0 olyckor under det forsta och
minst 1 olycka under det andra dygnet. (For smd x &dr e ® ~ 1 — z.) (2 p)

— Problemdel —

4. Ungefdr en individ av 100 000 &r infekterad av ett visst ovanligt virus. Man har utveck-
lat ett enkelt test for att avgora om en individ har infektionen eller ej. En nackdel med
testet dr att bade falsklarm och missade detektioner férekommer. Man bedommer att
falsklarmsrisken tyvérr dr hela 20%. Risken att missa en infekterad individ &r emel-
lertid liten, ca 2%. Antag nu att en slumpmaéssigt utvald individ har blivit testad och
att testet inte indikerar infektion. Ungefar hur stor ar sannolikheten att individen &ar
infekterad? (4 p)



5. Lat X ~ U(0,1), tag A > 0 och definiera T' = —% In X. Vilken fordelning har T'? (Svaret
behover ej motiveras.) (3 p)

6. Man ville undersoka om en viss typ av atgird reducerar biltrafiken i bostadsomraden
och valde darfér ut 5 omraden som bedémdes ldmpliga. Man métte trafikintensiteten
fore inférandet och ett tag efter inférandet av atgirden. Dérvid erhélls

Fore 87.7 125.0 131.7 121.8 1273
Efter 82.2 114.5 110.9 123.5 121.8

Forandring || 5.5 105 208 -—1.7 5.5

(enhet: antal fordon per tidsenhet). Som du ser minskade trafiken i fyra av de fem
testomradena, och i det femte var 6kningen marginell, si &tgirden forefaller ju vara
bra. (a) Men &r det en signifikant forbéttring av medelnivdn? Antag normalférdelade
observationer och vilj nivan 5%. (b) Hur stor & P(Y > 4) om Y ~ bin(5,0.5)? (4 p)

7. Man testade 5 stalbalkar av en viss kvalitet och erholl skattningen 18.42 av variansen.
(a) Beriikna ett uppat begriinsat konfidensintervall for variansen 0. Konfidensgraden
ska vara 95%. Man bedémde att detta virde var for hogt och inférde darfor atgarder
i produktionen med syfte att minska variationen. Efter dtgdrdenas inférande testades
10 balkar. Dérvid erhdlls variansen 6.59. (b) Med vilken sékerhet gar det att pasté att
variansen har blivit mindre? Antag normalférdelade observationer. (4 p)

8. I en s.k POT-studie av vattenflédet i en & fann man att flodet = i genomsnitt Sversteg
den kritiska nivan z7 = 10 ca 1 ging per 3 ar. (a) Ungefar hur manga 6verskridanden
av den kritiska nivan kan man rékna med sker under de ndrmaste 10 aren? Storleken
y = & — z7 av Overskridandena antas folja en s.k generaliserad Paretoférdelning, vars
férdelningsfunktion &r

-1/
FE,a(y) =1- (1 + %)

ML-skattningarna av parametrarna £ och o var f = 0.5 resp 6 = 4.5. (b) Berdkna
skattningen av den nivd z19 som flodet i genomsnitt Gverstiger 1 gang pa 10 ar. (4 p)

Lycka till med 16sandet uppgifterna!



Svar till vissa uppgifter den 10/1-09

N

. 8 ~ beta(1,1); fjn = 8,z = 3 ~ beta(4,6); 6 = 3/8

3. (a) P-vidrdet ar mindre &n 0.05, men ej mindre dn 0.01
(b) Man kan ej pastd med risken < 5% att g # 0. Man kan inte heller hivda att u = 0
(c) Med réknehjilpen fas 99-10-% ~ 0.01

4. 1pa4-10° eller 2.5-10°7

6. (a) Undre grans i ett ensidigt 95% konfidensintervall dr 0.19, sd med 5% risk att ha fel
gar det att pasté att dtgirden i medel reducerar trafiken. (b) 0.1875

7. 02 < 103.6 (95%); 10%

8. (a) ca 10/3 = 3.3 sa klart, men varfor?

(b) T10 ~ 17.43



TMS056 Matematisk statistik V2, 7.5 p, 20 aug 2008 em V

Anvisningar

Tentamen bestar av en teoridel med 3 uppgifter och en problemdel med 5 uppgifter. Teori-
uppgifterna ska besvaras forst. Inga hjdlpmendel ar tillatna pa denna del. P4 problemdelen ar
riknedosa inkl manual, Beta och nagon av de ldrobdcker i matematisk statistik som anvénds
pa Chalmers tilldtna hjédlpmedel. Det &r ocksa tillatet att anvinda Tommy Norbergs Formler
och tabeller till matematisk statistik pa universitet och tekniska hdgskolor, som kan laddas
ner fran Norbergs hemsida, samt de fyra haftena Introduktion till stokastisk simulering, Bay-
esiansk uppdatering av sannolikhetsskattningar, Poissonprocessen och extrema laster samt
Riskkostnader, kostnads-nytto-kalkyler och virdet av information (eller Nagot om riskkost-
nader). Det &r tillatet med anteckningar i rimlig omfattning i laroboken och i nedladdade
héften. Inga andra anteckningar &r tillatna.

Teoridelen skall 1dmnas in innan nagra hjélpmedel far tas fram.

Kom ihag att att alla svar skall motiveras sivida ej annat sdgs. Stdll upp modell nir
det behdvs och ange de for utrdkningarna nodvindiga forutsidttningarna. Skriv forstaligt
(tydligt) och anvind i &mnet etablerade beteckningar. Poéng dras i l6sningar dér detta ej ar
tillgodosett.

For betyget 3 krévs normalt 12 p, for 4:a 18 p och for 5:a 24 p av totalt 30 p. Ev bonuspoing
fran inlimningsuppgifterna sdnker grinser i motsvarande grad.

Examinator dr Tommy Norberg, tel. 7723528, 07307942 09.
Assistent ar Anna Rudvik, tel. 7725374.
Anna (eller Tommy) gar att nas per telefon under tentamen.

Losningar eller svar till uppgifterna publiceras pa webben. Se kursens hemsida.

— Teoridel —

1. (a) Du kastar en tirning 4 ganger. Hur stor dr sannolikheten for exakt en sexa?(1 p)
(b) Du kastar en tidrning tills dess att du far en sexa. Hur stor &r sannolikheten att

du far den i ditt 4:e kast? (1p)
I bada deluppgifterna behover du gora rimliga antaganden for att kunna rakna fram en
16sning. Ange dessa. (2 p)

2. Under 6 pa varandra foljande dygn uppméttes 04+2+0+0+1+0 = 3 trafikolyckor med
dodlig utgang i en region nagonstans i Europa. Harled ett uttryck for ML-skattningen
av olycksintensiteten och berdkna observerat virde. Tidsenhet: dygn. Kan du inte ML-
skatta olycksintensiteten, sa forsok &nda att berdkna en skattning. (3+1 p)

3. I en understkning av en férorenad tomt ville man bedéma hur stor andel av tomten
ar fororenad. Kalla denna andel for 6. Efter diskussioner med bl.a lokal expertis och
historiska studier enades man om att vilja beta(3,2)-tatheten som & prioritdthet. Hur
stor &r ML-skattningen av 6§ m.a.p & prioritdtheten? Dérefter gjordes 7 méatningar i
slumpmassigt utvalda positioner pa tomten. I 4 av dessa fann man féroreningar. Bestdm
ML-skattningen av # m.a.p & posterioritétheten. (4p)

— Problemdel —

4. Goteborgs vattenforsorjning bestar mycket forenklat av ett ravattensystem A, tva re-
ningsverk Bj, By som arbetar oberoende av varandra och ett distributionssystem C.
Hela dricksvattenforsorjningen fungerar om ravatten finns tillgingligt (sannolikheten
for detta ar 0.98) och minst ett av reningsverken fungerar (sannolikheten att B; funge-
rar dr 0.96, sannolikheten att B, fungerar dr 0.98) och distributionssystemet &r intakt
(sannolikheten for detta &r 0.90). Hur stor ar sannolikheten att hela dricksvattenfor-
sOrjningen fungerar? (3 p)



5. Du singlar ett symmetriskt mynt 100 gnger. Ungefir hur stor &r sannolikheten for
minst 40 och mest 60 klave? (3 p)

6. Tva dagar infor ett val gjordes en avslutande partisympatiundersokning. Man tillfréa-
gade 1396 slumpmaissigt utvalda viljare. Av dessa svarade 52.7% att de avser rosta
pa koalition A. Man gladde sig i de partier som utgjorde koalitionen och menade att
valutgingen var sikrad. Man skulle f& absolut majoritet (ett parti eller koalition av
partier har absolut majoritet om de har fler &n 50% av mandaten) i parlamentet. Var
den slutsatsen verkligen korrekt? Berikna LCL95 och LCL99 och bedém hur stor risken
ar att koalitionen ej far absolut majoritet. (4 p)

7. Man jamforde en ny betongkvalitet med en standardkvalitet m.a.p négon véldefinierad
egenskap. Darvid erholls for den nya kvaliteten

0.58 1.07 1.10 048 218 0.19 2.14

(3" z =774 och Y x? = 12.2898, n = 7). For standardkvaliteten hade man tidigare
gjort n = 10 matningar och d& erhallit medelvirdet £ = 0.83 och standardavvikelsen
s = 1.239. Gor ett symmetriskt 99% konfidensintervall for differensen av populations-
medelvirdena for de tva kvaliteterna. (4 p)

8. I en historisk analys av hdga havsvattennivaer skattades intensiteten av tillfallen da
nivan oversteg den kritiska nivan 2.2 meter till ca 0.12 ganger/vecka. Man gjorde dven
en s.k POT-analys av de hogsta nivierna. Darvid anpassades dessa till en Pareto-
fordelning med tathet

f(z) = a (E)OHrl for x>u=22

Man erholl skattningen & = 4.6. Skatta den nivi som havsvattnet i snitt minst kommer
upp till en gdng per ar. (4 p)

Lycka till med 16sandet av uppgifternal



=~ W

Ut

Svar till mat stat V2 den 20/8-08

. Villkoren &r att tdrningen dr symmetrisk och att kasten kan ses som oberoende forsok.

Svaret pa fragan i (a) &r 125/324. Svaret pa fragan i (b) ar 125/1296.

ML-skattningen &r A=z=0.5.

. 0=2~0670ch§ =25 =060

. Sannolikheten att hela vattenforsoérjningen fungerar ar 0.881

. Ca 95%

. LCLY95 = 50.5%, LCL99 = 49.6%. Risken att koalitionen ej far absolut majoritet &r

mindre dn 5%, men storre dn 1%.

. 1 — po = 0.28 £1.47 eller pg — p2 € (—1.19, 1.74) (ndgra delresultat: n; = 10, =

0.83,s7 = 1.239 = se; = 0.3918; ny = 7,% = 1.11,s5 = 0.7886 = se; = 0.2998;
df = 14.93 avrundas till ¥ = 14 och tg.05(14) = 2.977)

1

. Tsz = 3.28m (16s ut z52 ur AP(X > 252) = g5, P(X > 2) hittar du i formelsamlingen,

sétt in skattade virden)



TMS056 Matematisk statistik V2, 7.5 p, 29 maj 2008 fm V
Anvisningar

Tentamen bestar av en teoridel med 3 uppgifter och en problemdel med 5 uppgifter. Teori-
uppgifterna ska besvaras forst. Inga hjdlpmendel ar tillatna pa denna del. P4 problemdelen ar
riknedosa inkl manual, Beta och nagon av de ldrobdcker i matematisk statistik som anvénds
pa Chalmers tilldtna hjdlpmedel. Det &r ocksa tillatet att anvinda Tommy Norbergs Formler
och tabeller till matematisk statistik pa universitet och tekniska hdgskolor, som kan laddas
ner fran Norbergs hemsida, samt de fyra héftena Introduktion till stokastisk simulering, Bay-
esiansk uppdatering av sannolikhetsskattningar, Poissonprocessen och extrema laster samt
Riskkostnader, kostnads-nytto-kalkyler och virdet av information (eller Nagot om riskkost-
nader). Det &r tillatet med anteckningar i rimlig omfattning i laroboken och i nedladdade
héften. Inga andra anteckningar &r tillatna.

Kom ihag att att alla svar skall motiveras sdvida ej annat sdgs. Stdll upp modell nér
det behovs och ange de for utrdkningarna nddvindiga forutsdttningarna. Skriv forstaligt
(tydligt) och anvéind i &mnet etablerade beteckningar. Poéng dras i l6sningar dér detta ej ar
tillgodosett.

Teoridelen skall ldmnas in innan nagra hjélpmedel far tas fram.

For betyget 3 kravs 12 p, for 4:a 18 p och for 5:a 24 p av totalt 30 p. Ev bonuspoéng fran
inldmningsuppgifterna séinker grinser i motsvarande grad.

Examinator dr Tommy Norberg, tel. 7723528, 0730 79 42 09.
Jour ar Anna Rudvik, tel. 7725374.

Losningar eller svar till uppgifterna publiceras pa webben. Se kursens hemsida.

— Teoridel —

1. Harled uttrycket P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B). Var noga med att specificera
de axiom (alt grundliggande riakneregler) som du anvéinder i hérledningen. (4p)

2. Redogor for centrala gransvirdessatsen och hur man med hjélp av den kan bestdmma
konfidensintervall med approximativ konfidensgrad for en sannolikhet 7. (4 p)

3. Ikursen har vi gétt igenom tre olika sétt att definiera begreppet risk (eller riskkostnad).
Ange dessa. Minst tva kravs for podng pd uppgiften. (2+1p)

— Problemdel —

4. Berikna korrelationen mellan x och y i foljande dataserie:

x: 240 -—-499 575 6.73 -—-1.88 1215 12.14 4.77 6.96 6.05
y: 1329 6.17 16.56 30.11 7.09 29.21 33.35 1792 20.53 15.94

Extrapodngen ges till de som anvinder sig av féljande “summary statistics”

n=10 Y x=5008 Y y=190.17
D 2 =515.3490 Y y® =4407.9443 > xy =1370.2135

Data ar simulerade fran en bivariat normalférdelning. (2+1 p)

5. Antag att liten proportion av en stor population av individer lider av en viss allvarlig
sjukdom S. Man har utvecklat ett test for att avgora om en viss individ har denna
sjukdom eller ej. Testet bygger pa att sjukdomen f6r manga individer (dock inte alla)
orsakar forhojda halter av ett visst hormon H. Nu kan det dock vara si att vissa
individer i befolkningen har hoga halter av hormonet utan att de for den skull har
sjukdomen.



(a) Om man hos en godtyckligt vald individ i populationen har métt upp en hog halt
av hormonet ifraga, hur stor ar da sannolikheten att individen ifraga da &r sjuk?

(b) Om man hos en individ med andra symptom har métt upp en hog halt av hormonet
ifraga, hur stor dr d& sannolikheten att individen ifraga da &r sjuk?

Man tror sig veta att ungefdr 1 individ av 1000 har sjukdomen, och att bland de sjuka
ca 80% har forhojd halt av hormonet, medan ca 10% av de friska har f6rhdjd halt. I
fallet (b) som &r relevant da en individ med symptom séker upp en ldkare, tinker vi
oss att lakaren, innan testet utférs, bedommer att risken att individen har sjukdomen
ar ca 50%. (4 p)

. Antag att du har en variabel x som &r Bin(5,0.2)-férdelad. Har har du 5 slumptal:
0.7621 0.4565 0.0185 0.8214 0.4447

Anvind dem (alltsd samtliga) till att simulera en observation av z. Du har dven en
variabel ¢ som dr exp(0.143). Simulera nu z observationer av ¢t och berdkna deras
summa y = Y t. Du beh6ver max 5 slumptal till denna simulering och du ska anvinda
dem i den ordning de &r uppriknade:

0.6154 0.7919 0.9218 0.7382 0.1763

(borja med det till vinster). Beskriv forst de regler du anvinder till att simulera x och
t. Dessa far naturligtvis ej bero av slumptalen ovan. (4p)

. Under 240 minuter registreras 37023 radioaktiva sonderfall. Rdknaren registrerar samt-
liga sénderfall. Punkt- och intervallskatta sonderfallsintensiteten A (tidsenhet: minut).
Onskad konfidensgrad: 95%. Ge svaret med en decimals noggranhet. (4 p)

. Har har du tva oberoende stickprov (samt hjilpande “summary statistics” for den som
behover) pa x1 ~ N(pu1,01) och 22 ~ N(pz,02):

In| Xz | ¥a?
x1 1.92 6.57 7.76 —0.78 || 4 | 15.47 | 107.6773
za | —1.32 4.71 1.80 3| —0.81| 18.4065
Bestam ungefir hur siker utsagan py > po ar. (4p)

Lycka till!



Svar eller kortfattade 16sningar till vissa uppgifter den 29/5-08

1. Notera forst att AUB = A\ BUB, sa P(AUB) = P(A\BUB) = P(A\ B) + P(B),
eftersom A \ B och B #r disjunkta. Notera sedan att A = A\ BU AN B, s vi har
ocksd att P(A) = P(A\ B) + P(AN B), &ven detta p.g.a att A\ B och AN B &r
disjunkta. S& vi ser att P(A\ B) = P(A) — P(AN B) och forstar &ven att P(AU B) =
P(A\ B)+ P(B) = P(A) + P(B) — P(AN B), q.e.d. Den enda regel vi anvént ar att
P(AUB) =P(A) + P(B) d& A och B ar disjunkta.

2. Centrala grinsvirdessatsen (cgs) siger att ett stickprovmedelvirde Z &r approximativt
normalfordelat med vintevirde u och standardavvikelse o /4/n om antalet observationer
n ej ar for litet; p och o dr vantevarde och standardavvikelse for enskilda observationer
i stickprovet. D& data z; ~ Ber(w), i = 1,...,n, ir u = 7 och 0 = (1 — 7), s& darfor
ar relativa frekvensen # approximativt N(m, \/7(1 — 7)/n. Saledes géller att hindelsen

T—T

ﬁﬁza/‘z & fF—zapVr(l-—m)/n<n1 < T+ 24pvT(l—7)/n
w(l—m)/n

—Za/2 <
har sannolikheten ~ 1 — a, om 2,5 Véljs s& att P(Z > z,/2) = a/2 dir Z ~ N(0, 1).
Svarigheten med att anvinda uttrycket till hoger till att berdkna ett konfidensinter-
vall med den approximativa konfidensen 1 — o brukar man l6sa genom att byta ut

m(1 —7)/n mot antingen +/#(1 —#)/n eller s/\/n, dir s ar standardavvikelsen i
data berdknad pa vanligt vis.

3. Se riskhaftet.

4. —Zx2—M—2645484S —Zz—M—7914814S = ay-
. Ogz = " = . y Oyy = Yy " = . y Pzy = zy

2y =417.8421 = p = _ Say =0.913

. . . P(S)P(H|S)

. M =

5. Med naturliga beteckningar géller att P(S|H) P(S)P(H|S) + P(S)P(H|S)’
P(H|S) = 0.8 och P(H|S") = 0.1. T (a) giller P(S) = 1/1000 och i (b) &r P(S) ~ 0.5.
Rékna sjilv ut att P(S|H) = 0.889 i (b) och = 0.0079 i (a). Ett syfte med denna

uppgift var att illustrera skillnaden i resultat d& man véljer en godtycklig individ som
i (a) och d& man gor ett riktat urval som i (b).

dar

6. z ~ Bin(5,0.2) dr summan av 5 oberoende Ber(0.2)-variabler. Jag simulerar dessa
genom att vilja utfallet 1 da slumptalet © < 0.2 och 0 annars. Ett av slumptalen &ar
< 0.2, sa mitt simulerade virde dr x = 1; ¢ ~ exp(\) kan simuleras m.h.a uttrycket
t = —In(u)/\. (Antingen kommer man ihag detta eller si hirleder man det utifran
simulerarens huvudsats.) I vart fall & 1/A &~ 7, s regeln blir ¢ = —7In(u). Denna
anvinder jag en gang och far simuleringen ¢t = 3.40. Saledes dr y = 3.40, ty x = 1.

7. A=154.3+ 16 eller X € (152.7, 155.9)

8. I princip kan man 16sa uppgiften enbart m.h.a “summary statistics” eller s kan man
rikna ut vintevirde och standardavvikelse pa annat sétt och da fa en lite annan 16sning
p-g-a mitt slarv med data. Svaren blir olika, men principen for 16sandet ar ju densamma
och bra exempel finns att folja i D&F. Viktigt ar att om man ska bedémma ungeféar
hur siker en utsaga, som g > ps, ar, s racker det inte med att bestimma en 6vre eller
undre grins. Viktigt dr att ha med bade en 6vre och en undre gréns for sdkerheten, om
detta dr mojligt. Har dr tva exempel. Antalet frihetsgrader dr 4 i bada. I det ena har
man raknat ut ¢ = 1.83 och ser att P-virdet av testet av Hy : u1 = po vs Hy @ g1 > po
ar mellan 0.05 och 0.10. D3 &r den sokta sidkerheten minst 90% men ej s stor som
95%. I det andra har man riaknat ut ¢ = 0.87 och ser i tabell att P-virdet ar 6ver 10%.
D4 ar den sokta sikerheten mellan (obs) 50% och 90%. Inte nddvéindigt, men man kan
i detta fall m.h.a tabell VI i D&F gora den béttre upskattningen att P-virdet ligger
mellan 0.210 och 0.234, och d& f& att sikerheten méaste ligga mellan 76.6% och 79%.



