Tentamenskrivning for TMS063, Matematisk Statistik.

Onsdag fm den 28 maj, 2014, V-huset.

Examinator: Marina Axelson-Fisk. Tel matstat: 070-2288113.

Tillatna hjalpmedel: typgodkind minirdknare, tabell- och formelhéifte (utdelas).
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Tentan ar pa totalt 50 poéng: 40 poing pa matstat-delen, 10 podng péa flervariabel-delen. For att bli
godkand kravs godkint pa bada delarna. Betygsgranser for betyg 3, 4 och 5 ar 40%, 60% och 80%, re-
spektive. Betygen pa de bada delarna vags samman. Fullstindiga och vilmotiverad 16sningar skall
ges till varje uppgift.

Del I: Matematisk Statistik

1. For tre hiandelser A, B och C ar foljande givet: P(A) = P(B) = P(C) = 0.5 och P(AN B) = 0.3,
och héndelse C' ar oberoende av A, B och AN B.

(a) Vad dr sannolikheten att ingen av de tre handelserna intraffar? (2p)
(b) Vad &r sannolikheten att exakt en av de tre hiandelserna intréaffar? (2p)
(c¢) Vad ér sannolikheten att atminstone en av A och B intraffar, men inte C?7 (2p)
2. Antag att X dr en stokastisk variabel med tithetsfunktion f(z) = k(1 —22), -1 <z < 1.
(a) Bestdm konstanten k. (3p)
(b) Vad har X for vantevarde? (3p)
(¢) Vad har X for varians? (3p)
(d) Antag att vi drar ett stickprov pa n = 20 frin X:s fordelning. Vad &r den approximativa
sannolikheten att stickprovsmedelvirdet ligger mellan —0.1 och 0.17 (4p)
3. Den Binomialférdelade variabeln X har véntevarde 5 och varians 4.
(a) Bestdm parametrarna n och p. (2p)
(b) Berikna sannolikheten P(X > 3). (3p)

4. En tillverkare producerar enheter i boxar om tva. Ként ar att

e ca 95% av boxarna innehaller tvé felfria enheter.
e ca 4% av boxarna innehaller exakt en defekt enhet.
e ica 1% av boxarna ar bada enheterna defekta.
(a) En box viljs slumpmaéssigt, och ur denna véljs en enhet slumpmaéssigt. Givet att den valda
enheten ar defekt, vad &r sannolikheten att den aterstdende enheten &r felfri? (2p)

(b) Givet att den valda enheten &r felfri, vad dr sannolikheten att den aterstaende &r defekt? (2p)

5. Man IQ-testade ett antal elever och fick resultaten for n = 10, att Z = 109.4 och s = 26.81. Antag

normalférdelning.
(a) Konsturera ett 95% konfidensintervall for medel-1Q. (3p)
(b) Om vi nu antar att ¢ = 25, hur stort stickprov skulle behévas for att konstruera ett 99%
konfidensintervall av samma langd som i (a)? (3p)

Var god vind!



6. Lat X vara en stokastisk variabel som kan anta virdena {0,1,2,3}. Antag att ett stickprov pa
n = 800 har givit 75 nollor, 206 ettor, 220 tvaor och 299 treor. Préva hypotesen att X har fordel-

ningen:
P(X =0)=0.1
P(X=1)=0.2
P(X =2)=0.3
P(X=3)=04

pa signifikansniva o = 0.01.

Del II: Flervariabelanalys

7. Bestdm tangentplanet till funktionsytan z = arctan (zy) genom
17
kten (2, =, —).
8. Berdkna // Va2 +y2dzdy ,
D

da D #r den del av cirkelskivan z? + 3% < 3 dér y > 0.

9. Antag att en partikels position i zy-planet vid en tidpunkt ¢ ges av
r(t) = t3i + tj. Skissa partikelns rérelsebana for —1 <t < 1 och ange
partikelns fart vid varje tidpunkt under detta tidsintervall.

(6p)

(3p)

(3p)



Loésningar
Del I: Matematisk Statistik

1. Rita Venn-diagram 6ver uppgifterna s blir det littare. Oberoendena ger att P(ANC) = P(A)P(C),
P(BNC)=P(B)P(C)och PLANBNC)=PANB)P(C).

(a) Vi soker sannolikheten P(ingen héndelse intréaffar), dvs regionen utanfor alla tre handelserna
A,Boch C. Dvs P((AUBUC)*)=1—P(AUBUC). Vi far

P(AuBUC) = P(A)+P(B)+P(C)—PANB)—P(ANC)—-P(BNC)
+P(AnBNCQC)
= P(A)+ P(B)+ P(C)—P(AnB)— P(A)P(C)— P(B)P(C)
+ P(ANnB)P(C)
= 05+05+05-03-05-0.5-0.5-0.54+0.3-0.5
0.85

Svar: P(ingen hiandelse) =1 —0.85 = 0.15

(b) P(exakt en hindelse) motsvaras av regionerna i A, B och C som inte 6verlappar med nagon
annan hindelse. Dvs

P(bara A) = P(A)—P(ANB)—P(ANC)+PANBNCQO)
= 05-0.3-05-0.5+0.3-0.5=0.10

P(bara B) = P(B)—-P(ANB)-P(BNC)+PANBNC)
= 0.5-0.3—0.50.5+0.3-0.5=0.10

P(baraC) = P(C)—P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNC)

= 05-05-05-0.5-0.54+0.3-0.5=0.15
Sa vi far
P(exakt en) = P(bara A)+ P(bara B) + P(bara C)
= 0.10+0.104+0.15=0.35

Alternativt far man samma svar med hjalp av

P(exakt en héndelse) = P(AUBUC)—-P(ANB)—PANC)—P(BNQC)
+2P(ANnBNC)

Svar: P(exakt en héndelse) = 0.35
(¢c) A eller B, men inte C. Vi anvander att P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).

P(A eller B, men inte C') =

= P(AUB)—-P(ANC)—-PBNC)+PANBNC)

= P(A)+ P(B)—P(ANnB) - P(A)P(C)— P(B)P(C)+ P(ANnB)P(C)
05+05-03-05-0.5-0.5-054+0.3-0.5
0.35.

Svar: P(A eller B, men inte C') = 0.35

2. (a) For att f(x) ska vara en tithetsfunktion maste den integrera sig till 1. Allts vill vi hitta det
varde pa k som uppfyller detta.

1 2371
/ k(1—2%)dx = k [m - —}
. 3,
1

Sé for att f& [ f(z)dx =1 méste k =
Svar: k = 3/4.

]



(b) Véantevérdet ges av

1 1
E[X]:/1xf(x)d:c:/1%x(1_x2)dx:Z

Svar: E[X] =0

(¢) Variansen for X far vi enklast med hjilp av formeln

V(X) = B[X?] - (B[X])?

@ 2P0 372 2\ 1
3 5], 4\3 5/ 5
Svar: V(X)=1/5-0=1/5=0.2

(d) Centrala grinsvirdessatsen ger oss att stickprovsmedelviirdet X dr approximativt normalforde-
lat med vanteviarde E[X] = 0 och varians V(X)/n = 0.4/20 = 0.02. Dvs

2 13, 2 3
E[X° = 113:(1—33)(13::1

X-0
Z = ——~ N(0,1
1/0.02 ( )
Vi far
— —0.1 0.1
P(-01<X<01l) = P <zZ<
( - - ) (\/0.02 - 0.02)
= P(-0.707 < Z <0.707)
= 2.-90(0.707) — 1

2:055—-1=0.1
Svar: P(—0.1 < X <0.1) =~ 0.1
3. (a) Bin(n,p) har vinteviarde np och varians np(1 — p) s& vi behover 16sa ekvationssystemet:

np = 5
np(l—p) = 4

Svar: p = 0.2 och n = 25

(b) Har kan man vélja om man vill géra normalapproximation eller inte. Exakt berdkning ger

P(X>3) = 1-P(X<3)

= 1- <g>p°(1 -p)" = (?)pl(l -p)" - (Z)zf(l -

= 1-0.8%-25.0.2.0.8* — % -0.2%2.0.8%
= 1-0.098 = 0.902
Svar: P(X > 3) =0.902
4. Vi definierar handelserna
A, = forsta ar felfri
As = andra ar felfri
(a)
P(andra ar felfri| forsta ar defekt) = P(As|A])
~ P(ATN Ay
- P4
0.04
0.04 +0.01 08

Svar: Sannolikheten &r 0.8.



P(andra ar defekt | forsta ar felfri) = P(AS|A1)
P(A; N AS)
P(Ay)
0.04

0.95+0.04
= 0.0404

Svar: Sannolikheten ar 0.0404.

5. (a) Vihar fatt en skattning for s och antar alltsé att o ar okéind. Dvs vi far anvinda ¢-férdelningen
i konfidensintervallet. Fér 1—a = 0.95 och n = 10 ska vi sla upp vérdet for ¢, /2 ,—1 = t0.025,9 =
2.262. Konfidensintervallet blir
- s
po= XEtamn NG
= 109.4 £ 2.262 ﬁ
V10

= 109.4+19.177

Svar: u = 109.4 £ 19.177 eller 90.22 < u < 128.58.

(b) Nu ér alltsd o kéint, s& vi kan anvinda normalfordelningen. Nu ar 1 — o = 0.99 s& vi slar upp
tabellvirdet z, /2 = 20.995 = 2.58. Vi vill hitta det virde n som gor att

Z20.995 % S 19.177

dvs

2
o 2 25
> —Z V= (2 —11.31
"= ('Z0~995 19.177) < o8 19.177> 5

Svar: n maste vara minst 12.
6. For detta anvinder vi ett Goodness-of-fit-test, med statistika
k

(O; — E;)?
Xg = Z % ~ X%—p—]
3

Vi har n = 800 observationer, k = 4 kategorier och har fatt observationerna
01 = 75,02 = 206,03 = 220,04 = 299

Forviantat antal for den givna fordelningen dr E; = n - p; dir p; = P(X = 0),...,ps = P(X = 3),
exempelvis £ = 800-0.1. Vi far

(X=0 (X=1 (X=2 (X=3)
Kategori ¢: 1 2 3 4
Observerat antal O;: 75 206 220 299
Forvantat antal E;: 80 160 240 320
Differens (O; — E;): -5 46 -20 -21

Statistikan blir Xg = 16.58.

Vi forkastar hypotesen att vara observationer kommer fran den hir fordelningen om X2 > Xi, k—p—1-
Hér ar p = 0 eftersom vi inte behovde skatta négra parametrar. o = 0.01. Vi far fran tabell
X8.01,3 = 11.34. Och X§ > 11.34 s& vi forkastar hypotesen.

Svar: Vi forkastar hypotesen att variabeln X kommer frén den givna fordelningen.



Del II: Flervariabelanalys

.. Yy x
7. Med = arct 4 =—2  och ! -
€ f(xay) arctan (IZIy) ar fl(x’ y) 1+ (J}y)2 oc fQ(xay) 1+ (my)2
1 1 1
s&d f(2, 5) = % , f1(2, 5) =71 15(2, 5) =1, och tangentplanet kan saledes

1 1 1
beskrivas med ekvationen z = % + Z(x —2)+(y — 5) <<:) z= % -1+ i + y>

8. Overgang till polira koordinater ger att;

VB | 13
//\/md:cdy:/ (/ r-rd@) dT=7T|:§T3:| =3r
D 0 0

0

9. Partikelns hastighet &ir r'(t) = 3t%1 +j , s dess fart ir v(t) = |rv/(¢)| = V9t* + 1
Vidare har partikelns rorelsebana foljande form;




