Tentamenskrivning for TMS063, Matematisk Statistik.

Tisdag em den 19 aug, 2014, V-huset.

Examinator: Marina Axelson-Fisk. Tel: 070-2288113

Tillatna hjidlpmedel: typgodkind minirdknare, tabell- och formelhifte (utdelas).
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Tentan &r pa totalt 50 podng: 40 podng pa matstat-delen, 10 poéng pa flervariabel-
delen. For att bli godkind kravs godkint pa bada delarna. Betygsgranser for betyg
3, 4 och 5 ar 40% (20p), 60% (30p) och 80% (40p), respektive. Givet att bada
delarna ar godkinda, ges betyget av den totala podngsumman.

Fullstéindiga och vilmotiverad 16sningar skall ges till varje uppgift.

Del I: Matematisk Statistik

1. For hdndelserna A och B giller att P(A) = 0.3 och P(B) = 0.5.

(a) Vad &r sannolikheten P(A N B) om A och B &r disjunkta? (2p)

(b) Vad ér P(AN B) om A och B dr oberoende? (2p)

(¢) Vad &r P(AN B) om P(AUB) =0.27 (2p)

2. En vanlig kortlek bestar av 52 kort, varav 13 i varje farg. En pokerhand bestér
av 5 kort.

(a) Vad &r sannolikheten att en pokerhand innehaller ett fyrtal? (4p)

(b) Vad &r sannolikheten att en pokerhand innehéller endast en firg? (4p)

3. I en markunderstkning har man uppskattat att risken for att marken &r férore-
nad ar ca 70%. Jordanalysen ger dock inte alltid réitt utslag: métapparaten
detekterar fororening i ca 95% av de fororenade fallen, och ca 20% av fallen
da provet inte ar férorenat. Om du har ett prov dér férorening detekterats,
vad &r sannolikheten att provet verkligen &r fororenat? (6p)

4. Tiderna mellan landningar pé en flygplats &r oberoende exponentialférdelade
med vinteviarde 2 minuter. Antag att ett plan precis har landat. Vad &ar
sannolikheten att det under nidstkommande fem minuter landar atminstone
tre plan? (6p)

5. Antag att antalet timmar ett batteri fungerar tillfredsstéllande &r normalforde-
lat. Ett stickprov pa n = 8 batterier testades och data kan sammanfattas med

8 8
> 2 =206.00 och Y af =5311.3670.

i=1 i=1

Tillverkarens krav &r att batterierna ska fungera i minst 25 timmar. Verkar
kravet vara uppfyllt? (Tips: utveckla formeln for s? for att kunna anviinda
informationen.) (6p)

6. Man jamforde tva betongkvaliteter m.a.p. hallfasthet. Med referenskvaliteten
gjordes 4 blandningar och man erhéll stickprovet: 6.20, 6.79, 8.09, 6.52 (g =
6.9, sg = 0.8298). Med den nya kvaliteten gjordes 9 blandningar och man
erholl: 6.86, 6.86, 6.87, 5.93, 6.93, 6.13, 5.87, 6.54, 6.78 (Zny = 6.530, sy =
0.4347). Testa pa nivd 10% om det &r nagon skillnad i medelhallfasthet for
de tva kvaliteterna. (8p)

Var god vind!



Del II: Flervariabelanalys

7. Ange definitionsomradet Dy f6r funktionen f(z,y) = /4 — 2% — y?

dvs ange de punkter (z,y) for vilket uttrycket v/4 — 22 — y? &r definierat.
Skissa dven omradet Dy och nagra nivakurvor till f(x,y) i zy-planet.  (3p)

8. Beridkna dubbelintegralen / (y — 2x) dzdy , d& T ar triangelomradet
T
med hérn i punkterna (0, 0), (0,2) och (1,2). (4p)

9. Beriikna lingden av kurvan r(t) = t?i+t3j+ ¢k , 0 <t <1 (3p)



Losningar

Del I: Matematisk Statistik
1. (a) P(ANB)=0
(b) P(ANB) =P(A)P(B) =0.15
(¢) PLANB)=PI(A)+P(B)—P(AUB)=03+05-0.2=0.6

2. Antalet mojliga pokerhénder ges av (ordningen kvittar och utan aterlaggning)
2
<55 ) = 2598960

(a) Det finns 13 valorer att vélja pa, s& fyra av korten kan bilda fyrtal pa 13
sitt. Det femte kortet kan vara vilket som helst av de 6vrig 48 korten. Sa
antalet mojliga pokerhdnder med fyrtal blir (mha multiplikationsregeln)
13 - 48 = 624, och sannolikheten for fyrtal blir

13- 48
52
(5)
(b) Det finns 4 farger att vélja pa, och i en viss firg ska vi dra 5 kort av 13.

Antal méjliga farghdnder blir alltsa

13
4 = 5148

Den sokta sannolikheten blir

P(fyrtal) = = 0.00024

4- (153)
(5)

3. Har anvinder vi Bayes formel. Vi definiera héndelserna

= 0.002

P(farg) =

A = marken &r fororenad
B = méitapparaten ger utslaget “férorenat”

Bayes formel ger
P(BJ|A)P(A)
(B|A)P(A) + P(B|A)P(A)

P(AIB) = -

Vi far fran uppgiftstexten att

P(A) = 0.70
P(A°) = 1-P(A)=0.30
P(B|A) = 095
P(B|A®) = 0.20
Sa vi far
P(A|B) = 0.95-0.70 002

©0.95-0.70 4+ 0.20 - 0.30

4. Eftersom tiderna mellan landningar &r oberoende exponentialférdelade med
parameter A = 2, blir antal landningar per minut Poissonférdelad med param-
eter 1/2 = 0.5. Antal landningar under 5 minuter blir alltsd Poissonfordelat
med parameter 5% 0.5 = 2.5. Lat N vara antalet flygplan som landar under 5
minuter. Den s6kta sannolikheten blir

2.52
P(N>3)=1-P(N<2)=1—-¢2% <1+2'5+T> ~ 0.46



5. Vi vill alltsa testa hypotesen
Hy:p=25
Hy . w > 25
Vi har normalférdelning med variansen okénd. Var teststatistika blir

X — o
T =
7 Ts/vn
dar
Ho = 25
n = 8
8
z = (D) w)/8=206/8=25.75

i=1
Vi behover dven stickprovsvariansen
1 n
1 Z(X o
i=1

men har endast Y., x; och >, #? fran uppgiften. Alltsa méste vi utveckla
formeln for s2:

n—1 n—1
=1
1 8
= =5311.3670 - ?(25.75)2
= 0.981
Alltsa far vi att o5 75 _ 95
To= "= —2.142
0.981/8

och exempelvis fér o = 0.05 har vi att ¢4 ,—1 = to.05,7 = 1.895, sa vi kan
férkasta nollhypotesen pa signifikansniva o = 0.05.

6. Vi har alltsd tva oberoende stickprov. Varianserna &r okdnda, men vi antar
att de dr lika for de tva stickproven (eftersom det &r det enda fallet vi kan).
Vi vill testa

Hy:pugp=puny mot Hiy:pur# un
Var teststatistika blir alltsé

Xp— Xy —d
T(): R 1N 1O
Sp\/ nr T an



dar

Xr = 6.9
Xy = 6.53

dy = 0

nrp = 4
nny = 9

3-0.8298% + 8- 0.43472
2 _ —
s, = ypr— = 0.3252

S& teststatistikan blir

6.9 — 6.53
T, = = 1.080

0.3252- (1 + §)

For a = 0.10 forkastar vi om ¢ty > 905,11 = 1.796, sa vi kan inte forkasta
nollhypotesen.

Del II: Flervariabelanalys

7. Dy : 22 + y? < 4 &r en cirkelskiva med centrum i origo och radie 2.
Nivakurvorna till f(z,y) bildar cirklar kring origo med radie < 2.

2

8. //T(y—Qa:)da:dy:/Ol (/;(y—2x)dy> da;:/o1 [%y2—2xyLw de =

! 2 510 2
:/ (2 — 4z — 222 + 42%) do = {2x—2x2+—x3} ==
0 37,7 3

9. Langden av kurvan ges av;

1 1 1
/ V(262 + (26)2 + (3t2)2 dt = / V82 4 9th dt = / tV/8+9t2dt =
0 0

0

N 2% [(8 + 9t2)3/2}; = 2% (173/2 - 83/2)



