Tentamenskrivning for TMS063, Matematisk Statistik.

Tisdag fm den 14 april, 2015, V-huset.

Examinator: Marina Axelson-Fisk. Tel: 070-2288113

Tillatna hjilpmedel: typgodkind minirdknare, tabell- och formelhifte (utdelas).
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Tentan ar pa totalt 50 poéng: 40 podng pa matstat-delen, 10 poéng pa flervariabel-
delen. For att bli godkénd kravs godkint pa bada delarna. Betygsgranser for betyg
3, 4 och 5 ar 40% (20p), 60% (30p) och 80% (40p), respektive. Givet att bada
delarna ar godkénda, ges betyget av den totala podngsumman.

Fullstindiga och vidlmotiverad l6sningar skall ges till varje uppgift.

Del I: Matematisk Statistik

1. Antag att P(A) = 0.01, P(B|A) = 0.40 och P(B) = 0.30.

(a) Vad &r P(AN B)? (2p)
(b) Vad &r P(A|B)? (2p)
(c) Vad &r P(AU B)? (2p)

2. En villadgare koper en stor pase blandade 16kar. Enligt forpackningen &r en
fjardedel av lokarna paskliljor, en fjardedel krokusar och resten tulpaner. Alla
péaskliljor och hélften av tulpanerna ar gula, resten ar roda. Bland krokusarna
dr en tredjedel lila och 6vriga gula.

(a) Villadgaren gravde ner en slumpméssigt vald 16k utanfor koksfostret. Vad

ar sannolikheten att blomman ar gul? (3p)
(b) Om blomman &r gul, vad &r sannolikheten att det &r en pasklilja? (3p)
(¢) Villaigaren grivde ocksé ner 10 1okar vid ytterdérren. Vad &r sanno-

likheten att precis hélften av blommorna &r gula? (3p)

3. De tva oberoende stokastiska variablerna X och Y har samma véintevirde
E[X] = E[Y] = 2 men olika varians V(X) = 1, V(Y) = 3. Lat nu Z =
2X —3Y och W =2XY. Vad &r kovariansen Cov(Z, W)? (6p)

4. Antag att olyckor pa en given vigstricka sker oberoende av varandra och att
tiden mellan tvé olyckor &r exponentialférdelad med véntevirde 0.5 (ar). Vad
ar sannolikheten att

(a) det drojer mer &n 9 manader mellan tva olyckor? (3p)
(b) det inte sker nagon olycka under ett givet ar? (3p)
5. I ett recept pa dppelmos star det att man ska ta “14 lagom stora &pplen eller

2 kg”. Man har slumpmassigt valt ut 14 hemodlade dpplen av sorten Ingrid
Marie och anser att vikterna kan vara N(120,407)-fordelade (enhet: gram).

(a) Hur stor &r sannolikheten att de 14 dpplenas sammanlagda vikt réacker
till att £ ithop minst 2 kg? (3p)

(b) Hur ménga hemodlade Ingrid Marie-dpplen méste man anvinda for att
sannolikheten att de tillsammans ska viga minst 2 kg skall vara minst
0.907 (4p)

Var god viand!



6. Ett sdtt att méta ett reningsverks kapacitet &r att méta virdet pa Biochemical
Oxygen Demand (BOD) i det renade vattnet, och ju ligre BOD-véirde desto
renare vatten. Tillatet utslipp brukar vara maximalt 10 mg/l. I ett ren-
ingsverk ville man testa en ny reningsmetod och métte vid sex olika tillfdllen
BOD-vérdena for den gamla och den nya metoden.

Tillfalle ‘ 1 2 3 4 5 6
Gammal metod (BOD) | 5.6 124 7.3 103 2.6 9.5
Ny metod (BOD) 47 93 66 85 11 8.2

Antag att BOD-virdena kommer fran tva oberoende normalférdelningar och
testa pa niva 5% om det dr nigon skillnad mellan de bada metoderna. Ar det
nagon skillnad? (6p)

Del II: Flervariabelanalys

7. Lat x(t) =Int , y(t) = t? och f(z,y) = xe™ +y
d
Beridkna ﬁf(x(t),y(t)) genom att anvidnda

kedjeregeln for funktioner av flera variabler. (3p)

8. Beridkna trippelintegralen /// Vr?+y? + 22 dxdydz
K

da K #r halvklotet 22 + 92 +22 <4, 2> 0 (4p)

9. En partikel ror sig lings kurvan r(t) = t?i+ (1 +1)j, 0 <t < oc.
Skissa partikelbanan och indikera fardriktningen. I vilken punkt
befinner sig partikeln da dess fart ar 5 (l.e./t.e.)? (3p)



Losningar

Del I: Matematisk Statistik
1. (a) P(ANB)= P(B|A)P(A)=0.40-0.01 = 0.004.
(b) P(A|B)=P(ANB)/P(B) =0.004/0.3 = 0.01333.
(¢) P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B) = 0.01 + 0.3 — 0.004 = 0.306.
2. Definiera héndelserna
= blomman &r en pasklilja

= blomman ar en krokus

= blomman &r en tulpan

Q QW

= blomman &ar gul

Vi vet att P(A) = P(B) = 1/4 och P(C) = 1/2. Vidare vet vi att P(G|A) =
1, P(G|B) =2/3 och P(G|C) =1/2.

(a) Totala sannolikhetslagen ger att

P(G) = P(G|A)P(A)+P(G|B)P(B)+P(G|C)P(C) = 1.+ = % = 0.667.
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(b)
P(A[G) = P(ﬁ(gf) - P(GP?)G];(A) S

(c) Lat X vara antalet gula blommor som planterats vid ytterdérren. Enlig
(a) ar sannolikheten for en gul blomma 2/3. Alltsa dr X ~ Bin(10,2/3)
och vi far att

P(X =5)= <150> <§>5 (1 - §>105 = 0.1366

3. For Z =2X —3Y och W = 2XY har vi att

Cov(Z,W) = E[ZW]— E[Z]E[W]
dar
E[Z] = E[2X-3Y]=2FE[X|-3E[Y]=2-2-3-2=-2
E[W] = E[2XY]=2F[X|E[Y]=2-2-2=38

och eftersom

E[X? = V(X)-(BEX])*’=1-2"=-3
E[Y?] = V(Y)—(EY])*=3-2"=-1
blir
E[ZW] = E[(2X —3Y)-2XY] = E[4X?Y - 6XY?
AE[X?E[Y] - 6E[X|E[Y? =4-(~3)-2—6-2- (1) = —24+ 12 = —12
och

Cov(Z,W) = —-24—-(-2)-8=-8.



4. (a) Om vi later
X = tiden mellan tva olyckor

sa dr X ~ Exp(\) och med E[X] =1/ = 0.5 (ar) har vi att A = 2. Med

9 man = 0.75 ar far vi
/ 2¢72%dy
0.75

[_e_h]g.om

~ 0-(-0.223) = 0.223

P(X > 0.75)

(b) Om
N(t) = antal olyckor i [0, ¢]

s& ar N(t) en Poisson-process med intensitet A = 2. Dvs sannolikheten
att det inte sker négon olycka under ett ar (t = 1) blir

. 1\0
P(N(1)=0) = 6*2'1% =e 2~0.135

5. (a) Lat
X; = vikten av apple nr ¢

s& att X; ~ N(120,40%). Om
Y = vikten av 14 &pplen

far vi, eftersom dpplena ar oberoende, att
14 14 14

Y= Xi~N (Z EIXi),> V(X,;)) = N(14-120,14-40%) = N (1680, 22400)
1=1 1=1 =1

Och

2000 — 1
P(Y 22000) = 1—P(Y§2000):1_q>(000680>

22400
= 1-®(2.14) =1 —0.9837 = 0.0163

(b) Lat nu istéllet Y = vikten av n dpplen si att Y ~ N(120n,40%n). Vi
vill hitta n s& att P(Y > 2000) > 0.90. Dvs

P(Y >2000)=1—-P(Y <2000)=1—- (W) =090 &
(20020—\/71;2071) 01w 2001(1)0—\/152071 198
120n — 2
om0
— % -/n— % =0

Det hér dr en kvadratisk ekvation: 1at 22 = n si att
322 —1.282 —50=0
Dvs

.‘H

- (1.28 + /1282 4.3 (—50))
2

(0. 134 \/M)

S| =N



och vi vill bara ha den positiva l6sningen sa

2
1
n=ax?= (6(1.28 + 24.53)) =4.30% = 185

Dvs, det behdévs minst n = 19 &pplen for att kommer 6ver 2 kg med
sannolikheten 0.9.

6. Vi har tva oberoende stickprov dir X; = gammal metod ~ N(u1,0? och
X5 = ny metod ~ N (uz2,032). Vi vill testa pa nivi o = 0.05

Ho @ 1= pe
Hy o #pe

o1 och o9 dr okénda, men vi far anta att de &r lika (borde ha statt i uppgiften).
Var test-statistika blir

X - X
T, = %
1
SpA/ s T ns
dar
2 (n1 —1)s7 4 (ng — 1)s3
P ny+ng —2
och med
ny = ng = 6
X, = 795
X, = 64
s] = 12.459
s3 = 9.416
(6 —1)-12.459 + (6 — 1) - 9.416
= =v13.672 = 3.698
o \/ 5+5-2
far vi att
7.95 — 6.4

0.726

T = - =
T 3.698,/2/6

Ur tabell far vi
t0.02578 = 2.306

och eftersom —2.306 < 0.726 < 2.306 kan vi inte forkasta Hg. Vi ser alltsa
ingen signifikant skillnad mellan metoderna.



Del 1II: Flervariabelanalys

7 S (@) = Ao + )y =

= (e™ 4 zye™)-a'+ (22" +1)y =

1
= ¢l’Int ((1 + 1nt)¥ + (lnt)22t) +2t

8. /// 2?2 + y? + 22 dedydz =
I2(7r /2 2
:/ (/ (/ p~pQSin(/)dp>d(b>d9:
0 0 0

2
= 27 [~ cos ¢7/? [1p4} =8
4" 1o
9. Partikelbanan gar mot hoger langs kurvan y = y/z+1, med startpunkt i (0,1).
Hastigheten ir r/(t) = (2t,1) sa farten &r /(26)2 + 12 = V4¢2 + 1.
Vidare &r v4t24+1=5da t = v/6 och vid denna tidpunkt befinner
sig partikeln i punkten r(v/6) = ((v/6)2,1 4 v/6) = (6,1 + V/6).




