Tentamenskrivning for TMS063, Matematisk Statistik.

Onsdag fm den 3 juni, 2015, V-huset.

Examinator: Marina Axelson-Fisk. Tel: 070-2288113

Tillatna hjilpmedel: typgodkind minirdknare, tabell- och formelhifte (utdelas).
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Tentan ar pa totalt 50 poéng: 40 podng pa matstat-delen, 10 poéng pa flervariabel-
delen. For att bli godkénd kravs godkint pa bada delarna. Betygsgranser for betyg
3, 4 och 5 &r 40%, 60% och 80%, respektive. Betygen pa de bada delarna vigs sam-
man. Fullstindiga och vdlmotiverad l6sningar skall ges till varje uppgift.

Del I: Matematisk Statistik

1.

I en kortlek finns 52 kort, med 13 kort i varje farg. Blanda kortleken och dra
tva kort. Vad &r sannolikheten for

(a) att bada korten &r klover? (2p)
(b) korten utgor ett par, givet att det forsta ar ett ess? (2p)

Jane ska gifta sig imorgon mitt ute i Mojave-6knen. De senaste aren har det
bara regnat 5 dagar per ar dar, men tyvarr siger viderprognosen att det blir
regn imorgon. Viderprognosen ar korrekt vid 90% av fallen, oavsett om man
forutspar uppehall eller regn. Vad ar sannolikheten att det regnar pa Janes
brollop? (5p)

I en fabrik tillverkas detaljer som sétts samman tva och tva till forsdljningsen-
heter. Varje tillverkad detalj &r felaktig med sannolikheten 0.1 oberoende av
de andra. En forséljningsenhet ger fabrikanten vinsten 1 kr om bada detaljerna
ar korrekta, vinsten 0 kr om precis en av de bada detaljerna &r felaktig och
forlusten 10 kr (dvs vinsten -10 kr) om béda detaljerna ér felaktiga. Ber&kna
den férvantade vinsten for en forsiljningsenhet. (4p)

En liten bat som transporterar passagerare tvars over ett smalt sund avgar
fran férjeldgret en gang i timmen. Férjan dr endast dimensionerad for 5
passagerare at gangen. Under rusningstid kommer passagerare till farjeldgret
oberoende av varandra enligt en Poissonprocess med i genomsnitt 4 personer
i timmen.

(a) Berédkna sannolikheten att det vintar fler &n det tillatna 5 vid firjeldgret
nér farjan ska ga? Antag att passagerarna taligt vintar kvar dven om
vintetiden dr lang. (5p)

(b) Antag nu att man later farjan avga sa fort den har blivit full. Du kommer
till farjelagret nar det redan &r tre passagerare dar och vantar. Vad &r
sannolikheten att du far vinta mer &n 10 min innan farjan avgar? (5p)

Ett konfidensintervall for den férviantade verkningsgraden hos en kamin anges
till 87.25+2.05 procent. Intervallet ar baserat pa ett stickprov om 10 kaminer
dér stickprovsvariansen berdknades till 22 procent. Vad &r intervallets konfi-
dentsgrad? (4p)

VDn for ett stort foretag pastar att minst 80% av hans kunder ar véldigt
nojda med foretagets service. Vi tror honom inte men for att testa detta
har vi tillfragat 100 slumpmaéssigt valda kunder, varav 73% séger sig vara
ndjda. Testa med lampligt hypotestest pa signifikansniva o = 0.05 om VD:ns
pastaende verkar stimma. (6p)

Var god viand!



7. Kalcium (Ca) forekommer normalt i blodet hos alla diggdjur. Koncentra-
tionen anses normalférdelad med genomsnitt g = 6 mg. For stor avvikelse
fran snittet kan leda till allvarliga storningar av t.ex. blodets koaguliser-
ingsférmaga och musklernas funktion. P& en grupp patienter med samma
sjukdomskomplex uppméttes féljande virden av kalciumkoncentration:

Patient ‘ 1 2 3 4 ) 6 7 8 9
Ca—konc‘3.57 233 413 429 285 519 518 396 4.33

dar stickprovsmedelvirde och varians berdknats till X = 3.98 och s? = 0.914.

(a) Bilda ett 95% konfidensintervall for kalciumkoncentrationen baserat pa
stickprovet. (5p)

(b) Baserat pa intervallet i (a) och det givna véntevirdet, vad skulle ett
hypotestest siga om kalciumkoncentrationen? (2p)

Del II: Flervariabelanalys

8. Uttryck 32 (f(xQ, xy, y2)) i de partiella derivatorna av f. (3p)
Y

9. Berdkna volymen av det omrade som begriansas av planet z =1
och paraboloiden z = 5 — 22 — 3. (4p)

10. Antag att en partikels position i rummet vid varje tidpunkt ¢ ges
av r(t) = 2(t3 — t)i — t3j + 2tk. Bestéim partikelns acceleration i
det 6gonblick partikeln passerar planet z +y + 2 =1 (3p)

Lycka till!



Losningar

Del I: Matematisk Statistik
1. Vi drar tva kort ur en kortlek:

(a) Det finns 13 klover och vi ska vélja tva, (dvs utan aterliggning, ordningen

kvittar)
(13) 3L 93,19 78
P(bada kléver) — 12/ _ 2011 _ = = 0.059
(bada kléver) (522) 2?5?(1)! 52.51 1326

(b) En direkt 16sning: vi har ett ess och ska dra ett till:

3
P(par|forsta ess) = B 0.059.

En mer formell men ekvivalent 16sning:

) P(par i ess)
P(par|forsta ess) = m

2. Den héar uppgiften ar tyvarr daligt formulerad och kan missforstas. Bada av
foljande tva losningar ger darfor ratt:

(i): man kan antingen tolka den som att sannolikheten som efterfragas &r
redan given i uppgiften

P(det regnar pa brollopet|prognosen séger regn) = 0.90.

(#i): man kan ocksa tolka uppgiften som det var téinkt, att om det regnar har
prognosen haft ratt i 90% av fallen, och ar det uppehall har prognosen haft
ratt 1 90% av fallen. D& blir 16sningen som foljer:

Lat
A = regn imorgon
B = prognosen siger regn
Bayes formel ger
P(B|A)P(A)
P(A|B) =
(41B) P(B|A)P(A) + P(B|Ac)P(A°)
dar
PA) = —— —0014
o365
P(A°) = 1—P(A)=0.984
P(BJA) = 09
P(B|A%) = 0.1
sa vi far 0.9 - 0.014
P(A|B) = e =0.11.

©0.9-0.014 4+ 0.1 -0.986



. Lat X = antal korrekta enheter i ett par. D& blir X ~ Bin(2,0.9), dvs

P(X=0) = 0.1?2=0.01
P(X=1) = 2-09-0.1=0.18
P(X=2) = 09%=0381

och vi far

Forviantad vinst = —10-0.01+0-0.184+0.81-1=10.71

. Lat N(t) = antal passagerare i [0,¢], ddr N(t) &4r en Poissonprocess Poi(At)
med intensitet A = 4.

(a) Sannolikheten att det véntar fler &n 5 vid férjeldgret:

5

eMNT
P(N(1)>5) = 1-P(N(1)<=5)=1- ; -
4243 4t 45
_ _ o4 i T
= 1-e (1+4+2!+3!+4l+5!>
= 0.215
(b) Lat X = tiden mellan tvi passagerare. D& dr X ~ Exzp(A) ddr A = 4
som forut.
P(X>1/6) = 1—-P(X <1/6)
1/6
= 17/ 4e™ 1% dy
0
— 1— [_6—49:] (1)/6
= 1—(—e 23 41)=e23
= 0.513

. Vi har alltsa ett konfidensintervall dar

- s
=X*+t, 14/20—=2-87.25+2.05
H 1, /2\/ﬁ
dar n = 10 och s = /22 = 4.69, sa
2.06 =t @ﬁt =1382< a/2=0.10 a=0.20
* 9,0&/2\/m 9,&/2 * * *

Dvs, konfidensintervallets konfidensgrad ar 1 — a = 0.8.

. Lat X = antal néjda av 100. D& dr X Bin(100,p). Vi har observerat 73%
nojda och uppskattar parametern p med

o X 0.73
=900 =
Vi sétter upp hypotestestestet
Ho:p=po
Hy:p<po

dér pg = 0.8 och anvénder test-statistikan
~ X-mpp  73-100-0.8
Vnpo(L—po) /100 0.8(1 — 0.8)

Vi jamfor med N (0, 1)-tabellen och far zg o5 = —1.64. Eftersom Zy < —1.64
forkastar vi Hy. VD:ns pastaende verkar inte stdmma.

Z =—1.75




7. Kalciumkoncentrationen

(a) Ett 95% konfidensintervall for n = 9 niir o2 okind:

tnfl,a/Z - t8,0,025 = 2.306

_ V0.914
po= Xty g ap—— =3.98+2306 " = 3.98 +0.735.

vn V9

(b) Vi forvintar oss en koncentration pa 6 mg, men detta virde téicks inte
av intervallet i (a), s ett hypotestest

H02M:6
Hli,ul#G

skulle forkasta Hy pa signifikansniva o = 0.05.

Del II: Flervariabelanalys

8. a% (f(@® 2y,9%) = fo(2®, 2y, %) - 2 + f3(2®, 2y, 9%) - 29

9. Paraboloiden skir planet diar 5 — 22 — y2 = 1 dvs. z? + y? = 4, si omradet
bestar av de punkter i rummet dér x2 + y? < 4 och som begréinsas uppat av
paraboloiden z = 5 — 2% — y? och nerat av planet z = 1. Volymen kan saledes
berdknas med foljande integral;

2

2 2 1
// ((5 — 2% - y2) — 1) dxdy = / / (4 — r2) rdrdf =27 [27“2 — r‘*} = 87
z2+4+y2<4 0 0 4 0

10. Partikeln passerar planet vid den tidpunkt ¢ da 2(t> —t) — 3 +2t =1 &
=1 t=1
Partikelns acceleration vid en viss tidpunkt ¢ ges av r”/(¢) = 12¢i — 6tj och
speciellt vid tiden ¢t = 1 &r accelerationen r”(1) = 12i — 6j



