Tentamenskrivning fér TMS063, Matematisk Statistik.

Onsdag fm den 1 juni, 2016, Eklandagatan 86.

Examinator: Marina Axelson-Fisk. Tel: 070-2288113.

Tillatna hjidlpmedel: typgodkind minirdknare, tabell- och formelhifte (utdelas).
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Tentan dr pa totalt 50 podng: 40 poang pa matstat-delen, 10 podng pa flervariabel-
delen. For att bli godkédnd kravs godkint pa bada delarna. Betygsgranser for betyg
3, 4 och 5 ar 40%, 60% och 80%, respektive. Betygen pé de béda delarna vigs sam-
man. Fullstindiga och vilmotiverad l6sningar skall ges till varje uppgift.

Del I: Matematisk Statistik

1. En kortlek bestar av 52 kort, med fyra firger och 13 valorer i varje farg.

(a) En kak i poker dr ndr 3 kort har en gemensam valor, och tva kort har
en annan gemensam valor (tex 3 kungar och tvé ess). Om man far fem
kort, vad &r sannolikheten att f& kak? (4p)

(b) Vad ar sannolikheten att kiken bestar av 3 ess och tva kungar?  (2p)

2. En urna innehaller 3 réda och 2 blaa bollar. En boll dras. Om bollen &r réd

behalls den och en ny boll dras. Om bollen dr bla ldggs den tillbaka och
ytterligare en rod boll laggs i urnan, och ytterligare en boll dras.

(a) Vad &r sannolikheten att bada bollarna &r réda? (2p)

(b) Om den andra bollen &r rod, vad ar sannolikheten att den forsta bollen

var bla? (5p)

3. Lat X och Y vara tva oberoende stokastiska variabler med X ~ N(3,4) och
Y ~ Bin(5,0.5). Berdkna vintevirde och varians f6r den stokastiska variabeln
Z=3X-2Y. (5p)

4. Antag att X och Y &r kontinuerliga stokastiska variabler med gemensam tét-
hetsfunktion fxy (z,y). For vilken/vilka av foljande tétheter &r X och Y
oberoende. Motivering kravs.

(a) fxy(z,y) = 4a?y>
(b) fxy(z,y) = 5(ay + a1®).
(¢) fxv(w,y)=6e 372y,

5. Antag att bakgrundsstralningen i Géteborg foljer en kontinuerlig fordelning
med téathetsfunktion

—~ o~
NN N
T v T
= 22

f(z) = m@e_%ng,m > 0.

For ett stickprov fran férdelningen,
1.2 41 25 32 09 13 22 1.3

ange en Maximum Likelihood-skattning av 6. (6p)

6. En statistiker drar 27 datum slumpmaéssigt och kontrollerar beldggningen pa
ett givet hotell under dessa datum. Det visar sig att stickprovsvariansen &r
5?2 = 5.86. Antag att antal uthyrda rum &r normalférdelad och ange ett 95%-
konfidensintervall for den teoretiska variansen o2. (4p)

Var god viand!



7.

Vi later X och Y vara stokastiska variabler for tjiran (i mg) i roken fran
cigaretter, med respektive utan filter. Antag att X ~ N(ux,0%) och Y ~
N(py,0%). Antag att vi fick féljande stickprov

Med filter z; | 0.9 1.1 01 0.7 03 09 08 1.0 04
Utan filtery; | 1.5 09 16 05 14 19 1.0 12 13 16 2.1

Testa pa signifikansniva o = 0.05 om det dr nagon skillnad mellan cigarett-
typerna. (6p)

Del II: Flervariabelanalys

8.

10.

Ange definitionsomradet Dy for funktionen f(z,y) =1In (2 + zy).
Skissa dven omradet D och de tre nivakurvor till f(z,y) som
gar genom (—1,1), (=1, —2) respektive (1, 0). (3p)

Massan av en kropp K med densiteten d(x,y, z) kan beriiknas genom

en trippelintegral;
/// 0(z,y,2z)dV
K

Bestdm massan av den kropp K som begrénsas nedat av konen
2z = /2 + 32 och uppat av sfiren 22 + y? + 22 = 4 da kroppens
densitet ges av §(z,y,2) = z (4p)

Berdkna kurvintegralen / \Vyds da C &r den kurva i rummet som
c
beskrivs av parametriseringen r(t) =i+ t%j+2tk, 0 <t < 2. (3p)

Lycka till!



Losningar

Del I: Matematisk Statistik
13
1

pa (3) = 4 olika siitt. Den andra valsren kan sedan viljas pa (') = 12

sitt, och tva kort i valéren véljs pa (3) = 6 olika sétt. Med andra ord
kan en kak véljas pa

1. (a) Forsta valoren kan véljas pa ( ) = 13 olika sétt. I valoren valjer vi 3 kort

13-4-12-6=3744

sitt. For sannolikheten for kak behover vi dividera antalet med totala
antalet sitt att vilja 5 kort, dvs () = 2598960 sitt. Vi far

3744
P(kdk) = ————— = 0.00144
(k) = S 5os 060 — O
(b) Formuleringen i den hér uppgiften var otydligt och darfor ger jag rétt

for tva olika tolkningar. Man kan antingen tolka det som

Fall I: Vad &r sannolikheten att fa en kak med tre ess och tva kungar?
Fall II: Givet att vi har fatt en kak, vad ar sannolikheten att den bestar
av tre ess och tva kungar?

Bada utrakningar ger ratt och skiljer sig bara i vad vi skriver i ndmnaren.
I téljaren har vi antal sétt att fa kak pa med tre ess och tva kungar. Det
finns 1 sétt att vélja valoren ’ess’, men de tre essen kan viljas pa (3) =4.
Pa samma sitt kan valoren ’kung’ véljas pa endast 1 sitt, men de tva
kungarna pa (3) = 6 satt.

Fall I. Sannolikheten blir
4-6

P(3 kungar och 2 ess) = 2598960 — 0.00000923

Fall II: Nu ar det givet att vi redan har en kak, sa betingning ger oss
P(3 ess o 2 kungar|kik) =

_ P(kak med 3 ess och tva kungar) 4-6/2598960 — 0.0064
- P(kak) T 13-4-12-6/2598960

2. Lat Ry = “forsta r6d”, Ry = “andra rod”, By = “forsta bla” och By = “andra
bla”. Vi far

(a)

3 2 6
P =P P = —. - = — = 0.o.
(R1 N Ry) (R1)P(R2|R1) 5717 20 0.3
(b) Bayes formel ger
P(Bi|Ry) = P(Ro|B1)P(By) _ P(R2|B1)P(B1)
P(Ry) P(Ro|R1)P(R1) + P(R2|B1)P(Bh)
och
4 2 2 3
P(Ro|B1) = -, P(B1) = ¢, P(Ra|R1) = -, P(R1) = ¢
6 5 4 5
sé vi far
Li s
P(Bi|Rs) = = — =047
<1| 2) %%+%% 17



3. Véntevirde och varians av Z = 3X —2Y dir X ~ N(3,4) och Y ~ Bin(5,0.5).
Forst har vi att

E[X]=3, V(X)=4, E[Y]=5-05=25, V(X)=5-0.5(1—0.5)=1.25

E[Z] = E[BX-2Y]|=3E[X]-2E[Y]=3-3-2.25=4
V(Z) = VBX—-2Y)=9V(X)+4V(Y)=9-4+4-1.25 =41

4. X och Y éar oberoende om fxy(x,y) = fx(z)fy(y).
(a) Oberoende: fxy(x,y) kan separeras till en produkt fx(z) = az?® och
fy(y) = by® déir ab = 4.
(b) Inte oberoende: fxy (z,y) kan inte separeras till en produkti  och y.
(c) Oberoende: fxy(r,y) kan separeras i en produkt fx(z) = ae 3% och
fy(y) = be=2¥ dér ab = 6.

5. Likelihoodfunktionen ar

L) = ﬁ Fla) = ﬁxiee—%gm?
=1

=1
Log-likelihoodfunktionen blir

n

1 = 1 <
1(0) =InL(9) = Z <lnxi +1Ind — 2995?) = Zlnxi +nlnd — 592:312
i=1 =

i=1

och vi far

de) . di®) n
o " 'C @ "9

- 2

Zw?zO@é: nn

i=1 21,22
i=1

Fran stickprovet har vi att n =8 och Y .-, #? = 43.77 s& 0 = 0.366.

N =

6. Vi har att n = 27 och s? = 5.86, och vet att ett konfidensintervall av o2 ges

av ) )
(n—1)s <2< (n—1)s

Xiq,a/z - Xifl,lfa/Q'

Fran y3¢-tabell far vi

X§6,0.025 = 41.92

X§6,0.975 = 13.84
Vi far

26 - 5.86

41.92 303

26 - 5.

26-586 4

13.84

s& ett 95%-konfidensintervall blir

3.63 < g2 <11.01



7. Vi vill alltsa testa

Ho:px —py =0 mot Hy:px —py #0

och eftersom varianserna ar okanda anviander vi teststatistikan

X-Y
TO - 82 82
4
Vi har att
nx = 9 ny = 11
X=069 Y=136
9 11
S af=522 ) y; =2254
i=1 1=1
sk ] (5.22-9-0.69%) = 0.1186
1
sy = 01 (22.54 — 11 - 1.36%) = 0.2085

sa vi far att

0.69 — 1.36
To= ————=-374
0.1186 , 0.2085
9 T
och Ty ~ t., dér ~y skattas med
2 2\ 2
(Z—’;{ %) (0.1186 + 0.2085)2
P _ 9 11 _ N
7= (%{ )2 (i)Q - (0.19186)2 (o.;;(iss)Z = 1791 ~ 17
X7 o4 A < -1 T T 1i-1 )
’I’fol nyfl

Med o = 0.05 far vi t17,0.975 = 2.11 och eftersom |Tp| > 2.11 forkastar vi Hy.
Det verkar vara skillnad mellan cigarett-sorterna.



Del II: Flervariabelanalys

8. f(z,y) =In(2+ xy) ér definierad da 2 + zy > 0 s&4 Dy = {(z,y) € R? : 2y >
—2}. Definitionsomradet och de tre nivikurvorna dr markerade i foljande figur
(Dy &r hela planet utom det som &r fargat med ljusblatt):

9. Overgang till sfiriska koordinater ger;

JJ[ st av = [[[ arapa:=
/02 </Oﬂ/4 (/Ozﬂpcopr Sin¢d9> dqb) dp = 2 E sin? ¢] ;“/4 Bp‘*]o .

2 2
/\/gjds:/ V2 02+(2t)2+22dt:/ 2\ 12 4+ 1dt =
C 0 0

10.

2

_ E (t2+1)3/2h: ; (5\/5—1)



