Forord

Detta kompendium behandlar grunderna for diskreta Markovprocesser i dis-
kret och kontinuerlig tid. Ambitionen har varit att, atminstone da tillstands-
rummet dr dndligt, ge en sa matematisk fullstindig beskrivning som majligt,
och ge bevis for de satser och pastaenden som gors. Bevisen bygger oftast pa
enkla sannolikhetsteoretiska resonemang som gor att man skall kunna forsta
och inse vad som hénder i en Markovprocess. Ingen avancerad matematik
behovs for att forsta bevisen, &ven om nagra av dem kan synas langa och
litet komplicerade. Manga av de satser och resultat som visas kan man forsta
intuitivt, och det ar vardefullt att fa en sadan forstaelse.

De grafteoretiska egenskaperna hos Markovprocesser, som har sa stor be-
tydelse i konvergensteorin, har fatt ett eget kapitel.

Markovprocesser tilldmpas i ett otal sammanhang. En viktig tillampning ar
koteorin, &ven om koteori ocksa omfattar modeller som inte kan behandlas med
Markovteknik. Kompendiets koteorikapitel omfattar sadana icke-markovska

modeller &ven om tyngdpunkten ligger pa modeller, som kan studeras med
Markovteknik.

Finstilt skrivna stycken behandlar ”speciella” fragor, ofta av mera matematisk natur.
Dessa stycken ar framst skrivna med tanke pa de sérskilt matematiskt intresserade och pa
de som i ”framtiden” kommer att tillimpa Markovteori och kéteori i situationer som gar
utanfor vad vi kan behandla inom ramen for kursen. Den som sa dnskar kan 6gna igenom
dessa kursivt utan att ddrmed forlora sammanhanget.

Problemsamlingen ér till viss del baserad pa en problemsamling samman-
stéalld av Mikael Moller och Gunnar Englund.

Forfattarna vill tacka Torgny Lindvall, Chalmers tekniska hogskola, for
manga virdefulla kommentarer som bakats in i kompendiet.

F.o.m. utgavan Hostterminen 2006 anvénder vi beteckningen Exp(A) for
en exponentialférdelning med intensitet \. I tidigare utgavor var parametern
véantevardet.

Jan Enger Jan Grandell
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Kapitel 1

Inledning

I manga sammanhang vill man beskriva ett slumpmaéssigt skeende i tid eller
rum, t.ex. vinstutveckling vid successiva spelomgangar eller antalet inkomman-
de samtal till en véxel fran tiden 0 till tiden t. Vid varje tidpunkt ¢ beskriver
en stokastisk variabel X () det fenomen man intresserar sig for. Oftast &r man
da inte bara intresserad av X (¢) vid en fix tidpunkt utan framforallt av upp-
triadandet under en hel tidsperiod. Detta upptridande beskrivs da av familjen
av stokastiska variabler, {X(t);¢ € T}, dar T &r ett dndligt eller odndligt
tidsintervall. Man séger att {X(t);t € T'} ar en stokastisk process.

Definition 1.1 En familj av stokastiska variabler {X(t); t € T} kallas en
stokastisk process.

For det mesta svarar parametern ¢ mot ”tid”. Méangden T kallas parame-
terrummet. Typiska exempel &r:

T ={0,1,...},dvs. T =N, da vi talar om diskret tid;
T =10,00), d.v.s. T'= R, da vi talar om kontinuerlig tid.

Teorin for stokastiska processer ar en betydelsefull del av den matema-
tiska statistiken och har manga praktiska tillimpningar inom bl.a. naturve-
tenskap och teknik. Den anvénds for att t.ex. studera populationers tillvéaxt,
hur radioaktivt sonderfall sker, hur trafik- och kommunikationssystem uppfor
sig, eller for att studera olika slag av ekonomiska tidsserier. Andra viktiga
tillampningsomraden ar tillforlitlighetsteknik, signalbehandling, statistisk me-
kanik och kéteori.

En stokastisk process i diskret tid kallas ibland en stokastisk foljd, kedja
eller tidsserie.

Miéngden av viarden, E, som X (t) kan anta kallas tillstandsrummet. Liksom
for "tiden” skiljer vi ofta pa diskret (&ndligt eller upprikneligt) och kontinu-
erligt tillstandsrum.

Exempel 1.1 Tjockleken hos papper i en pappersmaskin, som studeras un-
der ett tidsintervall [0,24). Lat X (¢) vara tjockleken vid tiden ¢. Exemplet
illustreras i figur 1.1. a
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X(t)

Figur 1.1: Tjockleken hos papper i en pappersmaskin.

X(t)

Figur 1.2: Antal kunder som besoker en affér.

Exempel 1.2 Antal kunder som besoker en affdr. Lat X (¢) vara antalet kun-
der som besoker en affar under tidsintervallet [0, t). Exemplet illustreras i figur
1.2. O

Exempel 1.3 (Brownsk rorelse) En liten partikels rorelse i ett prov stu-
deras. Partikeln tycks utfora slumpméssiga och oregelbundna rorelser. Den
engelske botanisten Brown studerade (1827) pollenkorn som rérde sig pa detta
slumpméssiga sétt. Rorelsen fick senare sin forklaring av Einstein. Rorelsen
beskrivs av en s.k. Wienerprocess. I tva dimensioner beskrivs laget vid tiden ¢
av {(X(t),Y(¢));t > 0} dér {X (¢);t > 0} och {Y(t);¢ > 0} &r oberoende sto-
kastiska processer for vilka géller att 6kningarna i de disjunkta tidsintervallen
[t1,te] och [t3,t4], X (t2) — X (t1) respektive X (t4) — X (t3) dr normalférdelade
och oberoende och motsvarande for Y-processen. O

Det som gor studiet av processer intressant, dr beroendet mellan X (¢) och
X(s) for t, s € T. Typiska sadana ”"beroendetyper” ar stationéra processer och
Markovprocesser.
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Figur 1.3: Brownsk rorelse

Markovberoendet innebér, populért uttryckt, att processens framtida utse-
ende, beror av nuet men ej av den tidigare historien; Markovprocessen saknar
minne. ”Givet nuet ar det forgangna och det framtida oberoende” ér ett annat
sitt att uttrycka Markovegenskapen.

Exempel 1.4 (Slumpvandring) Antag att en tarning kastas upprepade gan-
ger och att kastens utfall &r oberoende av varandra. Lat S, vara 6gonsumman
efter n kast. Fordelningen for 6gonsumman efter n + 1 kast, S, 1 kan latt
berdknas om vi vet vad S,, &r, och virdena av Sy for kastomgangar k, ”ti-
der”, k < n &r irrelevanta i sammanhanget; {S,;n € N} ar en Markovkedja.
Givet nuet S, dr de framtida viardena pa Sy helt oberoende av de tidigare
6gonsummorna upp till omgang n. Om vi centrerar S,, och bildar Y,, = S,,—3.5n
sa har Y, vintevérde 0 for alla n. Figur 1.4 &r en simulering av processen {Y},}
forn=1,2,...,100. a

Exempel 1.5 (Populationstillviixt) I en population féder varje individ,
oberoende av varandra, efter en stokastisk tid nya individer. Individernas
livslangder ar slumpmaéssiga, dvs en individ dor efter en stokastisk tid. Lat
X (t) vara antalet invider i populationen vid tid ¢. {X(¢);t > 0} &r da en sto-
kastisk process i kontinuerlig tid. En realisering av processen kan se ut som i
figur 1.5. a

Vi kommer att studera sadana fédelse-dddsprocesser senare i kompendiet.

Exempel 1.6 (Kortblandning) En kortlek med 52 kort kan ordnas pa 52!
olika sdtt. En kortblandning avser att géra ordningen mer slumpmaéssig. Bland-
ningsforfarandena kan utforas pa manga olika sétt, t.ex. medelst féljande enkla
och primitiva metod. Det 6versta kortet tas och sétts in slumpmaéssgt i leken.
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Centrerad summa
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Figur 1.4: Centrerad 6ljd av tdrningskast
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&

Figur 1.5: Populationstillvaxt

En ny ordning, permutation, av korten har da astadkommits. Lat X, vara
ordningen av korten efter n sadana blandningar. Man inser att ordningen ef-
ter n blandningar beror pa ordningen efter n — 1 blandningar, men att de
tidigare ordningarna da inte spelar nagon roll; {X,,;n > 1} &r en Markovked-
ja. Tillstanden &ar inte tal utan permutationer. Antalet tillstand &r visserligen
andligt, men astronomiskt stort, 52! ~ 8 - 10%7. Vi skall studera Markovkedjor
med dndligt antal tillstand i detta kompendium, men for sa stora tillstandsrum
som i detta exempel, blir de metoder som beskrivs oftast omgjliga att anvénda.

Den formella definitionen av Markovkedja ger vi i kapitel 3.



Kapitel 2
Betingning

Markovprocesser definieras i termer av betingade sannolikheter, pa ett sétt
som leder till att processerna ”saknar minne”. Betingade sannolikheter spelar
darfor en viktig roll i Markovteorin. Vi paminner om definitionen.

Definition 2.1 Lat A och B vara tva hindelser och antag P(B) > 0. Da dr
den betingade sannolikheten for A givet B

P(AN B)

P(A| B) = ~5

Betingade sannolikheter kan anvéndas for att berdkna sannolikheten for
snittet av ett antal héndelser.

Sats 2.1 Lat Ay, As,..., A, vara n hindelser. Da gdller
P(m?:]_Ai) = P(Al)P<A2 ’ Al)P(Ag ’ AlﬂAg) cee P(An ’ AiNAsN-- -mAn_1>. (21)

Bevis. Lamnas till 1dsaren. O

En férdelning med ”glomskeegenskap” &r exponentialférdelningen, vilken
ar fundamental vid behandling av Markovprocesser i kontinuerlig tid.
Den stokastiska variabeln X &r exponentialfordelad, Exp(\), om dess téthets-
funktion &r
flz) =X, 2>0.

Fordelningsfunktionen #r F(x) = 1 — e **. Vi séiger ocksa att X #r expo-
nentialfordelad med intensitet A. Vintevirdet for X ar 1/\ och variansen ar
1/A%
Med en terminologi hdmtad fran tillforlitlighetsteorin kallas funktionen
R(x) definierad
R(xz) = P(X > x)

overlevnadsfunktionen till X. Overlevnadsfunktionen #r helt enkelt ”komple-
mentet” till férdelningsfunktionen, R(z) = 1 — F(z). Om X &r exponenti-
alfordelad med intensitet A &r overlevnadsfunktionen R(z) = P(X > z) =
1 — F(x) =ee.

Vi har foljande karaktériseringssats for exponentialfordelningen.

5
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Sats 2.2 Lat X wara en icke-negativ stokastisk wvariabel X sadan att
P(X > x) > 0 for alla x.Da dr X exponentialfordelad om och endast om
det for alla © > 0 och y > 0 gdller att

PX>z+y| X >y =PX >x) (2.2)

eller ekvivalent
R(z +y) = R(z)R(y) (2.3)

ddr R dr dverlevnadsfunktionen till X.

Glomskeegenskapen ges av det forsta villkoret (2.2) i satsen. Tolka X som
en livslingd av en komponent. Likheten (2.2) utsdger da att en komponent
som fungerar vid tidpunkt y har samma sannolikhet att fungera ytterligare x
tidsenheter som en ny komponent. I tillforlitlighetstermer uttrycks detta som
att en gammal komponent dr lika bra som en ny, de har samma sannolikheter
att leva ytterligare ett givet antal tidsenheter.

Bevis. Ekvivalensen av villkoren foljer fran definitionen av betingad sannolik-
het.

Antag forst att X #r exponentialfordelad. Da giller R(x +y) = e 2@ =
e e M = R(x)R(y).

For att bevisa omvéndningen antar vi att R(x + y) = R(x)R(y) for alla z
och y > 0. Antag n &r ett godtyckligt heltal. Vi far da, for varje reellt tal a,
R(na) = R((n —1)a +a) = R((n — 1)a)R(a) = R((n — 2)a)R(a)R(a)
= (upprepad anvindning) = R(a)"

For a = 1/n erhalls R(1) = R(1/n)" eller R(1/n) = R(1)Y/". Hirav inses
att om m och n r heltal, &r R(m/n) = R(1/n)™ = R(1)™/™. Eftersom R(1) <
1 &r R(1) = e~ for nagot A > 0, och R(m/n) = e™*™/" dvs R(z) = ¢~ om
x ar rationellt.

Om z ar godtycklig utnyttjar vi att fordelningsfunktionen, och saledes éven
overlevnadsfunktionen, dr hogerkontinuerlig. Lat {x,} vara en f6ljd rationel-
la tal sadana att x, — =z fran hoger da n — oo. Vi erhaller da R(z) =
lim, o R(z,) = lim, e = e dvs X #r exponentialfésrdelad med
intensitet A.

Fallet A = 0 kan uteslutas, ty i sa fall skulle vi ha R(z) = 1 alla x, vilket
ar orimligt. O

En annan viktig egenskap hos exponentialfordelningen ges i foljande sats.

Sats 2.3 Lat Xi, X, ..., X, vara oberoende stokastiska variabler ddar X; dr
exponentialfordelad med intensitet \; och sdtt Y = min{Xy, Xo,... X,,}. Da
ar'Y exponentialfordelad med intensitet A =, \;.

Bevis. Vi har
Ry (z) = P(Y > z) = P(min{ Xy, X, ..., X,,} > 2)

=P(X;>2,Xy >, X, >2)=[[P(X;>a)=[[e ™" ==,
=1

i=1
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d.v.s. Y ér exponentialfordelad med intensitet > . | ;. O

For forsta gangen (ffg) fordelningen och den geometriska (Ge) fordelningen
ar diskreta motsvarigheter till exponentialférdelningen. Om ar X € ffg(p) sa
ar X — 1 € Ge(p), sa dessa fordelningar &r i princip ekvivalenta. Om X &r
antalet ganger ett visst forsok upprepas tills en héndelse A intréiffar (oberoende
forsok) ar X ffg(p), dér p &r sannolikheten att A intriffar i ett enskilt forsok.
Sannolikhetsfunktionen for X € ffg(p) ges av

px(k)=(1—p)'p, k=12

Vantevardet och variansen ar

B(X) =~ V(X) = . (2.4)

Vi paminner ocksa om satsen om total sannolikhet.

Sats 2.4 Lat Hy, Ho,... vara en foljd av dndligt manga eller upprikneligt
manga parvis disjunkta hdindelser vars union dr hela utfallsrummet, d.v.s. vid
ett forsok intrdffar alltid en och endast en av hdndelserna H;. Lat A vara en
godtycklig handelse. Da gdller

P(A4) = Y P(A| H)P(H). (2.5)

Om H; dr hindelsen {Y =i}, dar Y dr en diskret stokastisk variabel och
A hédndelsen {X = k} kan likheten ovan skrivas

P(X=k)=> P(X=k|Y=0PY =i), (2.6)

dédr summationen sker over alla ¢ som Y kan anta.
En viktig generalisering av denna sats &r satsen om total forvantan. Vi
definierar forst begreppet betingat vantevérde.

Definition 2.2 Lat X wvara en diskret stokastisk variabel och B en hdandelse.
Med det betingade vantevardet for X givet B menas

E(X|B)=) kP(X =k|B) (2.7)

ddr summationen sker over alla virden k som X kan anta.

Om X skulle vara oberoende av B, d.v.s. om héndelserna {X = k} &r
oberoende av B for alla k, ser man latt att E(X | B) = E(X).

Man kan definiera betingat véantevirde for en kontinuerlig stokastisk vari-
abel pa liknande satt.

Vi kan nu formulera satsen om total forvintan.
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Sats 2.5 Lat Hy, Hs, ... vara en filjd av dndligt eller upprikneligt manga par-
vis disjunkta hdndelser vars union dr hela utfallsrummet, d.v.s. vid ett forsok
intraffar alltid en och endast en av hindelserna H;. Lat X wvara en stokastisk
variabel med dndligt vintevirde. Da gdaller

B(X) = Y E(X | H)P(H). (2.8)

Bevis. Vi har

E(X) = Z kP(X = k) = (satsen om total sannolikhet)
k
= Z k Z P(X =k | H;)P(H;) = (omkastning av summationsordning)
k i

=2 PUH) D RP(X =k | H) = E(X | H)P(H) (29)

k

vilket skulle visas. O

Sats 2.6 Lat Xy, Xs,... vara en foljd av stokastiska variabler alla med vinte-
varde m. Lat N wvara stokastisk variabel som endast antar icke-negativa hel-
talsvirden och antag att for alla heltaln, de stokastiska variablerna X1, Xs, ..., X,
dar oberoende av hindelsen {N = n} och att E(N) < oco. Sitt Sy = X; + Xo+
-+ Xn, (So =0 definitionsmdssigt). Da gdller att

E(Sy) = E(N)m.
Bevis. Satsen om total forvintan ger att

E(Sy) =Y E(Sy | N =n)P(N =n).

Men

ES,|N=n)=EX;+Xo+ -+ X, | N=n)
= (oberoendet!) = E(X; + Xo + -+ X)) = nm. (2.10)

Alltsa fas E(Sy) =Y., mnP(N =n) =m)_ nP(N =n) =mE(N). O

Ofta ar N oberoende av de stokastiska variablerna X, X5, ..., men notera
att detta inte ar ett nodvéndigt villkor i satsen.

Exempel 2.1 1 en population &r antalet avkommor till en individ Ge(0.2).
Antalet avkommor fran de olika inviderna ar oberoende. Om vi later Sy vara
antalet barnbarn till en individ kan Sy skrivas Sy = X; +Xo+- -+ Xy dar N
ar antalet barn till individen, och X, X5, --- Xy dessa barns antal avkommor.
I detta fall & N och X;-variablerna oberoende, alla Ge(0.2), och vi har att
E(Sy)=FE(N)E(X;)=4-4=16. O



Kapitel 3

Diskreta Markovkedjor,
grundliggande egenskaper

3.1 Grundliaggande begrepp

Vi skall betrakta processer {X,;n = 0,1,...} i diskret tid, d.v.s. som i tid-
punkterna 0, 1,2, ... forflyttar sig inom ett dndligt tillstandsrum E = {i, k =
1,2,...,N} eller upprikneligt tillstandsrum E = {ix, k = 1,2,...}. Till-
standen 7, behover inte vara tal, men for enkelhetens skull kommer vi ofta att
anta (och detta ar egentligen ingen inskrinkning) att E &r en heltalsméngd,
tex. E={1,2,...,N}eller E={1,2,...}.

Definition 3.1 {X,;n > 0} dr en Markovkedja om
P(Xn+1 — Z'n-i-l | X() — /l.O,Xl — /l.l, 7XTL — Zn) — P(Xn+1 — in+1 | Xn — Zn)
for alla n och tillstand ig, i1, ..., ine1-

Definitionen innebér att en Markovkedja saknar minne i den meningen att
fordelningen for ett tidssteg framat beror av kedjans ldge "nu”, men inte av
dess tidigare historia.

Anm: I definitionen ovan kan vénsterledet vara odefinierat pa grund av att
den givna héndelsen har sannolikhet 0, medan hogerledet kan vara valdefinierat.
I sadana fall definierar vi vinsterledet att vara lika med hogerledet.

Genom att anvianda sats 2.1 pa sidan 5 och Markovegenskapen erhaller vi

P(Xo =g, X1 = i1,..., Xp = in)
= P(Xo=io)P(X) =iy | Xo = i0)P(Xy =iy | Xo = ig, X1 = iy)
- P(X, =in | Xo =10, X1 =1, .., Xp_1 = in_1)
= P(Xo=io)P(X) =iy | Xo = i0)P(Xy =i | X1 = iy) - -
< P(Xp = in, | X1 =in_1). (3.1)

I definitionen forutsédtter vi att X &r givet for alla tidpunkter upp till
n — 1, och ger den betingade sannolikheten ett steg framat. Man kan kanske

9



10 3 Diskreta Markovkedjor, grundliggande egenskaper

intuitivt inse att detta medfor att sannolikhetsfordelningen for kedjan under
ett godtyckligt antal steg framat, bestdams av vardet pa X, for den sist kidnda
tidpunkten.

Formellt kan man visa detta pastaende pa foljande sétt. For alla iy, 79, . . . i
i E, och ny <ng <--- < ny giller att

P(X”k == Zk | an = i17Xn2 - ’ig, ce. 7Xnk,1 = Z.kfl)
=P(X,, =i | Xn,_, =1—1) (3.2)

och for alla méangder A, As,... A, 1 E,ochny <ng < -+ <mp_1 < ng <
<o <y, géller

P(X,, €An,....Xn, €A | Xy, €A1, X, € Ao, Xy, €EAp_2, Xy, =1k-1)
= P(Xnm S Am, . 7X7lk S Ak ‘ Xnk71 = ik—l)- (33)

Héndelsen X, € A,, kan till exempel vara héndelsen X, # i, A, =
E\ {iy}, d.v.s. méngden E utom elementet {i,,}. Notera att man inte kan

ersitta den sist givna héndelsen X,, |, = ix_; med X, , € Aj_;.

Vi infér nu 6vergangssannolikheterna p;; och kommer dirvid endast att
betrakta sa kallade tidshomogena Markovkedjor.

Definition 3.2 Overgangssannolikheterna pi; t en tidshomogen Markovkedja
definieras av

pZJ:P(Xn:j|Xn_1:Z) i,jEE

d.v.s. p;j dr sannolikheten att ga fran i till j 1 ett tidssteg.

I det allménna fallet tillater man dessa Gvergangssannolikheter att bero
pa tidpunkten n. Vi kommer kommer dock endast att studera tidshomogena
Markovkedjor.

En tidshomogen Markovkedja kan illustreras av en overgangsgraf. Det &r
en riktad graf dar tillstanden finns representerade som noder och dér riktade
pilar anger om det dr mojligt att ga fran ett tillstand direkt till ett annat. Vid
pilarna &r det vanligt att ange 6vergangssannolikheterna.

Figuren 3.1 illustrerar att det dr mojligt att ga direkt fran 1 till 2 eller 3,
fran 2 till 1 eller 5, fran 3 till 4, fran 4 till 2 eller 5 samt fran 5 till 4 eller 5.

Exempel 3.1 (Slumpvandring pa de naturliga talen) Betrakta en par-
tikel som vandrar mellan heltalspunkterna 0,1,2.... Partikeln gar antingen
till hoger eller till vanster, utom om den befinner sig i punkten 0, da den i
nésta tidpunkt antingen &r kvar i 0 eller gar till hoger. Denna slumpvandring
kan illustreras av figuren 3.2

O
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Figur 3.1: Overgangsgraf

Ok = ——
0 1 2 3 4 e

Figur 3.2: Slumpvandring pa positiva heltalen

Definition 3.3 Med overgangsmatrisen P menas matrisen (p;;); jeg av over-
gangssannolikheter
P11 P12 P13
P21 P22 P23 ...
L P31 P32 P33z ... ’ (34)

Elementet i i:te raden, j:te kolumnen i en Overgangsmatris ar alltsa san-
nolikheten att ga fran tillstand ¢ till tillstand j. Ar tillstandsrummet odndligt,
blir matrisen oéndlig.

Notera ocksa att summan av alla elementen i en rad ar 1, eftersom man
med sannolikhet 1 gar fran ett tillstand till nagot annat, >, p;; = 1.

™) och Gvergangs-

Sannolikheten att ga fran ¢ till j i n steg betecknar vi p;;

matrisen av ordning n definierar vi naturligtvis som

piY Pyl

(n) (n)  (n)

n Pyi Dy Pa -
P =1 T I E (3-5)

P31 p3T2L P3

Pa grund av tidshomogeniteten dr P(X,,in = j | Xon = 1) = pz(;l) for alla
m.
0

For n = 0 definierar vi p;;” = 1 om ¢ = j och pg;)) =0 om ¢ # j. Vi erhaller

da P = I, enhetsmatrisen.
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Definition 3.4 Startfordelningen dr fordelningen for Xo och den anges av
vektorn

p® = (" p pP )

ddr p,(co) = P(Xo = k). Fordelningen for X,, anges av vektorn

p™ = ", p{™ p{ )

dir p” = P(X,, = k).

Exempel 3.2 Andrei Andreevich Markov var en rysk matematiker som levde
1857-1918. Han anvénde Pusjkins versroman Eugene Onegin till att uppfinna
Markovkedjan. I denna versroman f6ljs pa ryska en vokal av en konsonant i 87
% av alla fall och en konsonant f6ljs av en konsonant i 34 % av alla fall. Betrak-
tar man ”vokal” och ”konsonant” som tva olika tillstand i en Markovkedja kan
man stélla upp féljande 6vergangsmatris for foljd av vokaler och konsonanter

i ryskan.
0.13 0.87
P= <0.66 0.34)

Eftersom sannolikheten &r 0.87 att en vokal foljs av en konsonant &r sannolik-
heten 0.13 att en vokal foljs av en vokal. Det ger oss 6vergangssannolikheten for
overgang vokal till vokal som &r det forsta elementet i matrisen. Pa samma sétt
erhaller vi de 6vriga elementen. Konsonanter och vokaler blandas alltsa inte
slumpmissigt. A andra sidan utgors inte heller en skriven text av en Markov-
kedja, nésta tecken beror ocksa i hog grad av bokstéver fore den som ligger till

vanster. Vissa aspekter i spraket kan dock studeras, bl.a. kan sprakigenkénning
goras med hjilp av sadana 6vergangsmatriser.

Exempel 3.3 (Ehrenfests urnmodell) Antag att det finns sammanlagt N
molekyler i tva kommunicerande kirl A och B. Vid varje tidpunkt tas en
molekyl pa mafa och flyttas till andra kérlet. Lat X,, vara antalet partiklar
i kirl A efter n dragningar. Om nu ¢ partiklar befinner sig i A kommer med
sannolikhet /N nagon av dessa att viljas och flyttas o6ver till B, dvs med
sannolikhet i /N ar X, .1 =i — 1. Med sannolikhet 1 —i/N kommer en partikel
ur B att viljas och vid nésta tidpunkt finns da 7+1 partiklari A. Om ¢ = 0 eller
1 = N befinner sig med sannolikhet 1 vid nésta tidpunkt 1 respektive N — 1
partiklar i A. Darfor dr det latt att inse att {X,,;n > 0} 4 en Markovkedja
med Overgangsmatris

0 1 2 3 ... N—1 N
0o/ 0 1 0 0 .0 0
1|1/N 0 1-1/N 0 .0 0

p— 2| 0 2/N 0 1—2/N 0 0
N\ 0 0 0 0 .10

Vi har markerat tillstanden vid 6vergangsmatrisen. O
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Exempel 3.4 (Slumpvandring med absorberande barridrer) En parti-
kel vandrar mellan heltalspunkterna 0,1,2..., N och hoppar till hoger med
sannolikhet p och till vanster med sannolikhet ¢ = 1 — p, utom i &ndpunkterna
0 och N, dér den forblir med sannolikhet 1. Lat X,, vara partikelns ldge vid
tidpunkt n. Overgangsmatrisen &r

100 ... 000
qg 0 p . 000
0 g O .0 00
000 ... gq 0p
000 ... 001

dér forsta raden och kolonnen representerar punkten 0, den andra raden och
kolonnen punkten 1 o.s.v.

Slumpvandringen kan representera en spelares totalvinst vid upprepade
spel, vid vilket hon i en spelomgang vinner en krona med sannolikhet p och
forlorar en krona med sannolikhet g. Vi skall senare berékna sannolikheten
for ruin, d.v.s. att hamna i tillstand 0, givet att man startar i godtyckligt
tillstand. O

Vi skall dgna oss at och mer eller mindre fullstdndigt besvara foljande
problem:

1. Hur skall fordelningen for X,, berdknas?

2. Ange villkor for att fordelningen for X, skall konvergera da tiden n gar
mot odndligheten, och berékna i sa fall gransférdelningen.

3. Om kedjan har absorberande tillstand, vad &ar sannolikheten att hamna
i ett sadant, och hur lang tid tar det?

3.2 Fordelningen for X,

Vi visar forst

Sats 3.1 (Chapman-Kolmogorov)

m-+n m n
a) pz(j )= ZkEEpz('k )pl(cj)
b) pimtn) — p(m) p(n)
¢) P = pn

Bevis. a) Vi gor ett typiskt Markovresonemang. Vi skall berdkna sannolikhe-
ten att kedjan gar fran i till j i m+n steg. Det kan ske genom att den gar fran
1 till tillstandet k& 1 m steg och sedan dérifran till j i n steg. Om vi summe-
rar sannolikheterna for alla dessa mojligheter, far vi den totala sannolikheten
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pgnJrn). Vi erhaller

pﬁ?*”) = P(Xpan =7 | Xo=1) :ZP(Xm:kaXm-‘rn:j | Xo =)
keE
=Y P(Xp =k | Xo=0)P(Xpsn=j| Xo=1,X, =k
keE

= (Markovegenskapen) = Z P(X,=k| Xo=0)P(Xpsn=7| Xm =k)

keE
=Y . (3.6)
ke E

b) Hogerledet i a) &r ingenting annat &n resultatet vid en matrismultipli-
kation! Det #r i:te raden i P™ multiplicerat med j:te kolumnen i P™, varav
fas likheten i b).

c¢) Vi har

pn — pr-1+) _ p(r-1) p(l) _ p-1)p _ ph-2) pp

d) Vi har

pg-n) = P(X,, = j) = (satsen om total sannolikhet)
=Y P(Xo=i)P(X,=j| Xo=i)=_p"p. (38)
icE i€cE

Detta sista uttryck ar multiplikation av vektorn p(® med j:te kolumnen i
P™ . Det ger den forsta likheten i d). Den andra féljer av c). O

Exempel 3.5 En Markovkedja har foljande 6vergangsmatris

0.8 0.1 0.1
P=1(03 03 04
0.3 0.1 0.6

Vi far

0.70 0.12 0.18
P?>=1045 0.16 0.39
0.45 0.12 0.43

Om kedjan startar i tillstand 2 &r alltsa sannolikheten att efter tva steg
befinna sig i tillstand 3 lika med 0.39. Om kedjan startar i de tre tillstanden
med samma sannolikhet, ges sannolikheterna att efter tva steg befinna sig i de
olika tillstanden av vektorn

(1/3,1/3,1/3)P? = (1.6,0.4,1.0)/3 = (0.533,0.133,0.333)
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Exempel 3.6 (Slumpmiissig beldggning) Vid tidpunktern = 1,2, ... kas-
tas bollar sa att en boll hamnar slumpmaéssigt och med lika sannolikhet i ett
av totalt N fack. Vid tidpunkt n = 0 ar alla facken tomma. Satt X,, = an-
tal icke-tomma (belagda) fack vid tidpunkt n. Man inser att {X,;n > 0} &r
en Markovkedja med Xy = 0 och P = (p;;)(n41)x(N+1) Overgangsmatris med
overgangssannolikheter

N—i .. . .
N forj=1+1,0=0,1,...,N -1
bij = % for j =1d,0=0,1,...,N

0 annars.

Startfordelning ar (1,0,0,...,0). Vektorn (1,0,...,0)P" ger da férdelning-
en for antalet icke-tomma fack efter n kast. For N=5 och n = 6 erhaller man
till exempel

1 0 0 0 0

0
1/5 4/5 0 0 0
0 2/53/5 0 0
0 0 3/52/5 0
0 0 0 4/5 1/5
0o 0 0 0 1

(1,0,0,0,0,0)

O O O O oo

Sannolikheten att inget fack ar tomt efter 6 kast ar saledes % =0.1152. O

Sannolikheten att en kedja hoppar ur ett tillstand 7 &r 1 — p; och anta-
let ganger, tiden, uthoppsforsok gors tills det lyckas &r da ffg(1 — p;;). Den
forvintade tiden i ett tillstand ¢ &r déarfor

1

1 —pii’

(3.9)

Lat p;; vara sannolikheten att uthopp gors till tillstand j fran tillstand
i,1 # j. Sannolikheten p,; kallas uthoppssannolikhet. Vi har

pi; = P( hopp fran i till j | hopp fran 4)
P( hopp fran i till j och hopp fran i)
P( hopp fran 1)
P( hopp fran i till j) Dij

= = . (3.10
P( hopp fran 1) 1 — py (3.10)

En Markovkedja upptriader alltsa pa foljande siatt. Om kedjan gar in i ett
tillstand ¢, befinner den sig dér en fig(1 — p;;)-fordelad tid. Efter denna tid
hoppar den med sannolikheten p,; till tillstand j, dér den sedan befinner sig
en ffg-fordelad tid, osv. Vi skall senare se att Markovkedjor i kontinuerlig tid
uppfor sig pa liknande sétt.

1124 216 312 72

( 31257 31257 6257 625 625

)
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3.3 Absorption

Vi séger att ett tillstand ¢ leder till tillstand j om det dr mojligt att i ett
andligt antal steg komma fran ¢ till j. Ett tillstand &r absorberande om kedjan
alltid forblir i tillstandet, givet att den kommit dit. Det betyder att i &r ett
absorberande tillstand om och endast om p; = 1.

Definition 3.5 En Markovkedja kallas A-kedja om varje tillstand i antingen
ar absorberande eller leder till ett absorberande tillstand.

Definition 3.6 Ett tillstand © som leder till ett tillstand fran vilket kedjan ej
kan atervanda till © kallas ett genomgangstillstand.

I en A-kedja ér saledes ett tillstand antingen ett absorberande tillstand
eller ett genomgangstillstand.

Tillstandsrummet E i en A-kedja kan alltsa delas upp i en méangd av ab-
sorberande tillstand A och en mingd genomgangstillstand G, E = AU G.

Vi sidtter a;;= sannolikheten att absorberas i j givet start i tillstand 1,
i € G,j € A. Man inser att a;; = lim,,_. P(X,, = j | Xo =1).

Vi later T; vara tiden tills kedjan absorberas, givet att den startar i tillstand
7. Om i € A &r givetvis T; = 0 och det intressanta fallet 4r da ¢« € G. Det
dr a priori inte sikert att 7; dr dndlig med sannolikhet 1. Véntevirdet E(T;)
betecknar vi ;.

Sats 3.2 Lat {X,;n > 0} vara en dndlig Markovsk A-kedja. Da gdller att
a) t; ar dandlig for alla i
b) P(T; < 00) =1, d.v.s. T; dr dandlig med sannolikhet 1.

Bevis. Om ¢ ar antalet genomgangstillstand kan vi utan inskrénkning anta
att genomgangstillstanden &r 1,2, ..., ¢g. Vi betraktar i = 1. Ovriga tillstand
behandlas pa samma sitt. Vi kan skriva 171 = Uy + Uy + - - - 4+ U,, dér Uy, dr
tiden som tillbringas i tillstand k, innan kedjan absorberas.

Betrakta forst U;. Vid varje bestk i 1 finns en mdojlighet att kedjan inte
atervander till 1, eftersom 1 leder till ett absorberande tillstand. Vid varje
besok i tillstand 1 intréaffar hidndelsen ”inget nytt besok” med sannolikhet
7 > 0, oberoende av tidigare besok (Markovegenskapen!). Antalet besok i
tillstand 1 kommer dérfor att vara ffg(y;). Harav fas att E(U;) = 1/y < oo,
se (2.4) pa sidan 7.

Pa samma sétt inses att om tillstand 2 6verhuvudtaget besoks, kommer
vantevardet for U, att vara andligt. Lat H; vara héndelsen att tillstand 2
besoks givet start i 1 och Hy hdndelsen att sa ej sker. Satsen om total foérvantan
2.5 pa sidan 8 ger da

E(Uy) = E(Uy | H)P(Hy) + E(Uy | Hy)P(Hy) = E(Uy | H))P(Hy) +0 < 0.
Pa samma sétt for 6vriga genomgangstillstand. Vi erhaller

E(Ty) = E(U)) + E(Us) + -+ + E(U,) < 0.
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Eftersom vantevirdet &r adndligt ar 73 sjélvt dndlig med sannolikhet 1.
Dérmed &r satsen visad. O

Att P(T; < co) = 1 innebér att Markovkedjan forr eller senare kommer att
absorberas.

Vi skall nu visa hur man kan berdkna absorptionssannolikheterna och de
forvéintade tiderna tills absorption sker. Bevisen ar exempel pa Markovresone-
mang.

Sats 3.3 Absorptionssannolikheterna a;;, dér a;; dr sannolikheten att absor-
beras i tillstand j vid start i tillstand i i en dndlig Markovkedja, uppfyller for
alla 7 € A foljande ekvationssystem,

a; =piy+ Y piarj, i€G. (3.11)
keG

ZjeA a;; = 1, dvs sannolikheten dr 1 att kedjan absorberas, vilket tillstand
man dn startar vid.

Bevis. Vi betraktar kedjans tillstand ett tidssteg framat. Kedjan kan ga di-
rekt till det absorberande tillstandet j. Sannolikheten for detta ar p;;. I annat
fall gar kedjan till ett annat genomgangstillstand & for att senare hamna i j.
Sannolikheten att forst ga till £ och sedan dérifran absorberas i j ar p.g.a. Mar-
kovegenskapen p;rar;. Summerar vi 6ver alla dessa mojligheter far vi likheten
(3.11). Att summan av absorptionssannolikheterna &r 1 foljer av att tiden tills
absorption sker ar dndlig, P(T; < oco) = 1. O

Foljdsats 3.1 Lat Pac = (pij)ica jea vara den matris som fas ur P da rader
respektive kolonner som representerar absorptions- respektive genomgangstill-
stand stryks och Po = (pij)ijec den matris som fas da bade rader och kolonner
som representerar absorptionstillstand stryks. Lat vidare A = (aij)icc,jea vara
matrisen av absorptionssannolikheter. Da dr

A= (I — Pg)ilpAG

ddar I dr enhetsmatrisen.

Bevis. Fas genom att skriva om (3.11) pa matrisform och ldmnas som 6vning
till lasaren. a

Sats 3.4 Lat i en Markovkedja t; = E(T;) i € G, vara de forvantade tiderna
tills absorption vid start i tillstand i. Da uppfyller dessa féljande ekvationssy-
stem,

ti=1+Y putr i€G. (3.12)
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Bevis. Betrakta dn en gang vad som sker ett tidssteg framat. Satt 7, =tid efter
forsta hoppet tills absorption sker, givet hopp till k. Naturligtvis ar 7}, = 0 om
ke A

Man inser da liatt att

T, = 1+ T, om kedjan gar till tillstand k. (3.13)

Men pa grund av Markoviteten har 7}, och T, samma férdelning och samma
vantevirde. Satsen om total forvintan 2.5 pa sidan 8 ger

t;=E(T;) =Y _ puE(T; | hopp till k) = > puE(1 +T})

% %
= Zpik + ZpikE(Tk) + ZpikE(Tk) =1+0+ Zpiktk =1+ Zpiktk-
A

keA keG keG keG
(3.14)

O

Foljdsats 3.2 Lat Pe = (pij)ijec vara den matris som fas ur P da rader och
kolonner som representerar absorptionstillstand stryks och t kolumnvektorn av
forvintade tider. Da dr

1
!
t=(I-Pg) | .
1
dar I dar enhetsmatrisen.
Bevis. Liamnas som 6vning. a

Vi kan resonera oss fram till ekvationssystemen fér absorptionssannolikhe-
ter och forvantade absorptionstider pa ett annat sitt. Vi gor en liten omskriv-
ning av (3.11) och (3.12) och finner att (G \ {¢} d&r méngden G utom elementet

i)

aij(1 = pu) = pij + Z pixar;, 1€G,j€A (3.15)
keG\{i}
eller
Dij Pik ) .
g =2+ > —Eay i€GjcA (3.16)
(1 - pai) keaN(i) (1 —pi)

1 i .

Den sista av dessa ekvationer kan man fa fram med foljande resonemang.
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Givet start i tillstand ¢ &r forvantad tid till uthopp lika med —p och san-
nolikheten att hopp da sker till tillstand k &r p;, = -, se (3.9) pa sidan 15.
Forvantad tid tills absorption ar forvéntad tid till uthopp fran tillstand 7 plus
forvantad tid darefter tills absorption, vilket enligt satsen om total férvintan
dr summan i (3.17). Pa samma sétt kan man hérleda ekvationssystemet (3.16).

Dessa sista ekvationsystem pekar pa ett allménnare fall &n de vi nu mott.
Beviset av formlerna haller for en process i vilken uppehallstiderna i de olika
tillstanden &r oberoende av varandra och av det tillstand till vilket uthopp
sker. Om uthoppssannolikheterna &r p,;,7,j € E och den forvintade tiden i
tillstand 7 ar wu,; erhaller vi

ti=wi+ Y Pyt i€G (3.18)
keG\{i}
och
a; =P+ > P, 1€G,jEA (3.19)
keG\{i}

Uppehallstiderna behéver inte ens vara heltalsvariabler, utan kan vara kon-
tinuerliga. Vi aterkommer till detta i avsnitt 6.6. Kedjan behover inte vara
markovsk, men diremot dr den inbadddade hoppkedja man far om man endast
betraktar uthoppstiderna en Markovkedja. Den ursprungliga processen kallas
da en semi-Markovkedja.

Vi tillimpar dessa satser pa ett ruinproblem.

Exempel 3.7 (fortsittning exempel 3.4 pa sidan 13). En partikel vandrar
mellan heltalspunkterna 0,1,2..., N och hoppar till héger med sannolikhet p
och till vanster med sannolikhet ¢ = 1 — p, utom i &ndpunkterna 0 och N, dar
den forblir med sannolikhet 1. Vi sétter a; lika med sannolikheten att partikeln
absorberas i tillstand 0, givet start i tillstand i. Ekvationssystemet (3.11) ger
da

a; = qa;_1 +paj, 1=1,2,... N—1 (3.20)

med randvillkoren ay = 1 och ay = 0.

Med hjéalp av teorin for differensekvationer kan detta ekvationssystem losas
enkelt, men vi anvénder hér ett annat knep. Om vi sétter b; = a; —a;_1 erhaller
vi

(p + q)ai =qa;—1 + pa;+1 1= 1, 2, ceey N —1d.v.s.
q(a; —a;—1) =p(a;+1 — a;) d.v.s.
Qbi:pbi+1 221,2,,]\[—1

vilket ger b4y = 1b; =(upprepad anvéindning):(g)%i_l == (%)ibl.
Om vi summerar b; erhaller vi Zz‘]\fol biy1 = Zi]\:ol(aiﬂ —a;) =a; —apg+
as —ay+---+ay —ay_1 = —ag +ay = —1. Om p # ¢ kan denna summa
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ocksa berdknas som

N-1 N—
Z bir1 = Z Q = (geometrisk serie) = by M
i=0 i—o P 1 - Q/p
vilket ger by = —%. Omp=gq= % erhaller vi istéallet by = —1/N. Till

sist berdknar vi a;

—a0+za]+l —1—|—ij:

Yoy =1 — = (a/p)" _ (a/p)' = (a/p)"
1 1—(q/p)N 1—(q/p)N

om p # q. Omp:q:%éiraizl—i/N.
Lat oss nu se pa forvintad tid tills absorption. Ekvationssystemet (3.12)
overgar till
ti=1+ptipa+qtioy i=1,2,...,N—1. (3.21)

Randvillkor &r naturligtvis tg =ty = 0.
Pa liknande sitt som ovan kan man berdkna ¢; och erhaller

o _ N = (a/p)) —i(1 = (a/p)Y)
Z (»—a) (1 - (a/p)V)

om p # q. Omp:q:%fést,-:i(]\f—i).

Léasaren kan verifiera detta pastaende genom inséttning av formlerna for ¢;
i (3.21) pa denna sida.

Antag att tva spelare A och B har a resp b kronor och spelar ett spel dér
var och en har lika chans att vinna respektive forlora en krona. Spelet slutar
da en av dem ruinerats. Om X, ar A:s kassa efter n spel slutar spelet om X,
ar 0 eller N = a+b. Markovkedjan {X,,;n > 0} beskriver da en slumpvandring

a

(3.22)

med absorberande barridrer. Sannolikheten att A vinner &r enligt ovan A
a

Den forviantade tiden tills spelet slutar dr ab. Man ser att den som fran borjan
ar formognast har storst chans att ta hem spelet, sannolikheten att ruinera
motspelaren &r proportionell mot den egna insatsen. O

I ett senare kapitel skall vi studera konvergens av Markovkedjor. Vi kommer
da att stota pa problem som illustreras i féljande exempel.

Exempel 3.8 Lat {X,,;n > 0} vara en Markovkedja enligt figur 3.3. Vi tédnker
oss att n — oo. Vi ser av overgangsgrafen att om kedjan hamnat i tillstand 2,3
eller 4 kommer den alltid att leva kvar bland dessa tillstand. Likasa kommer
den alltid att vandra runt bland tillstanden 5 och 6 om den hamnat i nagot av
dessa tillstand. Det asymptotiska forloppet beror alltsa i hog grad i vilken av
dessa "delkedjor” Markovkedjan hamnat i. Vi ser dessutom att om den ham-
nat i ”delkedjan” {5,6} kommer den varannan gang att vara i tillstand 5 och
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Figur 3.3: Overgangsgraf till exempel 3.8

varannan gang i tillstand 6, dvs vad som asymptotiskt hinder beror pa om vi
betraktar jamna eller udda tidpunkter. Tillstand 1 &r ett genomgangstillstand,
eftersom kedjan kan ga till ett annat tillstand fran vilket ingen atervéndo till
tillstand 1 kan ske. O

I exemplet ar det de rena grafteoretiska egenskaperna som styr det asymp-
totiska forloppet och som komplicerar kedjans upptriadande. Det visar sig att
for Markovkedjor med andligt tillstandsrum, ar villkoren for existens av asymp-
totisk fordelning rent grafteoretiska och darfor skall vi harnést studera dessa.
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Kapitel 4

Markovkedjors grafteoretiska
egenskaper

Vi betraktar nu en "kedja” som vandrar i ett tillstandsrum E, men dér kedjan
inte har nagra speciella sannolikheter att ga mellan tillstanden. Som tidigare
kan vi illustrera en sadan kedja med en 6vergangsgraf, som anger om det ar
mojligt att i ett tidssteg ga fran ett tillstand till ett annat.

Ett annat satt att illustrera 6vergangsmojligheterna dr med hjalp av grann-
matrisen (”adjacency matrix”) G. Elementet i i:te raden, j:te kolumnen i G,
gi; ar 1 om det &r mojligt att ga fran ¢ direkt till 7, och 0 annars.

Grannmatrisen for kedjan i figur 3.1 pa sidan 11 &r saledes

1 2 38 4 5
140 1 1 0 O
211 0 0 0 1

G= 5310 0 0 1 O
410 1 0 0 1
5\0 0 0 1 1

och i slumpvandringsexemplet 3.1 pa sidan 10

Q

I
S O = =
S = O =
—_ O = O
o= O O

dér forsta raden och kolonnen motsvarar punkten 0, andra raden och kolonnen
punkten 1 o.s.v. Observera att en punkt kan vara granne med sig sjlv.

Grannmatrisen dr en motsvarighet till 6vergangsmatrisen och man kan visa
att elementet gg»l) i G" ar lika med antalet olika sétt att ga fran ¢ till j i n
tidssteg. Vi overlater at den intresserade ldsaren att visa detta. Vi kommer
inte att anvinda detta resultat som dock &r en motsvarighet till Chapman-
Kolmogorovs ekvationer, se sats 3.1 pa sidan 13.

Vi dr nu beredda att definiera den forsta grafegenskapen.

23
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Definition 4.1 Ftt tillstand i sdgs leda till tillstand 7 om det dr majligt att
ga fran i till j i noll, ett eller flera tidssteg, skrivs i — j.
Twva tillstand i och j sdgs kommunicera om i — j och j — 1, skrivs i < j.

Med E; kommer vi att mena méngden av alla tillstand j som kommunicerar
med tillstandet 4, d.v.s. E; dr en ekvivalensklass relativt <.

Med den formulering vi valt kommunicerar ¢ alltid med sig sjélvt eftersom
man definitionsenligt kan ga fran i till ¢ i noll tidssteg. Det innebér att ¢ tillhor
méngden E;.

Sats 4.1 Egenskapen < definierar en ekvivalensrelation, d.v.s.
a) symmetrisk, dvs om i < j sa gdller j < 1,
b) transitiv, dvs om i < j och j < k sa gdller i < k,

c) reflexiv, d.v.s i < 1.

Bevis. Lamnas till lasaren. O

Sats 4.2 Det gdller att
a) E; innehaller tillstand i.

b) E; och E; dr antingen disjunkta eller sammanfallande.

Bevis. a) Foljer av ¢) i sats 4.1

b) Antag att k tillhor savil E; som Ej, och lat [ vara ett tillstand som
tillhor E;. Vi har att | < k, k < j och saledes | < j. Darfor tillhor [ ocksa
E; och E;, C E;. Pa samma sétt géller E; C E; och méngderna &r identiska.
Satsen foljer for ovrigt direkt av att E; &dr en ekvivalensklass relativt ¢ «» 7.0

Definition 4.2 En delmdngd sigs vara sluten om inget tillstand i den leder
ut fran delmdngden.

Det innebér att en kedja som hamnat i en sluten delméngd, alltid kommer
att forbli dér.

Definition 4.3 En mdngd av tillstand vilka kommunicerar med varandra kal-
las en irreducibel tillstandsméangd. En kedja vars tillstandsrum dr irreducibelt
kallas en irreducibel kedja.

Tillstandsméngderna E; ar, som létt inses, irreducibla.

Enligt definition 3.6 &r ¢ ett genomgangstillstand om det leder till ett till-
stand fran vilket kedjan inte kan atervéanda till <. Man inser litt att detta ar
ekvivalent med att F; ar icke-sluten.

Fran ett genomgangstillstand finns det saledes nagon vég till ett annat
tillstand fran vilket man ej kan komma tillbaka.

Genom att betrakta tillstandsrummen FE; inser man att tillstandsméangden
FE entydigt kan delas upp i delméngder Fy, F'1, ... med foljande egenskaper.
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Sats 4.3 Lat Fo vara mdngden av alla genomgangstillstand, dvs foreningen
av alla icke-slutna E;. Vilj sedan successivt F;,i = 1,2,... sa att F; dr en
av de ej tidigare valda Ej-médngderna och disjunkt fran Fo, F,... , F;_y. Det
gdller da att

a) Fo,Fy,... dar parvis disjunkta,

b) F; dr irreducibla och slutna, i = 1,2, ...

c) E=UF;

Bevis. Limnas till lasaren. a

Konstruktionen i satsen innebér helt enkelt att F'y &r médngden av genom-
gangstillstand och de 6vriga F'j-méngderna ar de slutna E;-méngderna. Vitsen
med satsen ar att den visar att man kan dela upp hela tillstandsrummet F
i en genomgangstillstandméangd och ett antal disjunkta deltillstandsrum som
utgor irreducibla slutna delklasser.

Exempel 4.1 Betrakta kedjan i exempel 3.8 pa sidan 20. Viser att E; = {1},
E2 = E3 = E4 = {2,3,4}, E5 = E6 = {5,6} och E7 = Eg = {7, 8} 1,7 och 8
ar genomgangstillstand och vi far att Fo = E;UE; = {1,7,8}, F; = {2,3,4}
och Fy = {5,6}. O

Sats 4.4 En dndlig kedja har minst ett slutet irreducibelt deltillstandsrum.

Bevis. Antag motsatsen, d.v.s. att alla N tillstand dr genomgangstillstand.
Starta kedjan i tillstand ;. Det &r da mojligt att efter ett visst antal steg ga
till ett tillstand som inte leder tillbaka till ;. Kalla detta tillstand i,. Fran
19 ar det mojligt att i ett visst antal steg ga till ett tillstand som inte leder
tillbaka till 5, och inte heller till i;, efter vad som tidigare antagits (ty da kan
man ga fran iy till 41), o.s.v. Efter N+1 sadana operationer har N+1 olika
tillstand besokts, vilket naturligtvis ar omdjligt om antal mdojliga tillstand &r
N. Motségelsen bevisar satsen. O

Om kedjan har odndligt antal tillstand, géller inte satsen vilket foljande
triviala exempel visar: Lat kedjan vara en vandring pa de icke-negativa helta-
len och antag att man bara kan ga till hoger ett steg. Kedjan driver da mot
odndligheten da antal tidssteg véxer och alla tillstand &r genomgangstillstand.

Vi har ju tidigare studerat absorption. Att ett tillstand &ar absorberande ar
ju en rent grafteoretisk egenskap: Ett tillstand i ar absorberande om man inte
kan ga fran ¢ till nagot annat tillstand.

En kedja som hamnat i ett absorberande tillstand kommer darfor alltid att
forbli dér.

I grannmatrisen G ar saledes i absorberande om
~Jlomyj=1
i 0 om j # 1.

Den sista grafteoretiska egenskap vi skall dgna oss at ar periodicitet.
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Definition 4.4 Lat D; vara mdngden av heltal n sadan att det dar maojligt att
fran tillstandet i atervinda till detta tillstand i n tidssteg. Med perioden d; till
i menas den storsta gemensamma delaren till talen ¢ D;. Om d; = 1 kallas i
for aperiodiskt tillstand.

Exempel 4.2 Tillstandet 0 i slumpvandringen i exempel 3.1 pa sidan 10 ar
aperiodiskt, eftersom man kan ga fran 0 till 0 i ett steg. Tillstand 1 &r ocksa
aperiodiskt eftersom man kan gar fran 1 till 11 2 steg (t.e.x. 1 — 0 — 1) men
ocksa i 3 steg (t.ex. 1 — 0 — 0 — 1). Eftersom 2 och 3 &r relativt prima &r
perioden d;=1. O

Att 0 och 1 bada ar aperiodiska i exemplet ar ingen tillfdllighet, utan foljer
av

Sats 4.5 Antag atti < j. Da ar d; = d;, d.v.s. kommunicerande tillstand har
samma period.

Bevis. Fran i tillbaka till ¢ kan man ga via j, eftersom de tva tillstanden
kommunicerar.

Antag att man kan ga fran ¢ till 7 i ny steg. Lat ny vara ett godtyckligt tal
sadant att man kan ga fran j tillbaka till j i ny steg, och antag att man kan
ga fran j till 7 i ng steg. Fran ¢ tillbaka till ¢ kan man alltsa ga pa ny + ns + ng
steg.

Men kedjan kan naturligtvis naturligtvis ga fran ¢ till ¢ i ny + ng steg, d.v.s.
utan att gora mellanloopen fran j till j. Eftersom ¢ har period d; &r bade
ny + ns och ny + ny + ng multipler av d;, och harav foljer att ny &r multipel av
di.

Men av konstruktionen foljer att ny alltid &r multipel av d; eftersom till-
stand j har period d;. Dessutom &r d; det storsta talet som delar alla sadana
ng. Talet d; maste darfor vara minst lika stort som d;, d; < d;. Av symmetriskél
géller ocksa d; < d;, varfor perioderna &r lika. O

Eftersom alla tillstand i en irreducibel delklass saledes har samma period,
kan man tala om aperiodisk delklass eller delklass med period d.

Tillstandsrummet till en irreducibel kedja med period d kan delas upp i d
disjunkta delméngder pa foljande sitt.

Lat D, ={i; kedjan kan ga fran tillstand 1 till tillstand i i nd + r steg for
nagot n}, r = 0,1,...,d — 1. Det &r litt att se att 1 € Dy eftersom 1 har
period d. Vi kan nu visa

Sats 4.6
a) Do, Dy, ..., Dy 1 dr parvis disjunkta.
b) Ui,D; = E
c) Kedjan forflyttar sig cykliskt mellan tillstanden enligt foljande maonster
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Dy—D,—---—Dy,— Dg---

Bevis. a) Antag att h tillhor bade D; och D;,i # j. Da kan man ga fran 1
till A 1 nid+i steg for nagot ny och dven i nod + j steg for nagot ny. Antag att
man kan ga fran A till 11 & steg. Da inses ldtt att man kan ga fran 1 tillbaka
till 11 bade nid+1i+ k och nod + j + k steg. Eftersom tillstand 1 har period d
ar skillnaden (n; —ng)d+1i — j och ddrmed &ven i — j delbart med d. Eftersom
li — j| < d ar da i = j vilket &r en motségelse.

b) Lat ¢ vara godtyckligt tillstand. 1 leder till i i n; steg for nagot n; = nd +r
dér 0 < r < d och i tillhor saledes D,.. Av detta foljer b).

¢) Antag att h tillhér D;. Om kedjan befinner sig i h kommer den vid nésta
tidpunkt att befinna sig i D;. Da kan kedjan ga fran 1 till ett tillstand i D),
ind+ 1+ 1 steg. Men av detta foljer att tillstandet A tillhor D, ;. Eftersom
D-delméngderna enligt a) ér disjunkta dr D; = D, ;. O

Exempel 4.3 En kedja har féljande grannmatris.

12 3 4 &5 6 7 8

1/0 x x 0 x x 0 =x
210 = x *x 0 x 0 0
310 x x 0 x 0 %
G_4 00 0 %« % 0 0 0
510 0 0 = 0 O 0 O
60 0 0O O O 0 =« O
710 0 0 O O x 0 O
§\0O O O O O 0 0 =«

dér vi for askadlighetens skull bytt ettor mot stjarna *. Vi ser att 1, 2 och
3 ar genomgangstillstand. 1 kommunicerar inte med nagot annat tillstand,
medan 2 och 3 kommunicerar och utgor en irreducibel delméngd dock ej sluten.
Tillstanden 4 och 5 bildar en sluten irreducibel delklass som &r aperiodisk.
For att visa att delklassen ar aperiodisk récker det att observera att man
kan komma fran 4 till 4 i ett tidssteg. Tillstanden 6 och 7 bildar ocksa en
sluten irreducibel delklass, men denna har period 2. Slutligen ar tillstand 8
absorberande. O

Exempel 4.4 Tillstand 1 i kedjan som beskrivs av foljande 6vergangsgraf ar
aperiodiskt.

offolie
Man kan ga fran tillstand 1 tillbaka till 7 i t.ex. 3 och 5 steg. Det &r ocksa
létt att se att man inte kan atervinda i 1,2 eller 4 steg, men déremot i 6,7,8,

osv steg, dvs vi kan ga fran 1 tillbaka till 7 i n steg for alla n > 5. Alla
aperiodiska kedjor uppfor sig pa samma satt vilket féljande sats visar. O
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De aterstaende resultaten i detta kapitel ar hjédlpsatser, varav de tva forsta
egentligen talteoretiska.

Sats 4.7 Betrakta ett aperiodisk tillstand i. Det existerar ett ng sadant att for
varje n > ng kan kedjan fran tillstand i atervinda till detta tillstand i n steg.

Bevis. Vi noterar forst rent allmént, att en kedja som kan ga fran ¢ till j i
bade n och m steg, kan ocksa gora detta i an + bm steg om a och b &r heltal
> 0 (definitionsenligt gar man fran ¢ till 7 i 0 steg, ty da sker ingen &vergang
alls).

Satt nu

u = min{n; — ng;ne < ni, och kedjan kan atervinda till i i bade ng och n; steg}
(4.1)

Vi pastar att uw = 1, ty antag motsatsen, u > 1. Kedjan kan da ga fran ¢
till 4 i saval n; steg som ny = ny — u och ku + r steg for nagot ny; samt nagot
k>0o0ch0<r <wu-—1. Om det det inte fanns nagot sadant r > 0 skulle
antalet steg till aterkomst alltid vara ku for nagot k och perioden vara > w.

Kedjan kan da ga fran i till i i kng+ku+r = k(ny —u) + ku+r=kn; +r
steg men &dven i kny steg. Men skillnaden mellan dessa mojliga antal steg ar
0 <r <wu—1 vilket motséger definitionen av w.

Lat nu n > ng = n3. Lat r vara resten da n divideras med ny. Det innebér
att n = kng + r for nagot k£ > ny och 7,0 < r < no,

n=kng+r=_(tyn —nyg=1)=kna+r(n; —ng) = (k—r)ng +rny.

Eftersom k£ —r > 0 kan kedjan alltsa ga fran ¢ till ¢ i n steg. a

Foljdsats 4.1 Lat i och j vara tva tillstand i en irreducibel aperiodisk kedja.
Da existerar ett tal n;; sadant att kedjan kan ga fran i till j i n steg for alla
n Z Nij.

Bevis. Kedjan kan ga fran ¢ till j i n; steg, sidg. Lat ng vara som i satsen och
lat n > n;; = ng + n1. Genom att forst ga fran ¢ tillbaka till < i n —n; > ny
steg och sedan ga fran i till j i ny steg gar kedjan fran i till j i n steg. O

Som en tillimpning pa de grafteoretiska begreppen visar vi foljande sats
som vi kommer att anvinda senare.

Sats 4.8 Lat G wvara en dndlig, irreducibel, aperiodisk riktad graf med till-
standsrum E = {1,2,...  N}. Lat G X G vara produktgrafen med tillstandsrum
Ex E ={(i,7),i,j € E} och for vilken tillstandet (i, i2) leder till (j1, ja) om
och endast om i1 leder till j; och io leder till jo © G, d.v.s. grannmatrisen

(g(i17i2)7(j1»]'2))E><E ges av
(i1,2),(1,d2) = Yi1,j1 92,52+

Da ir G x G dndlig, irreducibel och aperiodisk.
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Bevis. Att G x G ar andlig &r trivialt.

Varje vandring fran tillstand 1 tillbaka till tillstand 1, ger en motsvarande
vag att ldngs ”diagonalen” ((1, 1),(2,2),..., (N, N)) i produktgrafen ga fran
(1,1) tillbaka till (1,1). Eftersom 1 &r ett aperiodiskt tillstand i G, ar (1,1)
ett aperiodiskt tillstand i produktgrafen. Visar vi sedan att produktgrafen
ar irreducibel, foljer att alla tillstand &r aperiodiska. Aterstar alltsa att visa
irreducibiliteten.

Enligt foljdsatsen ovan kan den ursprungliga kedjan ga fran ¢; till j; i n
steg om n > ny for nagot nq. Fran i, till j, kan kedjan pa liknande sitt ga i
n steg om n > ny. Lat nyy = max(ny, ng) och lat n > nqy. Den ursprungliga
kedjan kan da ga bade fran #; till j; och s till j5 i n steg, dvs i produktgrafen
leder (i1, j1) till (42, jo). Pa samma sétt leder (is, j2) till (i1, 1) och tillstanden
kommunicerar. O
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Kapitel 5

Konvergens av Markovkedjor

5.1 Stationaritet och ergodicitet

Vi skall nu studera upptradandet av en Markovkedja {X,;n > 0} da n gar
mot oo. Speciellt skall vi undersoka under vilka forutsédttningar férdelningen
for X,, konvergerar och grénsfordelningen &r oberoende av starttillstandet. De
sa kallade stationéra fordelningarna ar fundamentala i detta sammanhang.

Definition 5.1 En fordelning w = (w1, ma,...) ar en stationar fordelning till
en Markovkedja med évergangsmatris P om

TP =m. (5.1)

Om en Markovkedja har startfordelningen 7, sa erhalls fordelningen for X,

SO
p" =aP"=gPP" ' =gqP" '=...=qgP=n (5.2)

dvs X,, har fordelning 7v for alla n. Darav termen stationér.
Relationen (5.1) kan skrivas

(P — I) =0 dér I &ar enhetsmatrisen och 0 nollvektorn. (5.3)

Denna relation definierar ett linjart ekvationssystem i 7y, mo, . ... Koefficient-
matrisen P — I &r singulér, ty radsummorna &r ) jp—1=1-1=0 for alla
i. Alltsa finns en 16sning som ar skild fran 0-16sningen (dndligt tillstandsrum).
Man kan dock inte sdkert pasta om det finns en 16sning som &r en sannolik-
hetsfordelning, dvs en 16sning med ) . m; = 1 och m; > 0. Om tillstandsrummet
ar dndligt ar emellertid sa fallet.

Sats 5.1 Lat {X,;n > 0} vara en Markovkedja med ett dndligt tillstandsrum
och med évergangsmatris P. Da ezisterar en stationdr fordelning.

Bevis. Eftersom kedjan ér &ndlig finns ett slutet irreducibelt deltillstandsrum,
se sats 4.4. Vi kan anta att tillstand 1 tillhor detta. Antag att kedjan startar i
tillstand 1, d.v.s. Xq = 1. Lat T} vara antalet steg tills kedjan aterkommer till
tillstand 1. Att E(T}) ar dndlig foljer av att vi kan se 7} som en absorptionstid
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och att forvantade tider tills absorption &r éndliga; pa samma sétt som vid
hérledningen av (3.17) pa sidan 18 inser man att

RPN

keG\{l}

tl tk‘la
)

(1 —p11) —Pu
dér t; = E(T7) och ty; ar forvintad tid tills absorption i tillstand 1 givet start
i tillstand k. Lat U; vara antalet tidpunkter kedjan &r i tillstand j innan den
atervant till tillstand 1 och sétt u; lika med véntevérdet av U;, u; = E(U;).
Véntevirdena for Uj-variablerna ér ocksa éndligt eftersom U; < Tj. Vi skall
visa foljande likhet:
= wpy, j=12,... (5.4)
i€E
I ord innebér (5.4) att det ”forvintade antalet tidpunkter kedjan &r i till-
stand j ar lika med forviantat antal tidpunkter kedjan &r i tillstand ¢ och
déarefter gar till tillstand j, summerat 6ver alla 7, nagot som kanske verkar
intuitivt plausibelt.

Lat nu m; = =X

D keE Uk

. Da ér w = (my, 72, ... ) en sannolikhetsférdelning och
fran (5.4) fas

u
icE ZkGE k icE

eller i vektorform
w=mnP (5.6)

7 ar alltsa en stationér fordelning. Det kan vara nyttigt att dven tolka den
forsta likheten i (5.5) heuristiskt. Den séger i ord att den stationéra sanno-
likheten att vara i tillstand j &r forhallandet mellan den forvéntade tiden
som kedjan ligger i tillstand j mellan tva besok i tillstand 1 och den totala
forvantade tiden mellan tva sadana besok.

Vi skall alltsa visa (5.4) och infor ett antal indikatorvariabler. Séatt for n > 1

L) {1 om X; A1, Xo#A1,..., X0 1 #1,X, =i
n\l) =

0 om annars

d.v.s. I,,(7) & 1 om och endast om processen ar i tillstand i vid tidpunkt n
och inte har atervant till tillstand 1 fore denna tidpunkt. Man inser latt att
E(I,(i)) = 0 P(I,(i) = 0) + 1 - P(I,(i) = 1) = P(I,(i) = 1). Vi definierar
In(i) som 1 om i = 1 och 0 annars.

Om som ovan U;= tid i tillstand j innan tillstand 1 besoks igen, kan vi
skriva

Uj = Z]n<]) - ZZ]"_I(Z>I”(‘]> (57)

Den forsta likheten kan inses av att indikatorerna i hogerledet &r 1 precis nér
kedjan &r i tillstand j vid tidpunkt n och inte har aterkommit till tillstand 1 fore
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denna tidpunkt. Summan riaknar alltsa antalet ganger kedjan &r i tillstand j
fore aterkomst till tillstand 1. Den andra likheten inses av att ) . p In—1(7) =1
eftersom processen ér i ett och endast ett tillstand vid en given tidpunkt. Den
sista summan kan ocksa ses som en riiknare av antalet tidspar (n—1,n) sadana
att processen ér i tillstand j vid den vid tid n, innan den atervént till tillstand
1. Detta parantal maste vara detsamma som antalet ganger processen ar i
tillstand j fore aterkomst till 1. Notera att likheterna &ven géller for j=1 i
vilket fall alla leden blir lika med 1.

Vi har nu
= E(flfnm) = 5 i S bR G) = 3 3 Bl (0,0)
—ZZO P(L,_1(),(j) = 0) + 1 P(I,_1(i)I.(j) = 1)
Z Z W) =1)=> ZP(IH@ = )P(L,(j) = 1| Lia(i) = 1)

(5.8)

Den sista betingade sannolikheten kan skrivas

P(I,(j) = 1| L,-1(i) = 1)
=PX, =4, X141, Xo 1 A1 X1 #1,..., Xn2#1,Xn1=14) (5.9)

Om ¢ # 1 foljer av markoviteten, att ovanstaende sannolikhet &r
P(Xn:j | Xl 7é 17---7Xn—2 7£ 17Xn—1 :Z) :P(Xn:] | Xn—l :Z) :p”

(observera att hdndelsen {X; # 1,...,X,_1 # 1} i (5.9) foljer av den givna
héndelsen).

Om ¢ = 1 och n > 1 kan inte den givna och den betingade héndelsen i
(5.9) intréffa samtidigt; om I,,_1(1) = 1 har processen atervant till tillstand 1
och I,(j) = 0. Fér n = 1 &r sannolikheten i (5.9) P(I1(j) =1 | Ip(1) =1) =
P(Xi=j]Xo=1)=py.

Sétter vi in detta i (5.8) erhalls

Z >or = D)py + P(Xo = )py;

n=1icE\{1}
3 Y O
n=1 e E\{1}
i€B\{1} n=1 i€E\{1} icE
eftersom

ZEM ZE i) =D EB(ln(i) = E(3_ () = E(U:) =
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for ¢ # 1 och uy = 1.
Dérmed har vi visat (5.4). Vi har ocksa visat att
U1 1
7T1 = =

Yiervw  E(T)

dér Ty dr tid mellan tva besck i tillstand 1. Summan ), pu; dr ju den totala

forvantade tiden mellan tva besok i tillstand 1. For framtida bruk noterar vi

ocksa att m;/m = %:ZZ =u;j/u; = uj, d.v.s.

mj/m = E(U))
= forvintat antal besok i tillstand j mellan tva besok i tillstand 1. (5.11)

O

Beviset av satsen haller d&ven for oéndligt tillstandsrum om vi istéllet kraver
att den forviantade tiden mellan tva besok i tillstand 1 ar dndligt. Ett sadant
tillstand kallas positivt rekurrent. Vi aterkommer till detta i slutet av kapitlet.

I beviset kan vi naturligtvis lata vilket tillstand k& som helst i ett irreduci-
belt deltillstandsrum ersétta tillstand 1. Om k ar ett genomgangstillstand ar
sannolikheten positiv att man inte atervénder till tillstandet, d.v.s. T}, tiden
tills man atervént, ar odndlig med positiv sannolikhet. Darfor ar E(T) = oo
och 1/E(Ty) = 0. Av beviset ovan foljer att det finns en stationér fordelning
med 7, = 0 i detta fall. Darfor har vi féljande sats.

Foljdsats 5.1 Lat k vara ett godtyckligt fixt tillstand i en dndlig Markovkedja.
Da existerar en stationdr fordelning w sadan att m, = ﬁ dir E(Ty) ar
forvintad tid mellan tva besok i tillstand k.

Intresset for stationéra fordelningar kommer fran att det &r dessa som &r
de mojliga grinsfordelningarna.

Definition 5.2 En Markovkedja {X,;n > 0} sdgs vara ergodisk om en grins-
fordelning p existerar och om den dr oberoende av startfordelning, d.v.s. om
lim,, o PO P™ existerar och inte beror av p©.

Foljande sats dr en av huvudsatserna i teorin fér Markovkedjor.

Sats 5.2 En dndlig, irreducibel, aperiodisk Markovkedja dr ergodisk och dess
gransfordelning dr den entydiga, stationdra fordelningen.

Bevis. Vi anvénder oss av sa kallad kopplingsteknik. Lat {X,;n > 0} och
{Y;n > 0} vara tva oberoende Markovkedjor med évergangsmatrisen P.
Lat vidare {X,;n > 0} ha startfordelning p® och {Y;;n > 0} en stationir
startfordelning 7. Vi sétter Z,, = (X,,Y,). Da ér {Z,;n > 0} definerad pa
produkttillstandsrummet E x E och ar

(i) en Markovkedja (bevis 6verlamnas till 14saren)
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(ii) irreducibel och aperiodisk. Detta foljer av sats 4.8 pa sidan 28.

Lat T vara tiden tills Z,, for forsta gangen hamnar i (1, 1). Pa samma sétt
som 1 sats 3.2 pa sidan 16 fas att T ar #éndlig: P(T < oo) = 1. Man inser
att denna tid dr densamma som tiden tills absorption i den kedja man far om
man gor om (1, 1) till ett absorberande tillstand. Nar Z, nar (1,1) ar Y,, = X,
och dess framtida fordelningar blir lika. Eftersom fordelningen for Y, ar 7 for
alla n, kommer salunda gransfordelningen for X,, att vara densamma. Formellt
visar vi detta pa foljande sétt.

|P(X, =1)—m| =|P(X, =1)— P( (satsen om total sannolikhet)

Y, =1i)| =
ZP(Xn:i|T:k)P(T:k)—ZP(Yn:i|T:k)P(T:k)‘

> (P(X,=i|T=k)—P(Y,=ilT =k))P(T = /{;)‘ (5.12)

Den sista summan delar vi upp i tva delar och anvander triangelolikheten.

’Z(P(ani|T=k)—P(Yn:i|T:k))P(T:k)’

< Z((P(Xn:i|T:I<:)—P(Yn:z'|T:k;))P(T:k:)'
+ i (P(Xn:z'|T:k)—P(Yn:i]T:k))P(T:k)'. (5.13)

Betrakta forst den sista summan ovan.

i (P(Xn:i|T=k)—P(Yn:i|T:I<:))P(T:k;)‘ <
k=n+1

i (P(Xp=i|T=k) —P(Y,=i|T=k)|P(T=k)<

k=n+1

i P(T=k) =P(T>n+1).

k=n-+1

Betrakta sedan den forsta summan i hogerledet av (5.13). Denna summa &r 0
ty
PX,=i|T=k=PY,=i|T=k)

eftersom X och Y} bada ar 1 vid tid T' = k och X- och Y-processerna efter
denna tid ar processer med samma Overgangsmatris P och med samma start-
tillstand 1. Nar n — k tidsenheter efter tid T = k forflutit har X,, och Y,, da
samma fordelning, d.v.s. sannolikheten att bada antar vérdet ¢ ar lika.

Insatt i (5.12) erhaller vi |P(X,, = i) —m| <04+ P(T > n+1). Men da
n — oo gar P(T' > n+ 1) mot 0 och saledes &r lim,, o, P(X, = i) = ;.
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Av beviset framgar att den stationéra fordelningen dr entydig; lat ndmligen
startfordelningen for X,, vara en stationir fordelning 7', Da foljer av beviset
att 7’ och 7 sammanfaller. 0

Vi har alltsa visat att alla dndliga, irreducibla, aperiodiska kedjor har en
entydig stationér fordelning. Genom ett litet knep kan vi utvidga detta resultat
dven till periodiska kedjor.

Sats 5.3 En dndlig, irreducibel kedja har en entydig stationdr fordelning m

och det gdller att m; = dar T; dar tiden mellan tva besok i tillstand i.

- B(T)
Kvoten —L dr forvintat tid i tillstand j mellan tvd besék i tillstand i.

gy
Bevis. Antag P &r overgangsmatrisen och sitt Py = %(I + P). Man visar
latt att Py &r en overgangsmatris och eftersom diagonalelementen ar > % >0

ar den aperiodisk. Att den &r dndlig &r trivialt och eftersom P &r irreducibel
ar aven P, irreducibel.

Lat nu -« vara en fordelning. Vi har

1 1 1
P, =y <~ 7§(I+P):'y — §7P:§7 < P =~
d.v.s. v &r en stationér fordelning till P om och endast om - &r stationér till

P,. Men P; har en entydig stationér fordelning, saledes &ven P. Om 7 dr den

1
stationéra fordelningen foljer fran foljdsatsen 5.1 att m; = m, dér T; tiden
mellan tva besok i tillstand i. Det sista pastaendet i satsen ges for i = 1 av
ekvationen (5.11) pa sidan 34 och géller p.g.a. symmetrin for ett godtyckligt

tillstand 1. O

Lat {X,} vara en ergodisk Markovkedja med griansférdelning p och X
en stokastisk variabel med p som fordelning. For varje funktion g sadan att
E(g(X)) existerar géller da att

1 n
= " g(Xy) = E(g(X)) dan — 0. (5.14)
gy

Da tillstandsrummet bestar av reella tal ger speciellt valet g(z) = x att

_ 1<
X =-— X F(X
130X~ B(X),

k=1

vilket &r en generalisering av stora talens lag fran en f6ljd av oberoende sto-
kastiska variabler till Markovkedjor och innebér att véntevirdet i fordelningen
p kan skattas pa vanligt satt. Genom att vilja g som en indikatorfunktion kan
aven motsvarande komponent i p sjalv skattas.

Resultatet i (5.14) aterspeglar egentligen béttre det allmdnna begreppet
ergodicitet &n definition 5.2.
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Exempel 5.1 En Markovkedja med tillstand 1, 2 och 3 har féljande 6vergangs-
matris

0.2 0.3 0.5
P=106 0 04
0.1 0.3 0.6

Denna andliga Markovkedja ar irreducibel och aperiodisk, ldsaren far sjalv
visa detta. Den har alltsa en gransfordelning som &r oberoende av var kedjan
startar. Denna fordelning fas ur #P = 7 och m + m + w3 = 1, vilket ar
ekvivalent med ekvationssystemet

0.2m140.6m9 + 0.173 =my
0.3m+ 0.3m3 =my
0.577'1—}-0.471'2 + 0.671'3 =73

T+ o + Ty = 1

Ekvationssystemet har 16sningen m; = 0.239, w5, = 0.231, w3 = 0.530. O

Exempel 5.2 Betrakta en partikels slumpvandring pa talen {0,1,..., N}, och
antag att slumpvandringen sker ett steg till hoger med sannolikhet p eller ett
steg till vénster med sannolikhet ¢ = 1 — p. [ punkten 0 stannar partikeln kvar
med sannolikhet g och gar ett steg till hoger med sannolikhet p. I punkten N
gar den ej till hoger utan ligger kvar med sannolikhet p. Overgangsmatrisen &r

g p 0 ... 000
g 0p ... 000
0 g O 0 00
P=1. . .
000 ... g 0p
000 ... 0g¢qp

For att erhalla den stationéra fordelningen har vi att 16sa ekvationssystemet
m = wP, vilket ger

Ty = qmo + qm1 vilket ger m = WUZ—)
. 1 p, 1 2
T = pmo + qma vilket ger my = —(m — pmg) = mo—(— — 1) = mo(=)
q q q q
_ ~ 1 _ . (Py3
Ty = PT1 + T3 vilket ger 73—5(72—2971)—70(5)
Ny = prn_1 +pry  vilket ger my = BWN,I = (B)Nﬂ'o
q q
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Summan av sannolikheterna &r ett, 1 = Zf\io ™= Zfio(g)iﬂo. Denna summa
av en andlig geometrisk serie ar WO% varfor vi far
1—p/q . pvi_ l—pla
0 och saledes m; = (=) —————~—,t1=0,1,..., N
1—(p/g)N*! (q) 1—(p/g)N*!

Det forviantade antalet steg slumpvandringen varit i tillstand ¢ mellan tva
besck i tillstand 0 &r 7t = (’a’)i. O

5.2 Nagot om periodiska kedjor

Antag att P ar overgangsmatrisen till en irreducibel Markovkedja med peri-
od d. Det finns da d deltillstandsrum Dy, D+, ..., D, 1 mellan vilka kedjan
forflyttar sig, se sats 4.6 pa sidan 26. Vidare vet vi att det finns en entydig
stationar fordelning. Vi skall kort studera det asymptotiska upptriadandet och
lamnar at ldsaren att verifiera nedanstaende pastaenden.

a) P? har d irreducibla, aperiodiska, slutna delklasser, Dy, D1, ..., Dy_;. Var-
je delklass D, definierar en stationér fordelning med avseende pa P<,
) = (WET),WQT), . ,F](\?)) dér 7Ti(T) =0omi¢ D,.

b) 7@ P ir en stationir fordelning med avseende pa P? och har hela sin
sannolikhetsmassa pa D,. Alltsa &r ©(") = 7O P".

c) Sittw = "(1)+"(2;+"'+"(d) . Da dr 7 stationéir med avseende pa P, d.v.s. w =
7P och ar alltsa den entydiga stationdra fordelningen (my,ms,...,7N)
med avseende pa P.

d) Om ¢ € D, fas fran ovan att 7TZ(T) = dm;.

e) Om ¢,j € D,, ligger i samma delklass, giller saledes att

(n) } = dmj, om n — oo genom d, 2d, . ..
g =0omn#d,2d,...
Exempel 5.3 (forts Ehrenfest urnmodell) Modellen beskrivs i exempel

3.3 pa sidan 12. Kedjan &r periodisk med period 2, irreducibel och &ndlig.
En stationér fordelning existerar och den bestédms av ekvationssystemet

o :7T1/N

¢—1)+W i+ 1
N TN

T, = 7Ti—1(1 —

TN :7TN_1/N.
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Genom insdttning kan man verifiera att m; = (7;) o uppfyller ekvationssy-
stemet och summerar vi dessa varden erhalls

N N N
]_:ZWZ‘:Z(Z,>W0:7T02N
1=0 =0

Det betyder att m; = (7)(3)", d.v.s. att antalet partiklar i en urna r

Bin(N, %) vid stationéra forhallanden. Kedjan &r inte ergodisk men om man

startar med 0 partiklar i urnan kommer p\*" att gé mot 2("M)(3)N for jamna
viirden pa i. Sannolikheten p!°"™" kommer att gé mot 2("M)(3)N for udda

virden pa ¢ da n — oc. a

5.3 Det asymptotiska upptridandet hos dndliga
Markovkedjor

Vi har hittills studerat det asymptotiska upptrddandet hos irreducibla kedjor.
Vad kan man da séga i det allménna fallet?

Sats 5.4 En dndlig Markovkedja dr ergodisk om och endast om det existerar
en enda sluten irreducibel delklass och denna dr aperiodisk. Den asymptotiska
fordelningen dr lika med den stationdra.

Bevis Om det finns tva eller fler slutna irreducibla delklasser, kommer var
och en av dem att ge upphov till en stationér férdelning. Om det finns exakt
en irreducibel delklass kommer Markovkedjan forr eller senare att hamna i
denna. Detta foljer av de resultat som visats i avsnittet om absorption. Den
asymptotiska fordelningen ges sedan av den irreducibla delklassens stationéra
fordelning. O

Lat nu P vara en godtycklig évergangsmatris till en &dndlig Markovked-
ja och antag att F'i, Fy,..., F, &ar dess slutna delklasser och F klassen av
dess genomgangstillstand, se sats 4.3 pa sidan 25. Med sannolikhet 1 kom-
mer kedjan, var den &n borjar, att hamna i nagon av de slutna delklasserna
och sannolikheten att hamna i de olika delklasserna kan berdknas som absorp-
tionssannolikheter. Nar den val hamnat i en delklass, kan den asymptotiska
fordelningen beriknas enligt metoder ovan. Ar delklassen aperiodisk fas en
asymptotisk fordelning, dr kedjan periodisk fas det asymptotiska upptradandet
enligt avsnitt 5.2.

Sats 5.5 Lat {X,;n > 0} vara en dndlig Markovkedja. Da existerar

lim P(X, = j | Xo =)

n—oo

om och endast om j ej tillhor en periodisk delklass. Grinsvirdet dr da

n—oo
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dar a;, ar sannolikheten att hamna i delklassen F'y, vid start i tillstand i och
dir 7 fas fran den stationdra sannolikhetsfordelningen med avseende pa den
aperiodiska delklassen F'y. Speciellt dr grdinsvirdet lika med 0 om j dr elt
genomgangstillstand.

Bevis. Satsen foljer av att

P(X,=j|Xo=1)
= P(kedjan hamnar i F}, | Xg =) P(X,, = j | Xo = i, kedjan hamnar i Fy)
= P(kedjan hamnar i F'y | Xo =4)P(X,, = j | kedjan hamnar i F') — a;7;

da n — oo. O

Observera att vi i satsen inte forutsitter att grédnssannolikheten &r obe-
roende av startfordelning. Kedjan behover alltsa ej vara ergodisk, och ar det
endast om det finns en enda sluten delklass.

Exempel 5.4 En Markovkedja i diskret tid har tillstanden F = {1,2,3,4, 5,6}
och overgangsmatrisen

1 0 0 0 0 0
01 0 07 02 0 O
02 08 0 0 0 O

o 0 0 0 1 0

0 0 0 05 0 05

0O 0 0 1 0 0

Klassificera tillstanden och avgor om lim,, o P (X, =7 | Xo =1) fori,j =
1,2,3,4,5,6 existerar samt berdkna i sa fall dessa gréansvéarden.
Losning. Vi noterar att 1 dr ett absorberande tillstand. Vidare ér {4,5,6}
en sluten irreducibel delklass, medan 2 och 3 &r genomgangstillstand. Om vi
klumpar ihop 4, 5 och 6 i ett tillstand far vi en A-kedja med 6vergangsmatrisen

10 0 0
0.1 0 0.7 02

Pr=102 08 0 o0
0O 0 0 1
Om vi later a;; = P(absorption i tillstand j | start i tillstand i) sa erhaller

vi 91 = 0.1 + 0.7(131 och asy = 0.2 + 0.80,21 = 0.2 + 08(01 + 0.7&31) =
0.2+ 0.08 4+ 0.56a3; (se (3.11) pa sidan 17) som ger

Lo 02 28 T
TT(1-056) 44 11

och alltsa a3 (456 = 4/11. Vidare &r enligt ovan ag, = 0.1 + 0.7as; = 0.1 +
0.7-7/11 = 6/11 dvs as 456y = 5/11. Om vi betraktar delkedjan {4,5,6} sa
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har den Gvergangsmatrisen

0 1 0
0.5 0 0.5
1 0 0

och denna &r irreducibel ty 4 — 5 — 6 — 4 och aperiodisk ty 4 — 5 — 4 (tva
steg) och 4 — 5 — 6 — 4 (tre steg) och 2 och 3 &r relativt prima tal. Alltsa
ar denna delkedja ergodisk. Sker absorption i delkedjan {4,5,6} sa dr den sta-
tionéara fordelningen pa denna delkedja den asymptotiska fordelningen. For att
bestdmma denna stationdra fordelning (my, 75, 76) l6ser vi ekvationssystemet
7w =7mP dvs

s = 0.575 + g
Ts = T4

g = 0.575

1 =m+7m5+76

som ger m4(1 +1+0.5) =1 dvs my = 15 = 2/5 och g = 1/5.

Vi far alltsa att grénsvirdena existerar for alla ¢ och j. T.ex. erhaller vi
lim, oo P(X, = 4| Xo = 2) = aspa56) - ™2 = 5/11-2/5 = 2/11. Ovriga
gransvirden ges pa samma sétt av

1) limy oo P(Xp = 1| Xg=1) =1

2) lim, o P(X,, =7 | Xo=1)=2/5for j =4,5

samt lim,, o, P(X, =6 | Xq=1) =1/5 for i = 4,5,6.

3) limy oo P(X, = 1| Xo = 2) = 6/11

4) lim, .., P(X,=1| X =3)=7/11

5) limy oo P(Xn = j | Xo =2) = 5/11-2/5 = 2/11 for j = 4,5

samt lim,, oo P(X, = 6| Xo=2) =5/11-1/5=1/11

6) lim, .o P(X,=7| Xo=3)=4/11-2/5=28/55 for j = 4,5

samt limy, oo P(X, =6 | Xo = 3) = 4/11-1/5 = 4/55

Ovriga grénsvirden &r 0. a

5.4 Det asymptotiska upptradandet hos
Markovkedjor med odndligt antal tillstand

Villkoren for konvergens av Markovkedjor med é&ndligt antal tillstand &r, som
framgatt av tidigare avsnitt, grafteoretiska. Karaktédren av det asymptotiska
upptriadandet bestdms av sadana egenskaper som irreducibilitet, periodicitet
och absorption. Sa &r inte fallet om antalet tillstand &ar odndligt, da mojligheten
att driva mot oédndligheten tillkommer. Denna ”drift” bestdms inte enbart av
de grafteoretiska egenskaperna.

Exempel 5.5 Betrakta en partikels slumpvandring pa de naturliga talen, som
i exempel 3.1 pa sidan 10, och antag att slumpvandringen sker ett steg till
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héger med sannolikhet p och ett steg till vanster med sannolikhet ¢ = 1 — p.
I punkten O stannar partikeln kvar med sannolikhet ¢ och gar ett steg till
héger med sannolikhet p. Om 0 < p < 1 &r kedjan aperiodisk och irreducibel,
men dess asymptotiska upptriadande beror pa p-viardet. Om p < % kommer
en asymptotisk férdelning att existera och vi skall senare berikna denna. Om
p > % kommer kedjan att driva mot o#éndligheten och om p = % kommer
kedjan att oscillera mer och mer och sannolikheten att finna den i en given
punkt kommer att ga mot 0. Nagon gransfordelning kommer inte att existera
i dessa fall. O

For &ndliga, aperiodiska, irreducibla Markovkedjor dr den asymptotiska
fordelningen lika med den stationdra. For odndliga kedjor géller samma sak,
och dessutom é&r existensen av en stationdr fordelning ett bade nodvéandigt
och tillrackligt villkor for att kedjan skall konvergera. I det dndliga fallet finns
alltid en stationar fordelning, men sa behover inte vara fallet for en odndlig
Markovkedja.

Sats 5.6 Lat P vara overgangsmatrisen till en irreducibel, aperiodisk Markov-
kedja. Betrakta foljande ekvationssystem, x = (x1,2a,...).

x=xP
: (5.16)
;>0 1=1,2,...
Da gdller
a) Om (5.16) har en lésning sadan att
0<) ;< o0 (5.17)
i=1
sa har Markovkedjan en entydig stationdr fordelning som ges av
T = (71'1, T2, .. ) ddr
M= ! (5.18)

Z;il Lj
Markovkedjan dr ergodisk med grinsfordelning som ges av .

b) Om (5.16) har en losning som satisfierar

ixi = 00 (5.19)
i=1

sa har kedjan ingen stationdr fordelning och dr inte ergodisk.
Bevis. Visas ej. a
Forts av exempel 5.5 Ekvationsystemet (5.16) leder till

o = qro + qI1 (5.20)
T; = pTri—1 + qTi+1 1= 1, 2, ce (521)
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V1 kan skriva om denna

21 =2 (5.22)
q
1
Tjy1 ==X — ]_)xi—l 1= 1, 2, c. (523)
q q

Man kan 16sa detta system iterativt och erhaller (jfr. exempel 5.2 pa si-
dan 37)

Om p < ¢, dvs p < 1, konvergerar serien » - x; = Z;’io(g)%o och sum-

man ar xom. En stationér fordelning existerar och denna ges av 7 med

T; Py (Pyi

m=s—=0-2)()

Zj Lj

en geometrisk fordelning med parameter 1 — %. Denna ér ocksa den asympto-
tiska férdelningen.

Omp > gq, dvs p > %, konvergerar inte summan » . z;, vilket litt inses.
Kedjan har ingen stationér fordelning och &r inte ergodisk. a

Aven om kedjan i detta exempel inte har nagon asymptotisk fordelning om

p > % ar det en kvalitativ skillnad i det asymptotiska upptradandet mellan

fallen p = % och p > % I det sista fallet &r det en drift mot odndligheten

och sannolikheten att komma tillbaka till ett givet tillstand 7 &r strikt mind-
1

re dn 1 (sannolikheten att aterkomma &r q/p). I fallet p = 5 &r dédremot
sannolikheten att komma tillbaka till 7 lika med 1, dvs man kommer sdkert
tillbaka till tillstandet och darav foljer att man aterkommer ett odndligt an-
tal ganger. Fallet p = % ar i detta avseende kvalitativt detsamma som fallet
p < % Tillstand till vilka man sidkert kommer tillbaka kallas rekurrenta eller
bestindiga tillstand. I fallet p = % ar dock den forvantade tiden tills kedjan
aterkommer till ett tillstand oéndlig, men i fallet p < % ar denna forvintade
tid &dndlig. Rekurrenta tillstand for vilka forvintad aterkomsttid dr odndlig
kallas nollrekurrenta eller nollbestindiga. Om forvintad tid dr dndlig kallas
tillstandet for positivt rekurrent eller positivt bestindigt. Tillstand som man
med sannolikhet mindre &n 1 atervinder till kallas transienta (kallas dven
obestindiga). Genomgangstillstand &r transienta tillstand och om kedjan &r
andlig géller &ven motsatsen. I en Markovkedja med odndligt antal tillstand
kan tillstand vara transienta utan att vara genomgangstillstand, t.e.x. ar alla
tillstand i slumpvandringsexemplet ovan transienta om % < p < 1 men inget
ar genomgangstillstand.

Tva kommunicerande tillstand &r antingen bada nollrekurrenta, eller bada
positivt rekurrenta eller bada transienta. Det innebér att alla tillstand i en
irreducibel kedja har samma karaktdar. Av anmérkningen efter beviset av sats
5.1, se sidan 34, foljer att en Markovkedja med ett positivt rekurrent tillstand
har en stationér fordelning. Satserna 5.1 pa sidan 31 och 5.3 pa sidan 36 géller

om villkoret ”&ndlig kedja” ersdtts med villkoret ”positivt rekurrent kedja”.
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I sjélva verket &ar villkoret ”positivt rekurrent kedja” ocksa nodvandigt for
existens av en stationér fordelning i en irreducibel kedja, d.v.s. i en irredu-
cibel Markovkedja som har en stationédr fordelning dr alla tillstand positivt
rekurrenta.



Kapitel 6

Markovprocesser i kontinuerlig

tid

6.1 Inledning

Vi ska nu diskutera fallet med 7' = [0, 00) och bérjar med nagra begrepp som pa
det stora hela ar naturliga modifieringar fran fallet med diskret tid. Tillstands-
méngden E later vi i allménhet vara E = {0,1,..., N} eller E ={0,1,...}.

Definition 6.1 En stokastisk process X (t) kallas en (diskret) Markovprocess

om
P(X(tpi1) = tns1 | X(tn) = tn, X(tno1) = tn-1,..., X (to) = io) (6.1)
= P(X<tn+1) = lnt1 | X(tn) = in) (6-2)

for allan, alla 0 <ty <ty <...<tyy1 och alla tillstand g, ... i1 € E.

Om P(X(t+s) =7 | X(s) =1), i,j € E, inte beror av s, sa dr processen
tidshomogen. Liksom for Markovkedjor i diskret tid begréansar vi oss till detta
fall.

Vi sitter p;;(t) = P(X(t+s) =7 | X(s) =1) och

Poo(t) poi(t) ... pos(t)
po(t) pu(t) ... pi(t)

P = (@), = | © . (63)
pio(t) pa(t) ... pi(t)

dér p;;(t) = P(X(t) = j | X(0) = i) eftersom processen dr tidshomogen.
Matrisen P(t) &r 6vergangsmatris for tid ¢.
Vi sétter ocksa

p(t) = (po(t), pr(t), . ..) déir pi(t) = P(X(t) = 1)
d.v.s. p(t) ar fordelningen for X (¢).
Pa samma sitt som for Markovkedjor visar man

45
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X(t)

Figur 6.1: Illustration av en realisering av en reguljar Markovprocess.

Sats 6.1 (Chapman-Kolmogorov) For alla s,t > 0 gdller

a) pij(s +1) = > peg Pir(8)pr; (t)
b) P(s+1t) = P(s)P(1)

¢c) p(s +1t) =p(s)P(t).

Det enklaste fallet av Markovprocesser kan tyckas vara da familjen av
X (t)m ar oberoende, d.v.s. da X(t) och X(s) &r oberoende sa snart ¢ # s.
Antag att X (t)-variablerna dr oberoende och 0 med sannolikhet 3 och 1 med
sannolikhet 1. I sa fall skulle i varje éndligt tidsintervall, oéndligt manga X ()
vara 0 och o#éndligt manga vara 1. Processen {X (f);¢ > 0} &r en synnerligen
irreguljar, av ett slag som vi vill undvika. Intressantare &r processer som med
sannolikhet 1 ligger kvar i ett tillstand en positiv tid.

Definition 6.2 En Markovprocess kallas reguljar om den med sannolikhet 1
gor hdgst andligt manga hopp under dandliga tidsintervall och med sannolikhet
1 ligger kvar en positiv tid i ett tillstand den gatt in i.

Vi kan anta att en reguljar Markovprocess har hogerkontinuerliga realise-
ringar. En realisering av en reguljar Markovprocess kan saledes se ut som i
figur 6.1.

Lat oss se pa nagra exempel pa Markovprocesser.

Exempel 6.1 Vi betraktar foljande enkla process. Vi later { X (t);¢ > 0} star-
ta i tillstand 0, d.v.s. X(0) = 0, och efter en stokastisk tid 7" hoppar den till
tillstand 1 déar den stannar for evigt.

For att processen skall vara en tidshomogen Markovprocess maste
P(X(s+t)=0|X(s)=0)=P(X(t)=0] X(0)=0)
vilket ar ekvivalent med att

P(T>s+t|T>s)=P(T>t)
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Men enligt karaktériseringssatsen 2.2 pa sidan 6 &r da T" exponentialférdelad
med nagon intensitet \g. Vi far

PX(t+h)=0|X({t)=0)=P(T>t+h|T>t)=P(T>h)=e"
(Aoh)?
2

= (Taylorutveckla) = 1 — A\oh + +--=1—=Xh+o(h)

och

P(X(t+h)=1|X({t)=0)=P(T <t+h|T>t)=P(T <h)
=1—e "= X\oh +o(h).

Naturligtvis &r P(X(t+h) =1 | X(¢) = 1) = 1. Vi ser att {X(¢);t > 0}
ar en Markovprocess som uppfyller

poo(h) =1 — Agh + o(h) po1(h) = Xoh + o(h)
p10<h) =0 pu(h) =1.

Med o(h), litet ordo av h, menas en funktion som gar mot 0 fortare &n

o(h)

h sjalv; limy_,o —= = 0. Observera ordon som star pa olika sidor om ett

likhetstecken 1 allméanhet ar olika funktioner och inte ”tar ut” varandra. O

Vi modifierar exemplet nagot.

Exempel 6.2 Antag att processen i exemplet ovan inte for evigt forblir i till-
stand 1, utan stannar i detta tillstand en exponentialférdelad tid med intensitet
A1 varefter den hoppar till tillstand 0, och allt borjar om. De successiva tiderna
i tillstanden antas vara oberoende.

Sétt A héndelsen ”inget hopp sker i intervallet (0,h)” och B hindelsen
"minst tva hopp sker i intervallet (0,h)”. Da har vi

P(X(t+h)=0| X(t)=0)=P{X(t+h) =0 N A| X(t) =0)
L PUX(t+h) =0}NB) | X(t)=0). (6.4)

Observera att vi efter ett hopp inte kan befinna oss i tillstand 0, om vi
startar dar. Sannolikheten foér minst tva hopp i tidsintervallet (0,h) &r
P(Ty+T, < h) dér Ty och T} ar de tva forsta uppehallstiderna. De dr oberoende
och Exp(\g) respektive Exp(A;). Vi far

P(To+ Ty < h) < P(Ty < h, Ty < h) = P(Ty < h)P(T} < h) < MAih® = o(h)
(6.5)

eftersom P(T; < h) = [I' \ie Nitdu < \;h
Den sista termen i (6.4) &r alltsa o(h). Den forsta sannolikheten i hogerledet

kan skrivas

P(Ty > h) =e ™" =1— \oh +o(h)
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och satter vi samman detta erhalls
poo(h) =P(X(t+h)=0] X(t)=0)=1— Xh+o(h)

Pa liknande satt erhalls

por () = P(X(t+h) = 1| X(£) = 0) = doh + o(h)
pr(h) =P(X({t+h)=1|X({t)=1)=1—- X \h+o(h)
po(h) =P(X(t+h)=0|X(t)=1)=Ah+o(h).
Derivatorna p;;(0) dr saledes
Poo(0) = =Xo ppi(0) = Ao Pio(0) = A p)1(0) = = s (6.6)

O

Derivatorna av overgangssannolikheterna p;;(t) vid tiden 0 &r alltsa lika
med intensiteterna av uppehallstiderna om i # j och negativa intensiteterna
om ¢ = j. Det leder till f6ljande definition.

Definition 6.3 En Markovprocess har intensitetsmatris (generator)

doo qo1 --- doj
qio qun .- qij .-
Q= (¢j)ijee= | =+ =+ o T (6.7)

Qo qir --- Qi

om hégerderivatorna av dvergangssannolikheterna p;;(t) existerar it =0 och
pi;(0) = gij- (6.8)

Ekvationerna (6.8) dr ekvivalenta med

{1—qih—|—0(h) om i =j

6.9

pij(h) =
dar

i = —(ii-

Det framgar av framstéllningen (6.9) att g;;,¢ # j och ¢; &r icke-negativa
tal. Sannolikheten att under ett kort tidsintervall hoppa fran ett tillstand 4
till tillstandet j, j # ¢ &r alltsa approximativt ¢;; ganger tidsintervallets léngd.
Sannolikheten att hoppa &r approximativt ¢; ganger intervallets langd.

Eftersom ) . g pij(t) = 1 finner vi efter derivering och inséttning av ¢ = 0,
att > jer Gij = 0 eller efter omskrivning

i= Y a (6.10)

JEE\{i}
d.v.s. radsummorna i @ &ar 0. En kontroll visar att exemplen ovan uppfyller
dessa ekvationer.
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Exempel 6.3 Markovprocesser anvéands ofta inom tillférlitlighetsteorin. Be-
trakta parallellsystemet i figur 6.2 som brister om bada komponenterna felar.

Figur 6.2: Parallellsystem

Vi antar att komponenterna har livslangder som &r oberoende och Exp(A;)-
respektive Exp(Ag)-fordelade. Nér en enhet gar sonder repareras den och repa-
rationstiden ar exponentialférdelad med vantevirde 1/u. Tva reparatorer ar
tillgangliga, sa bada komponenterna kan repareras samtidigt om systemet &r
trasigt. Parametrarna A;, Ay och p ar fel- respektive reparationsintensiteterna
for komponenterna i detta fall. Infér nu foljande fyra tillstand.

So = bada komponenterna hela
S1 = komponent 1 hel, komponent 2 felar
S5 = komponent 1 felar, komponent 2 hel

S3 = bada komponenterna felar

Lat X () vara processens tillstand vid tid £. Om processen gar in i till exem-
pel tillstand S7, i vilken komponent 1 &r hel, har den aterstaende livslingden
samma fordelning som den ursprungliga livslingden pa grund av exponen-
tialfordelningens glomskeegenskap. Processen vantar alltsa pa att nagon av
tva héndelser, att komponenten under reparation blir hel eller att den hela
komponenten brister, skall intréffa och tiderna till dessa héndelser &r expo-
nentialfordelade, Exp(u) respektive Exp()\;). Kalla dessa tva héndelser Ajq
respektive A;3. Om Ajq intraffar fore A3 gar processen in i tillstand Sy, om
Ay intréaffar fore A;g gar den in i tillstand S5. Pa samma séitt kan vi analysera
processen da den befinner sig i 6vriga tillstand.

Som vi snart skall visa, dr da {X(¢);¢ > 0} & Markovprocess. O

Exemplet kan generaliseras och foljande sats ger en allmén beskrivning hur
en Markovprocess kan uppkomma och hur den beter sig.

Sats 6.2 Antag att {X(t);t > 0} dr en stokastisk process med tillstandsrummet
{0,1,2,3...}, andligt eller upprdikneligt. Om processen befinner sig i tillstand
i, antas hdndelser Ay, Ai1, ... kunna intrdffa. Tiden tills A;j,1 # j intriffar,
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Tij, antas vara exponentialfordelad med intensitet g;;, och alla tider antas vara
oberoende av varandra. Om A;; intrdffar forst hoppar processen till tillstand j,
ddr den vantar att nya hdndelser pa samma sdtt intrdffar. Sdatt q; = —q; =
- Zj;éi Qi -

Da ar{X(t);t > 0} en Markovprocess med intensitetsmatris Q = (gi;)i jeE-
Sannolikheten att hopp fran tillstand i sker till tillstand j dar

- qij . .
Py = j’ 7 7£ 7. (6.11)

Tiden som processen befinner sig i tillstand i dr exponentialfordelad med
intensitet ¢; och oberoende av processens uppforande fore intrdadet i tillstandet
1 och oberoende av vart man hoppar.

Definiera p; = 0. Matrisen

P = (ﬁij)iJGE (6.12)

kallas uthoppsmatrisen och dr dvergangsmatris till den inbdddade hoppkedjan
{X,;n > 0} dir X, dr processens tillstand efter n:te hoppet. Hoppkedjan dr
markouvsk.

Bevis. Att processen ér tidshomogen markovsk foljer av att tiderna &r expo-
nentialférdelade pa samma sétt som tidigare.

Lat T; vara tiden som processen befinner sig i tillstand ¢ da den gatt in i
detta tillstand. Enligt sats 2.3 pa sidan 6 &r

T; = min{Ty; k # i} och U;; = min{T}y; k # 4, j}

exponentialfordelade med intensiteter ) -, 4 @ik = @i respektive ¢; — g;;. Sanno-
likheten att processen hoppar till tillstand j &r sannolikheten att 7;; dr minst
av alla Tj,, k € E. Tiden T;; &r oberoende av U;; och dérfor &r

py; = P(Ty; < Uy) = // fr,; () fu,,; (u)dudt = /OOO /OO fr,; () fu,,; (u)dudt

t<u

:/ / C]z‘je_q“t(%—Qij)e_(q“q“)“dudtz/ gijeTite (@ n)t gy
o Jt 0

- / qz‘jefqitdt = qﬂ (6.13)
0 qi

Vi skall nu berdkna P(X(t 4+ h) = j | X(t) =i). Pa grund av att tiden till
hopp ar exponentialfordelad, ar processen tidshomogen, d.v.s.

P(X(t+h) =7 | X(t) =)= P(X(h) =j | X(0) =)
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Antag forst ¢ # j. Man kan visa att sannolikheten for tva eller flera hopp i
tidsintervallet (0, h] dr o(h). Genom eftertanke inser man dérfor att

pij(h) = P(X(h) = j | X(0) = i) = P(Ti; < h,h <Us; | X(0) =) + o(h)
= (ober) = P(T;; < h | X(0) =i)P(h < U;; | X(0) =14) + o(h)
= (1 — e Wh)em@—ah 4 o(p) = e~ @ai)h _ e=aih 4 o(h) = (Taylorutveckla)
=1— (¢ — @j)h— (1 —qh)+o(h) = qjh+o(h) (6.14)

och att

pi(h) = P(X(h) =i| X(0) =) = P(T; > h) + o(h) = e~ %" 4 o(h)
=1—qh+o(h). (6.15)

Den inbéddade hoppkedjan har 6vergangssannolikheterna p,; och da hop-
pen sker oberoende av den ursprungliga processens tidigare historia, &r hopp-
kedjan en Markovkedja. Fran (6.14), (6.15) och (6.9) pa sidan 48 ser vi att
Markovprocessens overgangsintensiteter ges av g;;. O

Man maste goéra en modifiering av definitionen av hoppmatris om till-
standet 7 &r absorberande, d.v.s. da ¢;; = ¢; = 0 alla j. I det fall definierar
vi p;; = 0 om i # j och p; = 1, vilket innebér att hoppkedjan absorberas i
tillstand 7.

Vi sdger att en Markovprocess ar irreducibel om hoppkedjan &r irreducibel.

Fortsattning exempel 6.3 Tillforlitlighetsexemplet 6.3 beskriver en situ-
ation som vi har i satsen. I varje tillstand véantar processen pa att komponent 1
gar sonder eller blir fardigreparerad beroende i vilket tillstand processen &r, och
likadant for komponent 2. Tiderna tills dessa héndelser dr exponentialférdelade
och processen {X(¢);t > 0} dr en Markovprocess med intensitetsmatris

—A1— X A A\ 0

_ K —p =M 0 A1

=1 0 - X
0 It 7 —2p

For reguljara Markovprocesser géller omvéndningen av satsen. En reguljér
Markovprocess ligger en exponentialfordelad tid i ett tillstand den trétt in i,
innan den hoppar till ett nytt tillstand. Markovprocesserna i kontinuerlig tid
uppfor sig alltsa pa liknande séatt som de i diskret tid, se resonemanget pa
sidan 15.

Nedanstaende foljdsats ger en mer generell beskrivning som dock kan ater-
foras till det foregaende fallet. Forst ett exempel.
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Exempel 6.4 (Populationstillviixt) I en population fods och dor individer
oberoende av varandra. Tiden tills en individ féder en ny individ &r exponenti-
alfordelad med intensitet A och tiden tills en individ dor dr exponentialfordelad
med intensitet . En individ kan saledes d6 innan den foder en ny individ och
efter att ha fott en individ kan den féda en ny efter en exponentialfordelad tid
o.s.v. Alla tider &r oberoende.

Lat X (t) vara antalet individer i populationen vid tid ¢. Om populationen
har ¢ individer vid tid ¢ kommer for varje individ hédndelserna ”foder ny indi-
vid” och "dor” att ske efter exponentialfordelade tider, pa grund av glomske-
egenskapen hos exponentialférdelningen. Sa snart en individ fods hoppar pro-
cessen till tillstand ¢ + 1 och sa snart en doér hoppar processen till tillstand
i — 1. Om populationen har 7 individer later vi A;, vara hindelsen att den k:te
individen féder en ny individ, och A, ;4 later vi vara héndelsen att k:te indi-
viden dor, k = 1,2,...,4. Tiden tills A intraffar &r Exp(\) for £ =1,2,...,4
och processen hoppar da till tillstandet 7 + 1. Tiden tills A;; ) intraffar &r
Exp(u) och processen hoppar da till tillstandet ¢ — 1 om i > 0. Detta &r en
generellare beskrivning &n den i satsen ovan eftersom tva héndelser kan leda
till samma tillstand. Som vi dock skall se kan fallet 6verforas till grundfallet
och {X(t);t > 0} &r en Markovprocess. O

Foljdsats 6.1 Antag att processen {X(t);t > 0} och hindelserna A;; uppfyl-
ler villkoren @ sats 6.2, men att da A;; intrdffar, processen hoppar till tillstandet
S(A;j). Tva hiandelser A;j, och Ajj, kan saledes leda till samma nya tillstand.

Da ar {X(t);t > 0} en Markovprocess med dvergangsintensiteter

Gi= Y. Gni#j (6.16)

k;S(Aik)=J

Summeringen i (6.16) sker alltsa 6ver hiandelser som medfor att hopp sker
till tillstand 7.
Bevis. Lat B;; vara héndelsen att nagon av de A;; som leder till tillstand
J intréffar, d.v.s. Bj; = Ugg0a,,—j)Aik- Men tiden till att B;; intriffar ar da
minimum av oberoende exponentialfordelade stokastiska variabler och blir, som
vi tidigare sett ocksa, exponentialfordelad med intensitet qgj = Zk; S(Au)=j dik-
Men vi har da exakt samma situation som i huvudsatsen och foljsatsen ar
bevisad. a

Figur 6.3 illustrerar det allmédnna upptriadandet av en Markovprocess.

Fortsattning exempel 6.4 I populationsexemplet 6.4 har vi en situation som
beskrivs i foljdsatsen. Vi kan direkt anvénda foljdsatsen och ser att {X (¢);t >
0} &r en Markovprocess med 6vergangsintensiteter

SE A=A omj=i+1,i=0,1,...
S o pw=ip omj=i—1,i=1,2,...
—i(A+ p) omj=11=12,...

0 for ovrigt
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X(1)

Figur 6.3: Upptradande av Markovprocesser

Detta ar ett exempel pa fodelse-dodsprocesser som vi skall studera i avsnitt
6.8 O

6.2 Fordelningen for X(t)

I det tidsdiskreta fallet &r fordelningen for X, bestdmd av évergangsmatrisen
P. 1 kontinuerlig tid finns ingen ”forsta” matris P(¢) men vi skall se att inten-
sitetsmatrisen @ i viss utstriackning har 6vertagit denna roll. Av definitionen
av intensiteter foljer att

btk
¢ij = lim = — om i #j
. pi(h) =1
i = hli%:— h

P(h)—1I

i Y , (6.18)

dér I &r identitetsmatrisen. Vi kommer senare att se att @ &r motsvarigheten
till matrisen P — I i diskret tid.

Av Chapman-Kolmogorovs sats fas
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h — 0+ ger

P'(t) = P()Q = QP(1), (6.19)
vilket &r Kolmogorovs framat- resp. bakat-ekvationer. Dessa differentialekvatio-
ner ar synnerligen grundlaggande inom Markovteorin, &ven om vi inte kommer

att utnyttja dem sa mycket. Bakatekvationerna géller alltid men kan, om pro-
cessen dr irreguljar, ha flera losningar.

Framatekvationerna kan konkret skrivas som ekvationssystemet

Poo(t) = poo(t)qoo + Po1(t)qro + po2(t)geo + - -
P1o(t) = p1o(t)qoo + p11(t)qro + pr2(t)gao + - - -

. (6.20)
p;j(t) = pio(t)qoj + pir (t)quj + pia(t)qa; + - -

En irreguljér process dar antalet hopp under &ndlig tid &dr odndligt med positiv sanno-
likhet har — med positiv sannolikhet — en &ndlig hopningspunkt av hopp och vad som hénder
efter denna hopningspunkt ar ej bestdmt av Q. Framatekvationerna kan sigas bestdmda av
vad som hénder efter en tid, da en sadan hopningspunkt av hopp kan ha skett, och har darfor
inte alltid en 16sning. Att bakatekvationerna kan ha flera 16sningar beror pa att processen
inte ar tillrackligt specificerad efter en sadan hopningspunkt och att det finns flera sétt for

definiera processen efter hopningspunkten sa att bakatekvationerna blir uppfyllda.

Framat- och bakatekvationerna definierar ett system av linjira differentia-
lekvationer som kan 16sas, atminstone om tillstandsrummet &ndligt. En vanligt
hjélpmedel for att 16sa ekvationerna &r Laplacetransformationer, se nésta av-
snitt.

En mycket formell 16sning till ekvationssystemet
P'(t) = QP(t)

P(t) = ¢ (6.21)

Hogerledet i (6.21) skall tolkas som taylorutvecklingen

=3 - (6.22)
n=0
I konkreta fall &r inte (6.22) till sa stor nytta, eftersom det kraver berékning
av Q" for alla n.

Man kan ocksa sétta upp ett differentialekvationssystem for den absoluta
sannolikhetsfordelningen p(t):
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Derivera med avseende pa t,

p'(t) =p(0)P'(t) = p(0)P(t)Q = p(t)Q. (6.23)

Vi har utnyttjat framatekvationen, vilket &r tillatet om processen é&r re-
guljéar.
Dessa ekvationer far vi ocksa om vi later A ga mot 0 i

P(X(t+h)=j) =Y P(X( YP(X(t+h)=j|X(t)=1i)

i€E

j(t+h) = sz )pij(h

Men p;;(h) = gi;h+o(h),i # j och p;;j(h) = 1+¢;;h+o(h) varfor vi erhaller

p;(t+h) Zpl )qiih + o(h). (6.24)

Dividera med h och lat A ga mot 0

vilket ger j:te komponenten i (6.23).

6.3 Laplacetransformer

Ekvationssystemet (6.23) kan 16sas, atminstone teoretiskt, med hjélp av Lapla-
cetransformer.

Definition 6.4 Lat p(t) vara en begrinsad, kontinuerlig funktion definierad
for > 0. Med Laplacetransformen till p(t) menas funktionen

p*(s) =/ p(t)e™*tdt, s>0.
0

Laplacetransformen ar entydig, d.v.s tva kontinuerliga funktioner som har
samma Laplacetransform &r identiska.

Exempel 6.5 Om p(t) = at*e™, k heltal > 0 och A\ > 0 erhaller vi p*(s) =
Jo* athe et = (A4 9)t = u) = g [ wbe M = e D

Om funktionen p(t) &r deriverbar erhaller vi Laplacetransformen av deri-
vatan som

(') (s) = / p'(t)e *"dt = (partiell integration)
0

= [p(t)e™™"F + s /Ooop(t)e_Stdt = —p(0) + sp™(s)
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Om vi nu multiplicerar vénster- och hogerleden i ekvationssystemet (6.20)
och integrerar fran 0 till oandligheten far vi saledes systemet
$Poo(8) — Poo(0) = pao(8)q00 + Po1(8)q10 + Po2(8)ga0 + - - -
spio(s) — P10(0) = pio(s)qoo + P11(8)q10 + Pia(8)ge0 + - -
: (6.26)
sp;;(8) — pij(0) = pio(s)qo; + i (8)q1s + Pio(8)Gaj + -+

eller i matrisform
sP*(s) —I =P*(s)Q dvs P*(s)(sI — Q) =1 (6.27)
dir P*(s) dr matrisen av Laplacetransformer, P*(s) = (pj;(s))ijee. Notera
att p;;(0) =0 for ¢ # j och p;(0) =1 alla 3.
(6.27) kan fas genom att formellt bilda Laplactransformen av vénster- och
hogerled i (6.23).
Ovanstaende definierar ett linjart ekvationssystem for Laplacetransformer-
na, som alltsa i princip kan l6sas. Genom att invertera Laplacelosningen kan

overgangssannolikheterna p;;(t) fas.
Losningen till 6.27 kan skrivas

P(s) = (sI - Q).

Hogerledet kan beréknas och de olika elementen i den resulterande matrisen
ger Laplacetransformerna till p;;(¢). Genom att invertera Laplacetransformen
berdknar vi sedan p;;(t).

Exempel 6.6 Betrakta exempel 6.2 pa sidan 47. Intensitetsmatrisen ar
_ [~ Ao
a= (3" )
se formel (6.6). Laplacetransformen kan alltsa beridknas ur

oo —Ao )
pe= G-t =(PI TN

A + Ao Ao _ Ao
— | (QotAr)s (A)(\)+)\1)(/\0+>\1+8) (/\0-/5\-)\1)5 ()\0+/\1)&>\0+)\1+5)
1 0 1 :
(Ao+A1)(A1+A1+s) (Mo+X1)s + (Mo+A1)(Ao+A1+s)

Funktionen 1/s dr Laplacetransformen av funktionen f(t) = 1 och m

ar Laplacetransformen av funktionen e~ (02t se exempel 6.5. Hirav fas att

)\1 )\0 _ )\0 )\0 —
t) = (Ao+A1)t t) = _ (Ao+A1)t
Poo(?) >\0+)\1+)\0+/\1€ por({) Ao+ A\ )\0+/\1€
P1o(t) M Al e~ (Gothu)t p11(t) al al ~QGothu)i

:)\0+)\1_)\0+>\1 :)\0+)\1 Ao+ A
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I detta fall kunde vi ocksa ha utnyttjat att poi(t) = 1 — poo(t) och py1(t) =
1 — p1o(t) for att berdkna tva av de okdnda sannolikheterna.

Istéllet for att anvinda matrisapparaten kan man naturligtvis siatta upp
ekvationssystemet

sPoo(s) — 1 = —Aopol (
sPo1(8) = AapPgo(s) )
spio(s) = —Aopio(s) + A1pi;(s)

sp11(s) — 1= Agpio(s) — Apiy(s)

och 16sa ut transformerna. O

6.4 Poissonprocessen

Poissonprocessen kan definieras pa flera olika sdtt. Vi véljer en ”markovsk”
definition.

Definition 6.5 {N(t), ¢t > 0} dr en Poissonprocess med intensitet A, Po(\)-
process om N (t) dar en Markovprocess med N(0) = 0 och med dvergangsintensi-
teter

A, J=1i+1,
Gij =~ J=1
0, annars.

Betrakta foljande situation. Héndelser intréffar oberoende av varandra och
med intensitet A, d.v.s. tiden fran en héndelse till nésta &r Exp()A). Lat N(t)
vara antalet hiandelser i tidsintervallet (0,t). Fran definitionen och karaktérise-
ringssatsen 6.2 pa sidan 49 kan man se att {N(¢);¢ > 0} &r en Poissonprocess
med intensitet A. Vi skall visa att N(t) dr Poissonférdelad.

Processen illustrerad i figur 6.4 ar ett exempel pa hur en realisering av en
Poissonprocess kan se ut.

Sats 6.3 Lat {N(t), t > 0} vara en stokastisk process med tillstandsrum
E=1{0,1,...}.
Féljande uttalanden dr ekvivalenta.
a) {N(t);t > 0} dr en Po(X\)-process, enl. definitionen ovan.
b) {N(t);t > 0} dr en Markovprocess med N(0) = 0 och med Gvergangs-

sannolikheter ey
" =Xt P
pij(t) = { e 1=t

0, Jj <.

c) {N(t);t > 0} dar en stokastisk process sadan att
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X(®)

Figur 6.4: Realisering av en Poissonprocess.

1) Foralla 0 <s; <t <s9<ty<...<s,<t, giller att
N(t1) — N(s1),N(t2) — N(s2),...,N(t,) — N(s,)

ar oberoende stokastiska variabler.
2) N(t) — N(s) ar Po(A(t — s))-fordelad.
3) N(0)=0.

Bevis.

a) =b)
Fran Kolmogorovs framatekvationer (6.20) pa sidan 54 erhaller vi

i () = Apij—1(t) — Api; (1) (6.28)
For j < &r p;;(t) = 0 da processen aldrig forflyttar sig nedat. Det ger att
pi(t) = —Apii(t).
Eftersom p;(0) = 1 fas

O

3 — AL
pi(t) =e " = o e

Ekvationerna (6.28) kan sedan l6sas rekursivt for j =i+ 1,04+ 2,... Vi
nojer oss hir med att gora forsta steget. For j =7+ 1 fas

p;,i—f—l(t) = —APiit1(t) — pii(t)) = = A(pii+1(t) — B_M)

som har l6sningen
pi,i—l—l(t) = )\te_M + CG_M.
Eftersom p; ;11(0) = 0 fas
(A"

Pian(t) = A = e
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b) = ¢) Oberoende Okningar foljer av att p;;(t) beror av i och j endast
genom j — 4.

Det foljer av tidshomogeniteten att N(¢) — N(s) har samma férdelning
som N(t —s) — N(0) = N(t —s). Men P(N(t —s) = j) = po;(t —s) =

(A(t;s))j e—)\(t—s)7j > 0.

1
c)=a)
Antag att 0 <t; <ty <...<t,. Da har vi att
P(N(tn) =in | N(t1) = i1, N(t2) =i2,..., N(tn_1) = in_1)
= P(N(tp)—N(tn-1) =tn—in-1 | N(t1)—=N(0) =i1,..., N(tn-1)—N(tn—2) = in—1—in_2)

Pa grund av oberoende 6kningar ar den sista sannolikheten lika med
P(N(t,) — N(ty—1) = i — in_1), d.v.s. oberoende av processens virden i tid-
punkter tq,s,...,1,_ o, vilket betyder att processen &r markovsk.

Vi har dessutom att

P(N(t+h)=7|N({t)=i)=P(N({t+h)—N({t)=j—1i| N(t)— N(0)=1)
(AR)7~ o

(J —)!

om j > 4. Héarav far vi att processen ér tidshomogen och genom direkt derive-
ring av ovanstaende att

= (oberoende okningar) = P(N(t+h) — N(t) =j—1i) =

-\ omj=1
Qij:p;j(o): A omj=1i+1
0 annars

O

Eftersom Poissonprocessen ar en reguljiar Markovprocess foljer att tiderna
mellan hopp &r oberoende och Exp(\)-fordelade. Man kan ocksa inse detta pa
foljande sétt. Lat T vara tiden tills tills processen nar tillstand 1 d.v.s. tid till
forsta hoppet. Da ér P(T > t) = P(N(t) = 0) = e~ vilket betyder att T" &r
Exp(A). Men intensiteten for hopp &r alltid A sa i vilket tillstand processen én
befinner sig i &r tiden tills hopp sker Exp()\).

Tiden T, tills en Poissonprocess nar nivan n dr summan av n oberoende
exponetialfordelade variabler med intensitet A, eftersom tiderna mellan hopp
ar exponentialfoérdelade. Foljande sats visar att T, &r gammafordelad.

Sats 6.4

a) Lat T, vara tiden tills en Poissonprocess med intensitetet X nar nivan n.
Da dr T gammafordelad, T'(n, ), d.v.s. har tithetsfunktion
/\ntn—l

an(t) - mei)\t omt 2 0

Det innebdr att summan avn oberoende Exp(\)-fordelade stokastiska variabler

ar I'(n, \)-fordelad.
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b) Lat N wvara ffg(p)-fordelad, d.v.s.
P(N=n)=1-p)"p, forn=1.2,...,

och oberoende av Uy, Uy, .. ., dir Uy, Us, ... dr oberoende, alla Exzp(\). Da gdiller
att den stokastiska summan T = Uy + ...+ Uy dr Exp(p\)-fordelad.

Bevis. a) Att T, dr storre én t ar detsamma som att Poissonprocessen vid
tid ¢ ej har natt upp till virdet n, d.v.s. P(T,, > t) = P(N(t) < n), dir
{N(t);t > 0} ar Poissonprocessen ifraga. Men N(t) dr Po(At). Alltsa har vi
att

Fr,(t)=P(T, <t)=1-P(T, >t)=1-P(N(t) <n—1)

k!
k=0
Vi deriverar for att fa tathetsfunktionen.
n—1 kyk—1
fT ( ) Fé‘ ( —/\t )‘t —)\tk)\ t )
n k=0 k!
s OBF e (R
= \e~ . -—
kzzo k! = (k—1)!
n—1 n— .
(5 000§ 001y
k=0 k! =0 J!
— e M (A"t ATt

-1 ° (-1

b) Lat Ty ha tétheten fr, (¢). Vi betingar med N = n. Med en viss gene-
ralisering av lagen om total sannolikhet fas

o0 A1
n—1 —At
Jry (1) ZP )—;(1—1)) P
x g = (1= p)re)*
=pre My (1—p)" ' =preM Y (1 —p)f—t
; (n—1)! ; k!
_ p)\ef/\t (1—p)At _ p)\efp/\t,
d.v.s. Ty ar Exp(p))-fordelad. O

Summan av oberoende Poissonprocesser dr en Poissonprocess med mot-
svarande summa av intensiteter. Detta foljer eftersom samma resultat géller
for Poissonfordelningen och eftersom ”oberoende 6kningar” lever kvar.



6.5 Fodelseprocesser 61

Poissonprocessen kan generaliseras pa olika satt. En generalisering ar att
lata intensiteten vara beroende av tiden istéllet for att vara konstant. Om vi
later N (t) vara antalet inkomna telefonsamtal till en vixel, &r det naturligt att
tanka sig att teletrafikens intensitet varierar med tidpunkten pa dygnet, d.v.s.
den konstanta intensiteten dr ersatt av en intenstitetsfunktion A\(¢). En sadan
process blir dock inte tidshomogen och kallas inhomogen Poissonprocess.

En annan generalisering &r att lata intensiteten vara stokastisk. Forst slum-
pas da en intensitsfunktion A(¢) ut och sedan bildas en Poissonprocess med den-
na intensitet. Den process som detta forfarande mynnar ut kallas en dubbelt
stokastisk Poissonprocess eller Cozprocess. Vi aterkommer till denna generali-
sering i exempel 7.5 pa sidan 75.

Ytterligare en generalisering &r att lata tiderna mellan hopp vara gene-
rell och ej nédvéandigtvis exponentialférdelade. Om tiderna &r oberoende och
likafordelade kallas processen en firnyelseprocess. Denna process blir ej mar-
kovsk om tiderna ej &r exponentialférdelade. Om tiderna &r exponentialférdelade
blir processen enligt vad vi tidigare visat, en Poissonprocess.

Poissonprocesser och fornyelseprocesser ar exempel pa punktprocesser. For
en punktprocess finns en slumpmekanism som generar en éndlig eller uppraknelig
punktméngd pa tidsaxeln. Dessa genererade punkter ar processens hopptider.

I nésta avsnitt skall vi sa betrakta en generalisering dér markoviteten bi-
behalles.

6.5 Fodelseprocesser

En fodelseprocess dr en generalisering av en Poissonprocess. I en fodelseprocess
tillater man att hoppintensiteterna &r olika.

Definition 6.6 En Markovprocess {X(t);t > 0} med E = {0,1,2,...} som
tillstandsrum dr en fodelseprocess med fodelseintensiteter \;, i = 0,1,2,...
om dess overgangsintensiteter dr

Yy omj=1+1
Gij =4 —N omj=1i
0 annars.

En fodelseprocess gar alltsa ett steg uppat vid varje hopp, men intensiteten
beror pa vilket tillstand processen befinner sig i.

Om processen startar i tillstand 0 fas fordelningen for X (¢), d.v.s p(t),
genom att l6sa ekvationssystemet (se ekvation (6.25) pa sidan 55)

p;(t) = —)\ip,(t) + /\i_lpi_1<t), = 0, 1, 2, e (629)

och po(0) =1 och p;(0) = 0,7 > 1.
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Figur 6.5: Exploderande fodelseprocess.

Forvantad tid i tillstand ¢ &r 1/);, och om processen startar i tillstand 0,
blir foérvintad tid att na tillstand n

1
v (6.30)

MH

Il
=)

i

Om nu ) 7, /\i ar dndlig, nar kedjan oéndligheten inom &ndlig forvéntad
tid. Detta ar ett exempel pa ”explosion” och en irreguljar process. Man kan
ocksa visa omvéandningen, ndmligen att processen &r reguljir om serien (6.30)
divergerar da n — oo. Figur 6.5 ar ett realisering av en exploderande fodelse-
process.

Exempel 6.7 (Yule-processen) {X(t);¢ > 0} dér X(¢) &r antalet individer
vid tidpunkt ¢ i population dér var och en av individerna, med intensitet \
och oberoende av varandra, ger upphov till en ny individ &ar en fédelseprocess
med fodelseintensiteter \; = i\, se exempel 6.4 pa sidan 52. Vi antar att
populationen startar med 1 individ. Exploderar en sadan population? Svaret
ar nej, ty

> 1x1
3RS

ar divergent. O

6.6 Absorption

Ett absorptionstillstand ¢ &r ett tillstand fran vilket man ej kan ga till nagot
annat, vilket innebér att g;; = 0 for alla j. Begreppet A-kedja definieras precis
som i fallet diskret tid. Lat som tidigare a,; vara sannolikheten att absorberas
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i tillstand j givet start i tillstand ¢ och t; vara forvantad tid tills kedjan nar ett

absorberande tillstand. Vi visade redan i avsnittet 3.3 hur man i det generella

fallet finner ekvationssystem for att berdkna absorptionssannolikheterna och
1

de forvantade tiderna. De forviantade uppehallstiden i tillstand ¢ & — och
di

uthoppssannolikheterna &r p,;; = % fran ekvationssystemen (3.18) och (3.17)

pa sidan 18 erhaller vi alltsa féljaride sats.
Sats 6.5 Lat a;; vara sannolikheten att absorberas i tillstand j vid start @ till-

stand i och t; forvdintade tider tills absorption i en A-kedja med intensitetsma-
tris Q. Da gdller for alla j € A

Q5 = qﬂ + qz—kakj, 1€ G (631)
i keG\{i} i
och {
ti=—+ Biky . ieG (6.32)
qi KeG\ (i} qi

Exempel 6.8 Lat oss betrakta tillforlitlighetsexemplet 6.1 pa sidan 51 och
soka forvantad tid tills systemet brister givet att det startar med tva hela
komponenter. Vi gor om tillstand Fj till ett absorberande tillstand och med
beteckningar som i satsen erhaller vi ekvationssystemet

1 A2 A

to = + t + t
LR VIS VLS VNI Ve S VNI Vi
PR S L
R E YT

1 A
123

= + t
TR TR W

vilket efter en del rdknande ger

. TEEED T VRSP VRS D VT D P VS v
0 )\1A2 (2M+/\1+>\2)

6.7 Stationaritet och konvergens

Vi skall nu studera det asymptotiska upptriadandet av Markovprocesser. Som
i det tidsdiskreta fallet visar det sig att de stationéra fordelningarna ér funda-
mentala.

Definition 6.7 En Markovprocess med overgangsmatris P(t) siges ha sta-
tiondr fordelning 7 = (7o, 71, ...) om 7 dr en fordelning, d.v.s. om g+ 71 +
...=1,m, >0, och om

w=nP(t), t>0. (6.33)
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Om vi deriverar (6.33) far vi 0 = wP'(t) = wP(t)Q = wQ atminstone
formellt. Om tillstandsrummet ar dndligt uppstar inga problem, men om till-
standsrummet ar oéndligt far vi kréva att processen &r reguljar.

Sats 6.6 7 dr en stationdr fordelning till en requljir Markovprocess om och
endast om

Q=0 (6.34)

Bevis. Att 7 stationdr medfor w@Q = 0 visade vi ovan. Omvéndningen foljer
av att om 7 dr startfordelningen och p(t) = wP(t) sa dr p'(t) = wP'(t) =
wQP(t) = 0. Saledes &r p(t) konstant och darmed lika med . O

Ekvationen (6.34) kan efter matrisutveckling skrivas

¢ = qoiTo + quiT1 + @2 + -+ Q1T + Qg1 T + 000, 1 =0,1,2,...
(6.35)

Ekvationerna (6.35) kallas de globala balansekvationerna. Dessa har foljande
flédestolkning. Vénsterledet ar "flodet” ut ur tillstandet i; sannolikheten att
vara i tillstandet ganger intensiteten ut. Termerna i hogerledet anger ”flodet”
in till tillstand ¢ fran tillstanden 5 = 1,2, ..., j # ¢. Summan &r totala ”flodet”
in; sannolikheterna att vara i tillstanden ganger intensiteten in till tillstand i.
For att processen skall vara i balans maste ut- och inflodet vara desamma.

Sats 6.7 En dndlig Markovprocess har en stationdr fordelning.

Bevis. Betrakta den Markovkedja i diskret tid som har 6vergangssannolikheter
lika med uthoppssannolikheterna i Markovprocessen, d.v.s. som har vergangs-
matris P = (p;;)ijep dir p;; = % och p;; = 0. Denna Markovkedja ér dndlig
och har enligt sats 5.1 pa sidan 31 en stationér férdelning 7 = (71, 7o, ..., Tn ).

Satt m; = % dar Ty = Zj . . Da ar m = (7,79, ..., mN) &r en sanno-
likhetsfordelning eftersom 7; > 0 och >, m; = 1.

Eftersom 7 &r en stationér férdelning till P och p;; = 0 géller

~ ~ ~ ~ o~ ~ o~ ~ ~ ~ qij ~
7Tj:p0j770+p1j771+"'+pNj77N:Zpijﬂ'i:Zpijﬂ'z Z—”m (6.36)
i i#j iz &

Eftersom ¢;;/q; = —1 ser man litt att (6.36) kan skrivas
S Bz~ (6.37)

eller efter division med 7 ym

0= Z G Ti_ Z UTZ/% Zq”m (6.38)

qZ 7rsum

vilket innebéar att 7r dr en stationér fordelning till processen. a
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Sats 6.8 En dndlig, irreducibel Markouvprocess { X (t);t > 0} dr ergodisk, d.v.s.
har en grinsfordelning som dr oberoende av startfordelningen, och grdansfordel-
1/q;

dii
E(T) ar
T; dr tiden fran det processen gatt in i tillstand i tills det den ndsta gang gar
in 1 tillstand i. Forvantad tid @ tillstand j mellan tva intrdaden i tillstand 1 dr

i/ (qims).

ningen ges av den entydiga stationdra fordelningen w. Kvoten m; =

Bevis. Vi bevisar satsen pa samma séitt som den diskreta motsvarigheten, sats
5.2 och skisserar darfor bara beviset hér.

Lat saledes Z(t) = (X(¢),Y(t)) dér {Y(¢),t > 0} &r en av {X(f);t >
0} oberoende process med samma intensitetsmatris och med startvektor .
{Z(t),t > 0} &r en dndlig irreducibel Markovprocess och om vi later T vara
tiden tills denna process hamnar pa ”diagonalen”, t.ex. tillstand (1, 1), kommer
T att vara andlig med sannolikhet 1. Efter den stokastiska tiden 7" kommer Y -
och X-processen att stokastiskt uppfora sig pa samma sétt och darfér har de
tva processerna samma gransfordelning, som saledes ar den stationéra eftersom
fordelningen for Y (¢) ar o for alla ¢.

Betrakta nu den inbdddade hoppkedjan som har stationér férdelning 7. Vi
betraktar tillstand 1, de andra tillstanden behandlas pa samma sétt.

Lat U; vara antal ganger hoppkedjan ar i tillstand ¢ mellan tva besok i
tillstand 1 och lat w; = E(U;). Forvéntade antalet ganger som hopprocessen &r
i tillstand ¢ under denna tidscykel kan enligt ekvation (5.11) pa sidan 34 skrivas
u; = 7; /7. Lat Vi, Va, ...V, vara de tider som den ursprungliga processen
ar 1 tillstand 7 efter de U; olika hoppen in till 7. Lat Z; vara den totala tiden
i tillstand ¢ mellan tva intrdden i 1. Enligt sats 2.6 pa sidan 8 &r E(Z;) =
EQ L Vi) = B(U)E = wl = (7i/71)L, eftersom Vi, Va,..., Vi, alla éir
Exp(g;) och oberoende av U; (foljer av Markovegenskapen). Totala férvéntade
tiden fore aterkomst till tillstand 1 &r dérfor E(Ty) = >, E(Z,) = >, 7;_21@ =

1
77'5;um 77'sum 1 . 1/611
Fa /o G = . vilket ger m = BTy

Totala forvantade tiden i tillstand j mellan tva intrdden i tillstand 1 ar

enligt ovan E(Z;) = L /4. Tsum 1o vilket skulle visas. O
145 Tsum  T1 /ql qQ ™

Fragan om periodicitet dyker aldrig upp i det kontinuerliga fallet. Det

forenklar studiet av en Markovprocess asymptotiska upptriadande.

Om antalet tillstand &r oéndligt, &r en irreducibel Markovkedja inte sékert
ergodisk, utan vi har féljande motsvarighet till sats 5.6 pa sidan 42.

Sats 6.9 Lat Q vara intensitetsmatrisen till en irreducibel, requljar Markov-
process. Betrakta foljande ekvationssystem dar @ = (xg, x1,...).

xQ =0

. (6.39)
;>0 1=0,1,...

Da gdller
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a) Om (6.39) har en lésning sadan att

0< sz < 00 (6.40)
i=0

sa har Markovprocessen en entydig stationdr fordelning som ges avw = (71, Ta, . . .

ddar
X

Z?io L

Markovkedjan dr ergodisk med grdinsfordelning som ges av .

T, =

(6.41)

b) Om (6.39) har en losning som satisfierar

i=0
sa finns ingen stationdr fordelning och kedjan dr inte ergodisk.
Bevis. Visas ej, men notera att satsen ar néstan ordagrant lika med motsva-

rande sats i diskret tid; ersédtt matrisen P — I med Q.

Precis som i fallet diskret tid, kan man i satserna 6.7 pa sidan 64 och
6.8 pa foregaende sida ersétta villkoret ”andlig Markovprocess” med " positivt
rekurrent Markovprocess”, d.v.s. att forvantad aterkomst till ett tillstand ar
andligt. Dessutom géller att en process &r positivt rekurrent om den ar reguljar
och har en stationér férdelning.

6.8 Fodelse-dods-processer

Definition 6.8 En fodelse-dods-process { X (¢);t > 0} med fodelseintensiteter

Aos A1, ... och dodsintensiteter puq, po, ... dr en Markovprocess med dvergangs-
tensiteter )
i, j=i+1,i=0,1,2,...
i, j=i—1,i=12...
Gij =8 —Ni— i, j=i,0=12,...
o, i=j7=0
0, annars,

\

d.v.s. dess intensitetsmatris Q dr given av

—Xo Ao 0 0 0
J251 —()\1 + ,u1) /\1 0 0
Q=10 H2 — (X2 + p2) A2 0

0 0 H3 —(A3+p3)  As
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X(t)

Figur 6.6: lllustration av en realisering av en fodelse-dods-process.

En fodelse-dods-process ér saledes en Markovprocess som hoppar precis ett
steg upp eller ned. Processen illustrerad i figur 6.6 &r ett exempel pa hur en
realisering av en fodelse-dods-process kan se ut. Namnet fodelse-dods-process
kommer av att processen har anvéints for att beskriva populationers utveckling.
Ett hopp uppat svarar mot att en individ fods och ett hopp nedat mot att
en individ dor. Vi kommer ibland att kalla uppathoppen for “fiédelser” och
nedathoppen for "dddslar”.

Processens uppforande kommer naturligt nog att bero pa forhallandet mel-
lan fodelse- och doéds-intensiteterna. Det kommer att visa sig lampligt att de-
finiera
DY VRS W

i1 H e

Vi sag tidigare att en fodelseprocess kan explodera. En fodelse-déds-process
kan ocksa vara irreguljéar och explodera. Antag att processen startar i tillstand
0 och lat t,, vara forviantad tid tills processen for forsta gangen nar vérdet n.
Om vi sétter to = lim,, . t, ar ett noédvindigt och tillrackligt villkor for att
processen skall vara reguljér, att t., = oo, jamfor fodelseprocessen sidan 62.

po=1 och p,=

Sats 6.10 Lat t,, vara forvintad tid tills en fodelse-dédsprocess nar tillstand
n, givet start i tillstand 0. Da dr

i
D)

k
1
tn = )\—Zp] (6.43)

0 7=0

b
Il

Bevis. Vi gor om tillstand n till ett absorberande tillstand och later t;, vara
forvantad tid tills absorption, givet start i tillstand 7, ¢ < n. Absorptions-
tidsekvationerna (6.32) ger i detta fall

ton = L +1
On—)\o 1in
1 i i , (6.44)
lin = + tivin + ticin,2=1,2,....,n—1 :
Nt Nt N
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Genom insdttning kan man efter en del rdknande verifiera att

n—1 k
to = -1 6.45
kz:: Akﬂk ; (o4
ar 1osning till (6.44). Satt i=0 och beviset &r klart. O

Om nusumman » -, /\klpk > j—o p; ir dndlig nar man under dndlig férvéntad

tid odndligheten, och vi har féljande sats.

Sats 6.11 FEn fodelse-ddods-process dr requljir om och endast om

Y-S (6.46)

divergerar.

Exempel 6.9 Antag att alla fodelseintenstiteter dr \ och alla dodsintensiteter
ar p. Da #r pp = (2 ) Omx—ﬁsaerhallerwforx;él

[e'S) k [%S) k
1 1 _k ;
DR S D SO I
k=0 7=0 k=0 7=0
1 1
—k k+1 —k
=— Y z"(1—2x = — x " —x| (6.47
A(l—x)z ( ) A|1_96|2:! | (6.47)
k=0 k=0
vilken divergerar eftersom termerna inte gar mot 0. Om x = 1 finner man l&tt
att summan blir > "7 kj\rl vilken naturligtvis ar divergent. For alla A och p &ér
saledes processen reguljar. O

Vi ska nu betrakta gréansfordelningar i fodelse-dods-processer.

Sats 6.12 En fédelse-dods-process dir alla fodelse- och ddds-intensiteter dr
positiva dr requljir och ergodisk om och endast om

}E:/% < 0 (6.48)
i=0
och
P = 00 (6.49)
P Aipi - '

Den asymptotiska fordelningen dr lika med den stationdra som dr
Pi

Z;ﬁo pj’

Om tillstandsrummet ar andligt, {0,1,. .. ,N}, dr processen reguljir och med en
asymptotisk fordelning som ges av (6.50) dir niamnaren ersatts med en dndlig
summa y_;_q pj-

Anm: Det &r villkoret (6.48) som &r det vésentliga. I alla realistiska fall &r
reguljaritetsvillkoret (6.49) uppfyllt.

T =

(6.50)
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Bevis. Den asymptotiska fordelningen ges av den stationéra. Balansekvatio-
nerna w@Q = 0 blir, explicit utskrivna,

0= —Aomo + pa71,

0= N—1mic1 — (N + )™ + pipamigr fori=1,2,...

Fori=1 fas

0= Nomo — (A1 + p1)m1 + pam
= AoTlo — M1 — AT + flaTa = — A1 + laTo

Betraktar vi nu ¢ = 2,3, ..., sa far vi foéljande forenkling:
)\iﬂ'i = Mi+1T541, 1= O, 1, e (651)

Vi far av detta
Aic1
Aic1 Aiz2
= Ti—2
i fhi—1
Aic1 ANi—2 Aizs

= mi-3
Hi Hi—1 i—2

T, = Ti—1

Aic1 Aic2 Aiss Ao
= ©rr—To = PiTo
Mg hi—1 Hi—2 H1

Detta ger, da pg = 1, att

1 :Zﬂ-i :Wozpi.
=0 =0

Satter vi samman detta med m; = p;mg sa foljer 6.50.
Omnu ) .2, p; < A < oo sa far vi att

00 00 k 0o
Z Ak Pk Z )\kpk ;0 ; )\kpk

k=0 k=0

av vilket man finner att mellanledet divergerar om och endast om Y7

p
divergerar, vilket var villkoret for att processen skulle vara reguljar enligt sats
6.11.

Om tillstandsrummet ar dndligt, E = {0,1,...,N} & p; = 0 om i > N.
Processen alltid reguljar och har en asymptotisk fordelning, vilket framgar av
den allménna satsen 6.8. O

Vi har tidigare nagot litet diskuterat de villkor som man behover ligga pa en Markov
process for att undvika (onédiga) komplikationer, d.v.s. for att det ska finnas en unik losning
till bakat- och framatekvationerna eller for att processen ska varar reguljir. Vi ska hir
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nagot mer diskutera dessa villkor for en fodelse-och-dédsprocess déar alla fodelse- och dods-
intensiteter &r positiva sa att processen &r irreducibel.

Antag att Q #r given. Da finns en entydigt bestdmd 6vergangsmatris P(t) som uppfyller
bakat- och framatekvationerna om och endast om

o0 o0 1
pi + =00
; ; Aipi

I fortséttningen forutsitter vi att detta villkor dr uppfyllt.
En fodelse-och-dédsprocess ér rekurrent, d.v.s. aterkommer med sannolikhet 1 till ett
tillstand, om och endast om

=0 /\zpz

En fédelse-och-dédsprocess dr positivt rekurrent, d.v.s. ergodisk, om och endast om

sz<oooch Z

=0

/\1p1
Detta visste vi ju redan fran Sats 6.12 pa sidan 68. De forviantade tiderna mellan
aterbesok till ett tillstand ar dndliga.

En fodelse-och-dédsprocess dr nollrekurrent, d.v.s. aterkommer till varje tillstand med
sannolikhet 1 men efter forvintad oéndlig tid, om och endast om

sz oo och Z)\p

=0

En fédelse—och—dédsprocess dr transient om och endast om

sz—oooch Z/\p

Om en fédelse—och—dédsprocess dr transient sa ”forsvinner den ut i ofindligheten”. Detta
kan den gora pa tva olika sdtt. Antingen ”exploderar” den vilket innebér att processen blir
odndlig redan inom &ndlig tid eller ocksa "glider” den ut i odndligheten. I det forsta fallet
ar processen ej reguljér.

Om slutligen

sz<oooch Z

/\1/)1

sa ar processen irreguljar och det finns ingen entydlg 16sning till framat- och bakatekva-

tionerna.

Exempel 6.10 Antag som i exempel 6.9 pa sidan 68 att fodelseintensiteterna
respektive dodsintensiterna &r konstanta, A; = A och u; = p alla 7. Da ar
pi = (%)’ och vi erhaller

P g = z;(‘;i);g)j - (3)(1 - %)

om A < p. Gréansfordelningen ar Ge(l — ;) Om A > pu, konvergerar inte

O

summan » - j—o Pj och processen ér inte ergodisk. Om A > 1 driver processen
mot odndligheten och om A\ = p fluktuerar den allt starkare.



Kapitel 7

Koteori

7.1 Inledning

Koteori, eller ”teorin fér masservice”, ér en livaktig gren av den tillampade
matematiska statistiken. Dess grundidé kan kortfattat beskrivas pa foljande
satt:

e Kunder kommer till ett betjdningsstille med en intensitet A, d.v.s. i
genomsnitt kommer A kunder/tidsenhet.

Kunderna kan tvingas vénta, och bildar da en ko eller limnar systemet.

Kunderna betjinas, och detta tar i genomsnitt b = 1/ tidsenheter.

e Kunderna ldmnar betjdningsstéllet.

Grundidén illustreras i figur 7.1.
Innan vi borjar diskutera de olika delarna av grundidén sa ger vi nagra
exempel, vilka vi ska aterkomma till.

Exempel 7.1 (Kunder i en kiosk) Antag att n personer per tidsenhet gar
forbi en kiosk. Det ar inte viktigt for den fortsatta diskussionen att antalet
personer per tidsenhet ar deterministiskt, men vi gor detta antagande for att
inte komplicera resonemanget.

Antag nu att var och en av dessa personer bestdmmer sig for att handla i
kiosken oberoende av varandra och med sannolikheten p. Oberoendet verkar
vara ett rimligt antagande, atminstone om vi bortser fran att personer kan
komma i séllskap och darfor paverka varandra. En annan invandning kan vara
att om manga personer under kort tid, av slumpmaéissiga skél, har bestamt sig

Ankomstprocess

. . ko —_— betjdning —_—
med intensitet \

Figur 7.1: llustration av ett kosystem.

71
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for att handla sa har det bildats en ko utanfor kiosken. En person som kommer,
och som egentligen vill handla, kanske avstar fran detta da han ser koén. Vi
bortser for tillfallet d&ven fran dessa invandningar.

Det slumpméssiga i ankomsterna ér saledes huruvida en person — en ”po-
tentiell kund” — bestdmmer sig for att bli en kund. Under ett tidsintervall av
langden t har vi nt potentiella kunder. Lat N; vara antalet av dessa som blir
(riktiga) kunder. Under vara antaganden géller att N; ar Bin(nt, p)-fordelad.
(Vi forutsétter att ¢ dr valt sa att nt dr ett heltal.) Om nu n &r stort och p
ar litet och om np = \ sa géller det att N; ar approximativt Po(At)-fordelad.
Ska vi vara lite matematiskt strikta sa antar vi att n — oo och p — 0 pa
sadant sétt att np — A. Antalet kunder som kommer under olika (disjunk-
ta) tidsintervall &r oberoende stokastiska variabler, eftersom olika potentiella
kunder blir kunder oberoende av varandra.

Lat nu N(t) vara antalet kunder som kommer till kiosken under tidsin-
tervallet (0,¢]. Enligt definition 6.5 pa sidan 57 &r N = {N(t),t > 0} en
Poissonprocess med intensiteten A. Vi har under vara antaganden, som verkar
ganska rimliga, en situation dar ankomstprocessen &r en Poissonprocess.

Om en kund har tur sa finns det inga andra kunder i kiosken och kunden
blir genast betjinad. Befinner sig ddremot en kund i kiosken sa far var kund
snallt vanta tills denna kund &r betjanad. Finns det flera kunder sa forutsétter
vi att dessa har bildat en k6 och att var kund stéller sig sist i kon. Nagon
annan koordning i denna situation torde stélla till brak.

Tiden det tar for en kund att bli betjanad beror pa en méngd faktorer: vad
kunden vill kopa, hur snabb kunden och expediten ér osv. Vi beskriver dérfor
kundens betjiningstid med en stokastisk variabel U med férdelningsfunktion
B(u) = P(U < w). Vidare antar vi att olika kunders betjéningstider beskrivs
av oberoende stokastiska variabler som alla har samma férdelning B. Vad som
ar ett rimligt antagande om fordelningen B ar inte alls 1att att sdga. Vi kommer
dock ofta — nédstan alltid — att anta att U &r exponentialférdelad. Skélet till
detta antagande &dr att den matematiska analysen blir kraftigt forenklad.

Fragor som &r intressanta kan t.ex. vara:

Behover en kund koa?

Hur ldnge behover en kund koa?

Hur lang tid tar hela kioskexpeditionen?

Hur lang &r kon?
O

Exempel 7.2 (Kunder i en stor affir) I exempel 7.1 underforstod vi att
det bara fanns en expedit eller betjaningsstation. In en storre affar finns det
forhoppningsvis flera. Vi tanker oss att ankomstprocessen, precis som i exempel
7.1, &r en Poissonprocess med intensiteten A. Det vanliga i en affar &r att det
finns nummerlappar, vilket gor att dven kéordningen blir som i exempel 7.1.
Skillnaden &ar att vi nu har flera betjaningsstationer.
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I vissa fall kan man ha en ko till varje expedit, t.ex. i dldre postkon-
tor och systembolag. Om en kund viljer ko slumpmaéssigt och aldrig byter
ko sa ar vi tillbaka i exempel 7.1 for varje betjaningsstation. Om vi har ¢
betjaningsstationer sa dr ankomstprocessen till varje betjaningsstation en Pois-
sonprocess med intensiteten A/c. Man kan vidare visa — detta dr en av Pois-
sonprocessens manga speciella egenskaper — att de ¢ ankomstprocesserna ar
oberoende.

I verkligheten viljer nog inte kunderna ko slumpméssigt utan forsoker
bedéma vilken ko som &r snabbast. Vi har vil alla erfarenhet av att vi forsokt
véalja k6 och haft otur! O

Exempel 7.3 (Akutmottagning pa sjukhus) Vid en akutmottagning pa
ett sjukhus finns det i regel flera ldkare och vi kan betrakta mottagningen som
ett betjaningssystem med c¢ betjianingsstationer. Om vi bortser fran storre olyc-
kor, da flera patienter kan komma samtidigt, dr det nog rimligt att &dven hér
anta att ankomstprocessen ar en Poissonprocess med intensiteten . I detta
sammanhang ar det lampligt att uppfatta patienter som kunder; ett synsétt
som ju dessvarre for ndarvarande dven dr politiskt gangbart. Kéordningen ar
dock lyckligtvis annorlunda. Nér en patient kommer gors en forsta preliminér
bedémning av patientens tillstand, och denna bedémning bestdmmer den vi-
dare behandlingen av patienten. Patienter i behov av mycket akut vard far ”ga
fore” i kon.

Man brukar i sadana fall tala om prioriterad ko. O

Exempel 7.4 (Telefonsamtal) Sverige har en lang tradition av forskning
och utveckling i samband med teletrafik. En privatpersons telefon kan betrak-
tas som ett betjaningssystem med en betjdningsstation. Ankomstprocessen
bestar av de personer som ringer och betjdningstiden svarar mot ldngden av
ett telefonsamtal. Nar en person, kund, ringer sa kan tre saker intréffa: ingen
svarar, samtalet kommer till stand eller det &r upptaget. Vi bortser tills vidare
fran fallet att ingen svarar. Man vet att langden av telefonsamtal vl beskrivs
av exponentialférdelningen. Skillnaden mot exempel 7.1 ar framst att ingen ko
kan bildas. En person som far upptagetsignal lagger pa och ”férsvinner”. Vi
talar i detta fall om ett forlustsystem eller ett system utan ko.

Situationen som vi har beskrivit kan ses som den klassiska for teletrafik, och
vi kan numera ténka oss flera modifieringar. En forsta modifiering, som dock
inte har med modern teknik att gora, &r att abonnenten &r en familj. Forutom
mojligheterna ingen svarar, samtal kommer till stand eller att det &r upptaget
finns nu mojligheten att den som soks inte dr hemma. Den typen av samtal &r
ur teletrafiksynvinkel ”lyckade” samtal, men de kan ses som samtal ”som inte
kommit till stand” eller korta samtal. Man vet att uttalandet om att langden
av telefonsamtal ar exponentialfordelade egentligen géller samtal som kommit
till stand eller, annorlunda uttryckt, att korta samtal ar ” 6verrepresenterade”.
En annan komplikation &r att olika familjemedlemmar kan ha olika telefon-
kultur. Aven om varje familjemedlem talar exponentialférdelat linge, sa kan
medlemmarna ha hogst individuella vinteviarden fér samtalsldngden.
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Det utbredda (miss)bruket av telefonsvarare medfor nog att korta ”samtal”
blir ytterligare Gverrepresenterade. Mojligheten till automatisk ateruppring-
ning som AXE-vixlarna ger innebdr — matematiskt sett — en komplikation.
Denna mojlighet innebér att det bildas ett beroende mellan avslutandet av ett
samtal och ankomsten av ett nytt samtal.

En mera langtgaende modifiering &ér att betrakta en foretagsvixel som har
flera ingaende linjer. Forst om alla linjer &r upptagna sa kommer samtalet inte
till stand. Vissa véxlar, ett typexempel &r tidsbestéllningen till bilprovningen,
har ett visst antal aktiva linjer men dessutom ett ”véntrum”. I praktiken in-
nebéar detta att man antingen direkt far tala med en person eller att man far
svar av en telefonsvarare som meddelar att det finns samtal fore och att man
star i ko. O

7.1.1 Kendalls beteckningssystem

Ofta beskriver man kortfattat ett kosystem med Kendalls beteckningssystem:
A/B/e,
déar
A anger ankomstprocessen;
B anger betjaningstidsfordelningen;

¢ ar antalet betjaningsstationer.

Ankomstprocessen:

Ankomstprocessen dr en punktprocess, d.v.s. en stokastisk beskrivning av hur
kunder kommer till systemet. I en Poissonprocess med intensitet A dr avstanden
mellan héndelserna — kunderna — oberoende och Exp(\)-fordelade. Vi kommer

att beteckna fordelningsfunktionen for handelseavstanden i en fornyelseprocess
med A(t).

M anger att ankomstprocessen dr en Poissonprocess, d.v.s. tiderna mellan
ankomster dr oberoende, med samma exponentialférdelning. Bokstaven
M betyder ”Markov”. Poissonprocessen ar ju en Markovprocess!

D anger att ankomstprocessen ér deterministisk, d.v.s. det finns ingen slump
i hur kunderna kommer,

G1I star for ”general independent” och innebér att ankomstprocessen ar en
fornyelseprocess, d.v.s. tiderna mellan ankomster &r likaférdelade och
oberoende,

G star for "general” och innebédr att ankomstprocessen &r en godtycklig
punktprocess.
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I vara inledande exempel var det rimligt att anta att ankomstprocessen
ar en Poissonprocess. En naturlig invéindning mot detta antagande i exempel
7.1 pa sidan 71 &r att antalet personer som gar forbi kiosken per tidsenhet
varierar med tiden. I verkligheten har vi sdkert en hogst pataglig dygnsvari-
ation — det &r ju mycket vanligt att man passar pa att handla i en kiosk pa
vag till eller fran arbetet. Tar vi hdnsyn till detta sa borde vi lata ankomst-
processen vara en inhomogen Poissonprocess, se slutet avsnittet om Poisson-
processer. A andra sidan kan man tycka att denna variation #r férhallandevis
langsam i forhallande till slumpvariationen. Vi kommer alltid att forutsétta
att vi betraktar kosystemen under sa pass begriansad tid att vi kan bortse fran
dygnsvariation och liknade typer av sdsongsvariationer.

Fornyelseprocessen dr en mycket populér generalisering av Poissonproces-
sen. Detta géller inte bara inom koteori utan inom en méngd olika modeller dar
Poissonprocessen kan ses som den "forsta” ansatsen. Skélet ar nog till stor del
att man ofta kan genomfora en sadan generalisering utan att pa ett fundamen-
talt sétt fordndra den matematiska analysen. Det finns dock l6mska fallgropar
eftersom Poissonprocessen har manga speciella egenskaper. Det &r inte ovan-
ligt 1 tillampade uppsatser att nagot — mer eller mindre explicit — antagande
gbrs som innebér att fornyelseprocessen i sjilva verket dr en Poissonprocess.
I kbsammanhang kan man nog sédga att fornyelseprocessen kan vara en hogst
relevant generalisering i ”tekniska” sammanhang men kanske inte i lika hog
grad for "ménskliga” koer. Ett sadant tekniskt fall kan vara enheter pa ett
lopande band som i vissa fall kommer (néstan) deterministiskt. Detta svarar
da mot att hindelseavstanden dr enpunktsfordelade, d.v.s. att

<t<d
A(t) = 0 om0<t<
1 omt>d,

dér d ar avstandet mellan enheterna.

Vi kan inom ramen fér denna kurs egentligen inte alls ga in pa fallet med
allmén ankomstprocess, d.v.s. da ankomstprocessen ar en godtycklig punktpro-
cess. Vi ska dock i exempel 7.5 betrakta en, kanske inte helt serios, situation
dér ankomstprocessen nog borde uppfattas som en punktprocess av annan typ
an en fornyelseprocess.

Exempel 7.5 (Kunder i paraplyaffir) Lat oss betrakta en affar pa en tu-
ristort som mest séljer paraplyer. Skélet till att vi véljer en turistort ar att vi
nog i stort sett kan bortse fran dygnsvariationen. Intresset for att kpa paraply-
er dr nog ddremot hogst beroende av om det regnar eller ej. Under en dag med
omvéxlande skurar och solsken ar det dérfor rimligt att tdnka sig att ankomst-
processens intensitet kraftigt varierar med védret. En enkel och naturlig modell
kan vara att lata ankomstprocessen vara en Poissonprocess med intensitet A,
da solen skiner och med intensitet A\, da det regnar dar A, ar visentligt storre
an Ag. Detta innebér saledes att ankomstprocessen ar en inhomogen Poisson-
process dér intensitetsfunktionen A(¢) hoppar mellan A; och .. Problemet &r
nu att beskriva intensitetsfunktionen. Eftersom variationen mellan sol och regn
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svarligen beskrivs deterministiskt &r det naturligt att uppfatta A(t) som utfall
av en stokastisk process. Detta innebér att vi forst genererar ett utfall A\(¢) av
en intensitetsprocess och att detta utfall sedan anvinds som intensitetsfunk-
tion i en inhomogen Poissonprocess. En punktprocess uppkommen pa detta
sitt kallas en Coxprocess eller en dubbelt stokastisk Poissonprocess. O

Coxprocesser en mycket viktig klass av punktprocesser. Denna klass av proces-
ser anvands t.ex. inom teorin for optiska signaler. Den underliggande intensi-
tetsprocessen dr da av helt annan typ én i exemplet. Vi ska dock inte férdjupa
oss 1 dessa processer.

Betjaningstidsfordelning:

Inom ramen for detta beteckningssystem forutsétter vi att olika kunders betja-
ningstider beskrivs av oberoende stokastiska variabler som alla har samma
fordelning B och att dessa tider &ven dr oberoende av ankomstprocessen.

M anger att betjaningstiderna ar exponentialférdelade. Bokstaven M bety-
der, liksom for ankomstprocessen, ”Markov”. Det markovska med expo-
nentialférdelningen &r ju att den saknar minne.

G star for "general” och innebér att betjaningstiderna har en godtycklig
fordelning B. Ett specialfall ar

D som innebér att betjaningstiderna ar deterministiska, d.v.s. att B &r en
enpunktsfordelning.

Vi paminner om diskussionen i exempel 7.1 pa sidan 71 angaende valet av
betjaningstidsfordelning.

Antal betjianingsstationer:

Vi kommer bara att betrakta fallet med en eller flera betjéningsstationer, som
arbetar parallellt och med samma férdelning for betjéningstiden. Antalet sta-
tioner betecknas med c. Figur 7.2 illustrerar detta for ¢ = 6.

Det finns ytterligare nagra egenskaper hos ett kosystem, som ibland bakas in
in Kendalls beteckningar.

Koordning:

Vanligast dr FIFO (first-in, first-out), eller ordnad ko, och det &ar det som
vi skall betrakta hér. Varianter finns, tex parallella koer (post), prioritering
(akutmottagning pa sjukhus). I datorsammanhang férekommer FILO (first-in,
last-out) och slumpmaéssig ordning.
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Figur 7.2: Illustration av ett betjéaningssystem med 6 stationer, fér 3 resp. 8
kunder i systemet. En kund &r markerad med o.

Andligt vintrum:

Det finns vidare mojligheten att kunder lamnar systemet, utan att bli betja-
nade: Vantrummet &ar fullt! Vi ska endast betrakta forlustsystem som innebér
att en kund ldmnar systemet om inte betjdning kan ske omedelbart. Ett ty-
piskt exempel pa detta ar telefonsamtal till privatpersoner som diskuterades i
exempel 7.4 pa sidan 73.

7.1.2 Beteckningar

Den langa lista av beteckningar som kommer kan nog vid forsta dgonkastet
verka lite avskrickande. En forstagangslédsare rekommenderas att 6gna igenom
listan och sedan anvénda den som referens nér beteckningarna dyker upp.

Vi forutsétter att inblandade grénsvarden existerar.

X (t) = antalet kunder i systemet vid tid ¢.

En realisering av X (¢) kan illustreras av figur 6.6 pa sidan 67. Tolkningen
av en "fodelse” ar att en kund kommer och av en 7dod” att en kund lamnar
systemet. Vi har ddrmed inte sagt att X (¢) dr en fodelse-dods-process, d.v.s.
en Markovprocess, dven om det ar detta fall som vi framst ska betrakta.

((t) = EIX(t)].

(= tlirgo 0(t).

pi = lim P(X(t) = i)

X,(t) = antalet kunder i kén vid tid ¢.

lq(t) = E[X,(1)].

b, = tlirgo 0,(1).

U, = n:te kundens betjaningstid.

B(t) = P(U,, <t) = betjéningstidens férdelningsfunktion.
@, = n:te kundens kotid.

S, = @, + U, = n:te kundens tid i systemet.
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Gy(1) = nhg)lo P(Q, <T).
G(T) = Tim P(S, <71).

Lat @ vara en s.v. med fordelningsfunktion G,(7), U en stokastisk variabel
med fordelningsfunktion B(t), oberoende av ), och S = Q + U.

w, = E[Q] = forvintad kotid.

b = E[U] = forviantad betjéningstid.

i = 1/b = betjéningsintensitet.

w = F[Q + U] = forvintad tid i systemet.

7.2 Littles formel

Vi antar nu att de olika kundernas betjéningstider &r oberoende och likafor-
delade s.v., och dessutom oberoende av ankomstprocessen. Vi betraktar nu ett
system med c¢ parallella betjaningsstationer, och definierar

A
trafikintensiteten (betjaningsfaktorn) p = —. (7.1)
cp

Trafikintensiteten ar ett matt pa belastningen av systemet, och vi forutsétter
att p < 1. Detta innebédr att det inte kommer flera kunder dn systemet "tal”,
och &r ett nodvandigt villkor for att kon inte ska ”explodera”.

Vi kommer att tala om "mycket allmédnna villkor”. Detta innebar, pa det
stora hela, att resultaten géller for ett G/G/c-system.

Det &r egentligen tva krav som behovs.

Dels kommer vi att forutséitta att systemet befinner sig i stationéirt tillstand. For att
uppna detta maste vi anta, som vi gjort, att p < 1. Vidare maste inprocessen vara, mer
eller mindre, stationdr. Matematiskt betyder det att inprocessens stokastiska egenskaper
inte far bero ”fér mycket” av hur den startar. Enklast &r ju att forutsidtta att inprocessens
egenskaper inte alls beror av startséttet, vilket vi gor i resonemanget, men da ”straffar vi
ut” GI/G/c-systemet som é&r tillatet. I praktiken innebér detta att vi inte tillater trender
eller sdsongsvariationer i inprocessen.

Det andra kravet &r ett ”ergodicitetsvillkor”. Detta innebédr (néstan) att inprocessens
stokastiska egenskaper pa intervall som tidsméssigt ligger langt ifran varandra &r obero-
ende. Mera precist innebér ergodicitet att ”tidsmedelvirden” konvergerar mot ”rumsme-
delvarden”.

Vi ska ldngre fram nagot lite aterkomma till dessa tva krav.

Antag nu att en kund kommer till systemet, som befinner sig i stationért
tillstand. Nar denna kund, efter i genomsnitt tiden w,, koat fardigt och borjar
betjénas, sa har alla kunder som star i kon kommit under denna kunds kotid.
I genomsnitt har da w,A kunder kommit. Detta leder till Littles formel:

Under mycket allmdnna villkor gdller: £, = wy.

Antag att ¢ = 1, d.v.s. vi har bara en betjdningsstation. Eftersom alla
kunder som kommer till systemet dven limnar det, sa maste utprocessen ha
intensitet \. Betjdningsstationen har dock, nir den arbetar, "utintensiteten”
i Detta ger

)\:pO-O—i—(l—pO)-,u



7.2 Littles formel 79

eller R
sannolikheten att betjaning pagar =1 —p, = — = p. (7.2)
]

Vi kan nu formulera foljande sats, vars vits dr att om vi lyckats berdkna nagot
av de grundldggande véintevérdena ¢,, ¢, w, eller w, sa kan vi l&tt bestimma
de andra.

Sats 7.1 Under mycket allmdnna villkor gdller:

C=1U,+cp (7.3)
14

Wy = Xq (7.4)
14

Heuristiskt bevis. (7.4) dr Littles formel. For att visa (7.3) generaliserar vi
resonemanget som ledde till (7.2) i fallet ¢ = 1. Detta ger

A = forvéantat antal kunder som betjénas - p,

eller \
forvantat antal kunder som betjinas = — = cp.
L

Detta ger
¢ ={,+ forvintat antal kunder som betjanas = ¢, + cp,

vilket dr (7.3). Vidare foljer fran (7.3) och (7.4) att

1
Ezﬁq—i—cp:)\wq—l—é:/\-(wq—i——):)\-w,
H H

d.v.s. (7.5). O

I strikt matematisk mening har vi inte bevisat sats 7.1, vilket ju bland
annat hade kravt att vi ordentligt hade angett vad vi menar med ”mycket
allménna villkor”. Vi ska dock, med direkta rikningar, i avsnitt 7.3.1 pa sidan
80 wvisa att sats 7.1 géller i ett M /M /1-system.

Man bor observera att sats 7.1 behandlar kons stokastiska egenskaper da den befinner
sig 1 stationdrt tillstand med avseende pa tiden. Dessa &r, i denna allménna formulering,
inte nodvéndigtvis desamma som de egenskaper som méoter kunderna da de kommer. For att
vara mera precisa, sa betraktar vi X (¢) vid de tidpunkter da kunder kommer till systemet.
Lat Ty, T5, ... vara dessa slumpmaissiga tidpunkter, och sétt

Y, = X(T,, — 0),

d.v.s. antalet kunder i systemet da den n-te kunden kommer. Istéllet for att betrakta kon
efter lang tid kan vi betrakta den efter att manga kunder har kommit, d.v.s. vi betraktar
Y,, i dess stationira tillgténd. Medelantalet kunder i systemet som en ankommande kund

méter dr da lim,, o, F[Y,,]. Man talar ibland om tidsstationdrt tillstand respektive kundsta-
tiondrt tillstand beroende pa om man betraktar X (¢) eller Y;,. Sats 7.1 behandlar saledes
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det tidsstationéra fallet. Da ankomstprocessen dr en Poissonprocess sa ¢verensstimmer des-
sa tva fall. Detta beror av att Poissonprocessen har oberoende ckningar. I ett system med
en annan ankomstprocess behdver man dock skilja pa systemets stokastiska egenskaper vid
godtyckliga tidpunkter och dess egenskaper da kunder ankommer. Vi ska nagot aterkomma
till denna distinktion i avsnitten 7.4.1 pa sidan 99 och 7.5 pa sidan 101.

Efter definitionen (7.1) av trafikintensiteten sa ndmnde vi att p dr ett matt
pa belastningen av systemet. Belastningen kan i fallet ¢ = 1 tolkas som sanno-
likheten for att betjaningsstationen arbetar och for ¢ > 1 som den forvéntade
proportionen av betjaningsstationerna som arbetar. Eftersom ”antalet kunder
som betjdnas” och ”antalet betjaningsstationer som arbetar” dr samma sak sa
foljer det av (7.2) och (7.3) att denna tolkning, eller definition, &r likvardig
med (7.1).

7.3 Markovska koer

Ett kosystem kallas en markovsk ké om X (t), d.v.s. antalet kunder i systemet
vid tid ¢, &r en Markovprocess. I alla vara tillimpningar kommer i detta fall
X(t) att speciellt vara en fodelse-dods-process. Som vi tidigare ndimnt svarar
en "fodelse” mot att en kund kommer och en ”"déd” mot att en kund lamnar
systemet.

I en markovsk ko &r tiderna mellan dndringar i tillstandet, d.v.s. mellan
hopp i1 X (t), exponentialfordelade. Detta géller ju for alla Markovprocesser, se
sats 6.2 pa sidan 49.

7.3.1 M/M/1-system

Detta ér det enklaste, och kanske mest grundldggande kosystemet. Vi paminner
om att ett M /M /1-system innebér att kunder kommer enligt en Poissonprocess
med intensitet A och att betjdningstiderna &r oberoende Exp(u)-fordelade sto-
kastiska variabler som dessutom ar oberoende av ankomstprocessen. Féljande
sats dr grundliggande for var analys av M /M /1-system.

Sats 7.2 Antalet kunder i ett M /M /1-system, X (t), dr en fodelse-déds-process
med fodelseintensiteter

Ao = A1 = ... =\ (ankomstintensiteten)

p1 = pe = ... = p (betjaningsintensiteten).

Bevis. Satsen foljer av sats 6.2 pa sidan 49 som beskriver allmént hur en Mar-
kovkedja kan uppkomma. Vid varje tidpunkt ¢ véntar processen { X (¢);t > 0}
pa att en kund anlénder eller att en forsvinner. I det forsta fallet 6kar processen
med vérdet ett, i det andra minskar processen med virdet ett. Intensiteterna
for dessa héandelser ar A\ respektive p. a
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Vi paminner om att trafikintensiteten p i detta fall med en betjaningsstation
ar definierad av

p=—.
"

Sats 7.3 Antalet kunder i ett M /M /1-system, X (t), har en grinsfiordelning
om och endast om
p <1

I detta fall gdller
p,=p"1—=p), forn=01,..., (7.6)

d.v.s. antalet kunder i systemet, ndr detta befinner sig i stationdrt tillstand, dar
geometriskt fordelat.

Bevis. Detta foljer av exempel 6.10 pa sidan 70. O

I resten av detta avsnitt later vi X vara en stokastisk variabel vars fordelning
ar given av (7.6).
Betrakta nu X, (¢) = antalet kunder i kén vid tid ¢. Det &r ldtt att inse att

X, (1) = 0 om X(t) =0 eller 1
71X (#) =1 annars.

P& motsvarande satt bildar vi den stokastiska variabeln

B 0 om X =0eller 1
7 )X -1 annars.

Sats 7.4 I ett M/M/1-system giller

(= E[X]= % VIXI = 5 _pp)2
och
b= BlX) =7 vixg) = HEEEE)

Bevis. Eftersom X ar Ge(1—p) ar X +1 ffg(1 —p) och E(X) = ﬁ -1=:5
och V(X)=V(X+1)= #, se (2.4) pa sidan 7.
Vidare giller

P(X;=0)=P(X =0)+ P(X =1) =py+p =1 p* och

vilket ger
2

ElX,] = Zipi—i-l = pE[X] = 1—p
i=1

och )
p (1+p)

BIX;] = pBIX? = F
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21 4 21 2
:V[Xq]:p(ﬂ;)_ p 2:p(+p 2[))
(1=p? (1=p) (1=p) .
Vi kan observera att
2 2 2 2
p o p=p+p* p—p p
g: = = = g
1—p 1—p 1—p+1—p Pt

vilket dr (7.3) i sats 7.1 pa sidan 79.

Lat oss nu betrakta véntetiden fér en kund som kommer efter lang tid,
d.v.s. da systemet befinner sig i stationért tillstand. Som férut anvander vi
foljande beteckningar:

() = kundens kotid.

U = kundens betjéningstid som &ar Exp(u)-fordelad och oberoende av Q.

S = @ + U = kundens tid i systemet.

G,(r) = P(Q < 7).

G(t) = P(S < 71).

Sats 7.5 [ ett M/M/1-system giller
1
(L —p)
d.v.s. S dr Exp(1/w)-fordelad, och

p (2—p)p
wy = Q) (1= p) vidl (2 (1= p)?
Bevis. Antag att det finns n kunder i systemet, d.v.s. att X = n. Vi paminner
om (den finstilta) diskussionen efter sats 7.1 pa sidan 79.

Betrakta nu en ankommande kund. Da géller att kundens kotid @) &r sum-
man av den aterstaende betjéaningstiden for kunden som betjanas plus de
(n — 1) betjaningstiderna for kunderna i kon. Alla dessa tider &r oberoen-
de och Exp(u)-fordelade. Den totala tiden i systemet S &r dérfor summan av
n + 1 oberoende Exp(u)-fordelade stokastiska variabler. Eftersom det foljer av
(7.6) att X + 1 ar ffg(1 — p)-fordelad sa ger sats 6.4 pa sidan 59 utsagorna
angaende S.

Vi betraktar nu ). Om X = 0 sa blir kunden direkt betjéanad, d.v.s. &ven
@ = 0. Detta sker med sannolikheten p, = 1—p. Om X > 0 sa ér () en summa
av exponentialférdelade variabler. Saledes har ) en blandad fordelning. X
betingat av X > 0 ar ffg(1 — p)-fordelad. Lagen om den totala sannolikheten
ger saledes

w= E[S] = V[S] = w? 1-G(r)=¢T" 1>0,

1—Gy(r)=pe ™, 1>0.

1-=Gy(r)=1—=p)-0+p-(1—-G(r)), forT>0.

For att berdkna w, och V(@) kan man ridkna direkt och utnyttja att E[S] =
pE[Q] och E[S?] = pE[Q?). En lite roligare hirledning — naja, smaken kan ju
vara delad — ar att utnyttja S = Q + U vilket ger

1 p
wq:w——:

o pu(l=p)
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och
1 L (2=pp
VIS|=VIQ+ VU =VIQ =VI|S|- VU= — = ———"—.
)= VIQI+ VIV = VIQ) = VIS = VIU) = S = — 5 = ey
O
Jamfor vi satserna 7.4 och 7.5 sa ser vi att
P S

(I1—=p) pu(l—p)

vilket dr (7.5) i sats 7.1. Pa samma sétt kan vi visa att (7.4) i sats 7.1 géller.
Den fordelningsméssigt enklaste och nog &dven mest intressanta av variab-
lerna X, X,, S och @ ar S, sa lat oss titta lite ndrmare pa den.

Exempel 7.6 (Lunch pa KTH) Vi har nog alla erfarenhet av att det da
och da ar véldigt langa koer vid KTHs lunchstéllen. Det vi ska koncentrera
oss pa hér dr inte om koerna i allménhet ar for langa utan pa att de da
och da &r vildigt langa. Detta kan naturligtvis bero av flera saker, matsedeln
som kan paverka bade A och pu, tidpunkten bade under dagen och under aret,
osv. Forutom variation i parametrarna sa finns det en pataglig slumpméssig
variation. Detta ar sérskilt patagligt for oss som éter pa Drottning Kristina
pa torsdagar. Under vintern serveras dér alltid drtor och pannkaka, som upp-
enbarligen ar en mycket populdar kombination. Vi pa matematisk statistik har
med viss irritation insett att vi inte alls kan forutse hur lang koén ska vara. Vi
forsoker naturligtvis vélja tidpunkten lampligt, speciellt under ldsperioderna.
Trots detta misslyckas vi. Forklaring torde — forhoppningsvis — vara den stora
slumpmaéssiga variationen. Lat oss anta att kon beskrivs av ett M /M /1-system.
Detta stammer naturligtvis inte riktigt, géster kommer ofta i séllskap vilket
motsédger Poissonankomster och sédkert ar inte tiden det tar att ldgga upp
maten exponentialférdelad. Vi borde trots detta kunna fa en viss uppfattning
med hjilp av M /M /1-systemet.

Lat oss séga att vi tror att en person i genomsnitt far vinta w = E(S) = 10
minuter. Detta medfor i sa fall att P(S > 20) = e 2 ~ 0.1350ch P(S > 30) =
e~3 ~ 0.05. Detta skulle innebéra att man ungefir 2 ganger av 15, d.v.s. ungefir
tre ganger per manad, far vinta mer d&n 20 minuter pa maten. Pa motsvarande
sétt skulle man 1 gang pa 20, d.v.s. i ungefar en gang per manad behéva vénta
mer dn 30 minuter. Var och en far sjilv avgora om dessa virden &r nagorlunda
relevanta.

Klart ar dock att de slumpmaéssiga variationerna i kéldngd och véntetid ar
stora i ett kosystem dér p ar néra ett. a

Lat {U(t), t > 0} vara utprocessen, d.v.s. U(t) &r antalet fardigbetjanade
kunder som ldmnar systemet under tidsintervallet (0,¢]. Foljande sats dr hu-
vudsatsen for utprocessen fran ett M /M /1-system.

Sats 7.6 I ett M/M/1-system som befinner sig i stationdrt tillstand gdller att
utprocessen U(t) dr en Poissonprocess med intensitet .
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Sats 7.6 4r pa intet sitt uppenbar och beviset av den bygger pa att ”vénda
tiden”. Vi kan hér inte ge ett strikt bevis av satsen, utan maste noja oss med

en mera los diskussion.

Lat nu {X(¢), t > 0} vara en Markovprocess som har stationdr fordelning 7 och vilj
p(0) = . Da vet vi att p(t) = = for alla t > 0. Det ér givetvis inget speciellt med tidpunkten
0, sa vi kan precis lika vl studera processen {X (¢), t > to}. I princip kan vi lata tg — —o0
och betrakta X (t) som en process pa hela reella linjen. Formellt &r detta inga problem inom
ramen for den allménna teorin for stokastiska processer. Vill vi dock ha en mera konstruktiv
beskrivning av processens egenskaper, d.v.s. hur och nér den hoppar, sa &r det inte fullt
sa latt att sdga hur man bor bete sig. Ett naturligt séitt dr dock att starta i, lat oss séga,
tidpunkten ¢ = 0 och dér kriva att X (0) har fordelningen p. Utgaende fran denna tidpunkt
kan vi lata processen utveckla sig at ”bada hallen”. Utvecklingen at positiva hallet dr da vad
vi har studerat, d.v.s. fér en Markovprocess vet vi, se sats (6.2) pa sidan 49 att processen
kommer att ligga still exponentialférdelat linge och dérefter hoppa pa ett sétt som beskrivs
av Q eller, om man sa vill, av den inbdddade Markovkedjan X. Fragan &r dérfor:

"Hur ska man gora at det negativa hallet?”

Denna fraga dr detsamma som att stélla fragan om hur den tidsreverserade processen
Y (t) = X(—t) uppfor sig. Forsta fragan dr om Y (¢) dr en Markovprocess. Det &r den. Sétt
niamligen X (¢;) = X;,t1 <to.... DA far vi att

P(X1 = i1, Xo =iy, Xn =ip)

P(Xy =ig,..., Xn =1pn) B
P(Xy = i) [T P(X; =i | Xj1=1ij-1)
P(Xz =i2) [T} P(X; =i | Xj—1=1ij-1)
P(Xy=i1)P(Xo =iy | X1 =11) P(X1 =iy, Xs =13)

- . = _ =P(X, =141 | X2 =i
P(XQZ’LQ) P(XQZ’LQ) ( ! 1‘ 2 2)

PXi=i1 | Xo=1i2,Xs=13,..., X, =1p) =

(Markovegenskapen) =

vilket betyder att den reverserade processen dr markovsk.
Nista fraga dr da hur 6vergangsintensiteterna uppfor sig. Pga. stationariteten ricker det
att betrakta t = 0. Da géller, jmf. Bayes’ sats,

P(Y(h) =i|Y(0)=j) =

PY(h) =) P(Y(0) =j|Y(h) =1 _ P(X(0) =i)PX(h)=j|X(0) =i
PY(0) =) P(X(h) =) '

Later vi nu h — 0 och betecknar dvergangsintensiteterna fér Y (¢) med qﬁ sa fas

@ = 7qu”
— R
7% T J

Det enklaste &r naturligvis om Y'(¢) och X (¢) har samma stokastiska egenskaper. Om
sa ar fallet séger vi att processen &r tidsreversibel. I det tidskontinuerliga fallet géller att en
Markovprocess ér tidsreversibel om och endast om 7 och Q satisfierar de lokala balansekva-
tionerna

Tiqij = T5454 for alla ¢ och j
For en fodelse-dods-process reduceras dessa, se avsnitt 6.8
7Ti>\i = Ti4+1Mi4+1 for alla ¢ Z 0,

vilket &r (6.51) pa sidan 69. En fodelse-dods-process som har en gréinsfordelning ér saledes
alltid tidsreversibel.
Av ovanstaende, nagot abstrakta, resonemang foljer sats 7.7.
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Sats 7.7 Lat X(t) vara en fédelse-ddods-process med alla fidelseintensiteter \; = X och
sadan att en grinsfordelning existerar. Antag att processen befinner sig i stationdrt tillstand,
d.v.s. att p(0) = m. Da bildar nedathoppen en Poissonprocess med intensitet \.

Bevis. Da alla fodelseintensiteter A\; = A\ sa bildar uppathoppen en Poissonprocess med
intensitet A\. Uppathoppen svarar mot nedathopp i den tidsreverserade processen. Da en
fodelse-dods-process som har en griansférdelning &r tidsreversibel sa foljer satsen. |

Sats 7.6 foljer nu av sats 7.7. Observera dock att vi i sats 7.7 inte kréver att dods-
intensiteterna #r konstanta.

En foljd av sats 7.6 ar foljdsats 7.1, som vi dock kan visa inom ramen for
denna framstéllning.

Foljdsats 7.1 Tiden fran en godtycklig tidpunkt tills en kund ldmnar ett
M /M /1-system som befinner sig i stationdrt tillstand dr Exp(\)-fordelad.

Bevis. Betrakta systemet vid en godtycklig tidpunkt. Vid denna tidpunkt kan
systemet antingen vara tomt eller "ej tomt”. Lat T vara tiden tills en kund
lamnar systemet. Vi har

P(T <t)= P(T <t|systemet tomt) - P(systemet tomt)

+P(T <t | systemet ej tomt) - P(systemet ej tomt)
= P(T <t | systemet tomt) - (1 — p) + P(T < t | systemet ej tomt) - p. (7.8)

Om systemet ej dr tomt sa dr T Exp(u)-fordelad. Om systemet &r tomt sa
maste vi forst invdnta en kund, och den tiden &r Exp()\)-fordelad, och sedan
vanta tills denna kund ar betjinad. Da ar T summan av tva oberoende expo-
nentialférdelade stokastiska variabler med intensiteter A resp. p. Detta innebér
enligt faltningsformeln for summan av tva oberoende stokastiska variabler att

t
P(T <t | systemet tomt) = / )\e—/\w(l — e—u(t—x)) dx

0
t t
= )\/ e dr — /\e_“t/ =T gy
0 0
A A A
=1 = —At —ut (p=Nt 1N=1-= 1 —At —ut
e —u—/\e (e ) +—/~L_/\ e —i—u_/\e

d.v.s. T ar Exp(\)-fordelad. O
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System 1 System 2

Figur 7.3: Hlustration av tva betjédningssystem i serie.

Antag att vi star utanfor en M /M /1-k6 och betraktar kunderna som lamnar
systemet. Vi forutsétter att vi inte kan se hur manga kunder som befinner sig
i systemet och att vi inte heller kan se de kunder som ankommer. Mer precist
uttryckt sa antar vi att vi observerar utprocessen men att vi inte kan observera
varken antalet kunder i systemet X (¢) eller inprocessen. Kan vi da dra nagra
slutsatser om X (¢)7 Svaret, som kanske &r lite forvanande, ar att det kan vi
inte gora, vilket foljer av féljande sats.

Sats 7.8 [ ett M/M/1-system gdller att X (t) och U(s) for s <t dr oberoende
stokastiska variabler.

Vi kan inte héar ge ett bevis av sats 7.8 men vi ska forsoka gora den trolig.
Av de N(t) kunder som har kommit till systemet under tidsintervallet (0, ]
har U(t) stycken redan ldmnat det medan resten, d.v.s. X(t) = N(t) — U(t)
fortfarande befinner sig i systemet. De som ldmnat systemet kom tidigare &n de
som &nnu befinner sig dér, och saledes kom dessa tva grupper under disjunkta
tidsintervall. Eftersom inprocessen dr en Poissonprocess sa ar antalen kunder
i dessa bagge grupper oberoende.

Satserna 7.6 och 7.8 dr anvandbara da man har betjdning i serie, d.v.s. da
en kund forst koar for en betjéaning och sedan direkt stéller sig i ko for nésta
betjaning.

Exempel 7.7 (Lunch pa KTH, forts.) Nér vi besoker nagot lunchstélle pa
KTH sa maste vi ju faktiskt sta i tva koer. Vi har forst betjéaningsstationen
dér maten delas ut, och det ar ju dir som den "stora” kon dr. Nér vi dntligen
fatt maten sa ska vi ju betala den och vi far da stélla oss i kon till kassan. Vara
lunchstéllen &r saledes egentligen exempel pa seriekopplade betjaningssystem.

O

Lat oss betrakta fallet med tva betjéaningssystem i serie, som illustreras i Figur
7.3. Som vanligt forutsatter vi att systemen befinner sig i stationart tillstand.

Betjéningstiderna i de bagge systemen ar Exp(p;)- resp. Exp(usq)-fordelade.
Lat X (t) vara antalet kunder i system k. Utprocessen U (t) fran system 1, som
enligt sats 7.6 4r en Poissonprocess med intensitet A, ar inprocess till system 2.
Enligt sats 7.8 foljer att X;(t) och Xs(t) &r oberoende. Vi kan dérfor tillampa
(7.6) pa sidan 81 for vart och ett av systemen, vilket ger

P(Xl = il, X2 = ZQ) = P(X1 = Zl)P(XQ = Zg)
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= P (1= p1) - p2(1 = py), foriy,io=0,1,..., (7.9)
dar py = A/ -

Vi har hittills betraktat kosystemen framst ur kundernas synvinkel. Lat oss
nu se pa det hela ur expeditens synvinkel. Sa ldnge det finns kunder sa arbetar
expediten och forst da systemet dr tomt sa far expediten en — férmodligen
vélbehovlig — paus. Bildar vi nu processen Y (t), definierad av

)0 om X(t) =0
Y(t>{1 om X(t) > 0,

sa innebér Y (t) = 0 vila och Y (¢) = 1 arbete for expediten vid tiden ¢. Pro-
cessen Y (t) &r inte en Markovprocess men viloperioderna och sysselséttnings-
perioderna ar oberoende. Det foljer av Poissonprocessens egenskaper att vilo-
periodernas langder dr Exp()\)-fordelade. Fordelningen for sysselsdttningspe-
riodernas lingd kan beréiknas, men det &r svart och fordelningen &r komplice-
rad sa vi lamnar det dérhén. (Hade Y'(¢) varit en Markovprocess sa hade av
nodvéandighet dven denna fordelning varit en exponentialférdelning, men det
ar den inte.) Man kan dock visa att

1 oc _ w4+ A
BT = och V(1] = L

dér T ar langden for en sysselsittningsperiod. Uttrycket for E[T] ar inte svart
att motivera genom att berdkna P(Y'(t) = 0) pa tva sitt. Enligt sats 7.6 pa
sidan 81 géller att

A andra sidan giller

forvantad viloperiod

PY(t)=0)=
(V) ) forvintad viloperiod + forviantad sysselsédttningsperiod
I V2
CI/A+E[T] 1+ ME[T]

Sétter vi ithop dessa tva uttryck for P(Y(t) = 0) sa fas

= 1 T 1
_ BT =~ (-t —1)=——.
1w - ET =y (u—)\ ) A

(Uttrycket for E[T] kan &ven beréknas som i problem 58 pa sidan 125.)

I exempel 7.6 pa sidan 83 papekade vi att de slumpméssiga variationer-
na i kolangd och véntetid ar stora i ett kosystem dér p &r néra ett. Detta
géller i &nnu hogre grad for sysselséttningsperioderna. Som ett exempel véljer
vi p = 1, vilket innebér att vi véljer den forvintade betjdningstiden som
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tidsenhet, och A = 0.9. Vi far da E[T] = w = 10, d.v.s. den forvintade sys-
selsdttningsperiodens lingd overensstammer med den forvantade tiden i syste-
met for en kund. Ur expeditens synvinkel verkar ju inte detta sa ”farligt” utan
kanske ”inte mer &n réttvist”. A andra sidan har vi D[S] = 10, vilket &r mycket
nog, och D[T| = 43.6. Ur expeditens synvinkel dr sysselsdttningsperiodernas
ganska rimliga forvantade lingd réatt ointressant i forhallande till de slumpmés-
siga variationerna. Ur arbetsmiljosynvinkel riacker det saledes inte att betrakta
forvantade arbetsforhallanden i hart belastade kosystem.

7.3.2 M/M/c-system
Vi generaliserar nu M /M /1-kon till fallet med ¢ parallella betjéningsstationer.

Sats 7.9 X (t) ar en fodelse-diods-process med fidelseintensiteter
Ao = A1 = ... =\ (ankomstintensiteten)

och dodsintensiteter

), 1=1,2
Hi c, 1t=c+1l,c+2,...
Bevis. Eftersom minimum av oberoende Exp-férdelade variabler ar Exp-for-

delad, se sats 2.3 pa sidan 6, sa bevisas detta visentligen pa samma sétt som
sats 7.2 pa sidan 80. O

Sats 7.10 For ett M /M /c-system med p = ﬁ <1 gdller

c—1 P c —1
(Z(cf) + ) ) omn =0,

= 7! c(1—p)
Pn po-(cgl)n omn=12...,c,
Do ptE omn=c+1l,c+2,...
7.10)
PP
b, = —“— (7.11)
To(1-p)?
1—G,(r) = %e—wﬂ—ﬂﬁ, 7> 0. (7.12)
Bevis. Ekvation (7.10) foljer av sats 6.12 pa sidan 68:
Vi har
Z, ; i om1? < ¢
C'cl cu - C'C' c — (CS)Cpiic om Z Z C
vilket ger




7.3 Markovska koer &9

Formel (7.10) foljer nu som en ren insdttningsévning.
Ekvation (7.11) fas av

gq =0- Zpy+zypc+l/ :pczl/pu :pcﬁ
v=0 v=1 v=1

For att hérleda (7.12) krévs en hel del rédkningar. Idén &r, precis som i be-
viset av sats 7.5 pa sidan 82, att betrakta en stokastisk summa av expo-
nentialférdelade variabler. For att det skall bli positiv kotid kravs att alla
betjaningsstationer ar upptagna. Tiden till dess att forsta kunden lamnar sy-
stemet dr Exp(cp). Tiderna mellan kunder som ldmnar systemet, sa linge det
ar fullt, har samma férdelning. a

Faktorn p./(1 — p) i (7.12) &r en intressant storhet i sig sjélv eftersom den
ar sannolikheten for att en kund maste koa:

P(en kund maste koa) = Zpi =P, Z pie = 1 Pe
i=c i=c P

Denna sannolikhet kallas Erlangs fordromingsformel eller Erlangs C-formel:

Erlangs fordrojningsformel finns i och for sig tabulerad. Har man inte tillgang till sadana
tabeller kan en vanlig tabell 6ver Poissonférdelningen anvindas. Lat Z vara en Po(cp)-
fordelad stokastisk variabel. Forlanger vi uttrycket for C, med e~ sa fas

P(Z=¢)
(1-p)P(Z<c—1)+P(Z=c¢c)

C. =

Dessa berékningsaspekter har nog framst historiskt intresse fran en tid da datorer inte var
sa lattillgingliga som nu.

Utnyttjar vi sats 7.1 pa sidan 79 och Erlangs foérdrojningsformel fas

0, = 1C_Cpp (7.13)
A Cep
{=—+ 7.14
i, (7.14)
Cep
w, = ——4 7.15
1 Cep
w=—4+——. 7.16
po AL —=p) (7.16)

Vi har sett, &ven om formlerna blir lite mera komplicerade, att olika storheter i M /M /c-
systemet i stort sett dr naturliga generaliseringar av motsvarande storheter i M/M/1-
systemet. Ett lite otrevligt undantag fran detta dr fordelningen G for S. I M/M/1-systemet
ar G enklare &n G, och vi gick ju via G' da vi i sats 7.5 pa sidan 82 beridknade G,. Proble-
met dr att S inte ldngre ar en stokastisk summa av oberoende och likafordelade exponen-
tialférdelade stokastiska variabler. Man kan dock ga den omvénda vigen och utga fran G,
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och berdkna G eftersom S = @ + U, dédr @ och U fortfarande &r oberoende. Genomfor vi
detta fas

(c(1—p) =14 C)e " — Ceemcrl=n)T B
1-G(r) = c1—p) 1 om (1 =p) 71
(14 Cepr)e +7 om ¢(1—p)=1,

7> 0.

Det kan tyckas forvanande att vi far tva olika fall. Detta hidnder dock &ven for ”vanliga”
exponentialfordelade variabler. Summan av tva exponentialférdelade variabler med samma
intensitet dr ju I'-férdelad, som vi visade i sats 6.4 pa sidan 59, vilket svarar mot fallet
¢(1 — p) = 1. Detta giller dock ej om intensiteterna ér olika, jmf. foljdsats 7.1 pa sidan 85.

Ett viktigt specialfall, atminstone for att forenkla formlerna, ar naturligtvis
M /M /2-systemet.

Foljdsats 7.2 For ett M /M /2-system med p = ﬁ < 1 galler

1-p =
:{Hp om n =0, (7.17)

" % omn=1,2,...
2 2
c, =" (7.18)
1+p
2p°
by = -2 (7.19)
20 ou(i-pyr
1=Gy(r) = ——e 77 7>0 (7.20)
1+p
2p
{ = 7.21
0
w 7.22
Tou( - p?) (722)
1
W= ———:. 7.23
u(1—p?) (723)
Bevis. Foljdsatsen foljer som en inséttningsévning. O

Exempel 7.8 (Effektivisering av ett M /M/1-system) Lat oss betrakta
ett M /M /1-system dér belastningen borjar bli lite vél stor, d.v.s. kberna borjar
bli vil langa och expediten borjar bli utsliten (eller for att anvinda ett mode-
ord "utbrind”). For att rada bot pa detta sa bestammer man sig for att oka
effektiviteten hos systemet genom att anstélla ytterligare en expedit. Man kan
nu genomfora effektiviseringen pa minst tre olika sétt:

Fall 1 Man later expediterna samarbeta om betjdningen av varje kund. Detta
later vi svara emot att vi har ett M /M /1-system med ingangsparametrar
A och 2. For méanskliga expediter dr nog detta inte helt realistiskt, men
om "expediten” i sjilva verket dr en dator sa bor det vara fullt mojligt.

Fall 2 Man bildar tva parallella M /M /1-system. Under forutséttning att kun-
derna valjer k6 slumpmaéssigt, jmf. exempel 7.2 pa sidan 72, sa har var-
dera systemet ingangsparametrarna A/2 och pu.
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Fall1 Fall2 Fall 3
2 2
¢ R e S s
/ - 20* 20
q 1—p 1-p 1—p2
1 1 1
w 2u(l=p)  w(l—p) p(l-p?)
w p p p?
a 2u(l-p)  p(l-p) p(l-p?)
1— 2
f.=£ 1 2 g
1— 2
ly - p—f 1 2 ﬁ
w-2u(l — p) 1 2 Tk
2u(1— 2
w, - # 1 2 2

Tabell 7.1: Sammanstéllning av formler i exempel 7.8.

Fall 3 Man bildar ett M /M /2-system med ingangsparametrarna A och p.

Alla ovanstaende kosystem har p = A/(2p). Fragan &r nu vilket av alternativen
som &r bast.

Jamfor vi forst de tva M /M /1-systemen med parametrar A och 2y respek-
tive A/2 och p sa kan man séiga att tiden gar dubbelt sa fort i det forsta fallet.
Detta paverkar inte den stationédra fordelningen for systemen och bégge sy-
stemen har dérfér samma ¢, och ¢. Vantetiderna paverkas dock, och w, och
w ar dubbelt sa stora i det andra fallet som i det forsta. Den som inte utan
vidare svéljer detta resonemang kan litt kontrollera, se satserna 7.4 och 7.5 pa
sidorna 81 och 82, att det stdmmer. Nu har vi ju dock tva parallella system i
fall 2 sa det totala forvantade antalet kunder i kon eller i systemet &r i sjélva
verket dven det dubbelt sa stort i fall 2 som i fall 1. Sammanfattningsvis kan
man siga att effektiviseringen i fall 1 &r dubbelt sa stor som i fall 2. Vi ska
dock halla i minnet att fall 1 langt ifran alltid gar att genomfora.

Mera intressant dr att jaimfora med fall 3. For att forenkla jamforelsen gor
vi i tabell 7.1 en sammanstéllning, dar uttrycken svarande mot fall 1 och fall
2 kommer fran resonemanget ovan och uttrycken svarande mot fall 3 dr tagna
fran foljdsats 7.2. Formlerna i undre delen av tabell 7.1 &r normerade for att
ytterligare forenkla jamforelsen.

Tittar vi forst pa de normerade storheterna som hor till systemet, d.v.s.
- % och w - 2u(1 — p), sa ser vi att fall 3 uppfor sig som fall 2 da p — 0 och
som fall 1 da p — 1. Detta ar ganska naturligt. Da p &r liten sa ar systemet
i regel tomt och da &r betjaningstiden det viktigaste. Denna &r densamma i
fallen 2 och 3. Da p dr néra 1 sa finns det i regel manga kunder i systemet.
Da uppfor sig systemen i fallen 1 och 3 lika, sa néir som att betjéningen av en
kund, ndr den kommit igenom kon, &r snabbare i fall 1 &n i fall fall 3. Den
skillnaden betyder dock ”i limes” inget.

2p(1—p)

For de normerade storheterna som hor till kén, d.v.s. ;- lp;f och wy- —
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sa ser vi att fall 3 &r mera effektivt &n fall 1. Forklaringen &r att det i fall 3
ar storre chans att bli 6gonblickligen betjanad &n i fall 1. Dock uppfor sig fall
3 som fall 1 da p — 1. Detta &ar naturligt med samma motivering som for
systemet. O

7.3.3 M/M/oo-system

Vi ska nu betrakta ett system med oéndligt manga parallella betjaningssta-
tioner. Den matematiska analysen av M /M /oo-systemet dr mycket enklare &n
i M /M /c-systemet, eftersom det inte finns nagon ko — alla kunder blir ju di-
rekt betjinade da det alltid finns lediga betjdningsstationer. En anvindning
av M /M /oo-systemet dr dérfor som en approximation av M /M /c-systemet da
¢ ar stort, jmf. problem 71 pa sidan 129.

I sats 7.11 nedan ger vi en uppséttning resultat som svarar mot dem som
vi betraktade for M/M/1- och M /M /2-systemen.

Sats 7.11 For ett M /M /oo-system med v = X/ gdiller

n

Dy = %e‘r, n=0,1,... (7.24)
(=1 (7.25)

1
w = . (7.26)
1-G(r)=¢e*, 7>0 (7.27)
0, =0 (7.28)
w, = 0. (7.29)

Bevis. Eftersom inga kunder behéver koa sa géller (7.28) och (7.29). En kunds
tid i systemet dr saledes detsamma som dess betjaningstid, vilket ger (7.26)
och (7.27). Om vi kan visa (7.24), d.v.s. att antalet kunder i systemet &r Po(r)-
fordelat, sa foljer (7.25). Aterstar saledes att visa (7.24).

Man inser, jmf. sats 7.9 pa sidan 88, att X (¢) dr en fodelse-dods-process
med fodelseintensiteter \; = A och dodsintensiteter p; = ip. Vi utnyttjar sats
6.12 pa sidan 68. Eftersom

P = n!un n!
och .
i=0
sa foljer

vilket &r (7.24). 0
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Vi ska nu roa oss med att se vad som hénder om vi utnyttjar kinda resultat {6r M /M /c-
systemet och later ¢ — oo. I detta fall giller da att p — 0. I formlerna forekommer ofta cp
och vi ersitter da cp med r eftersom cp = r for alla ¢ < oco.

Om vi utnyttjar att £, = 0 sa fas av sats 7.1 pa sidan 79 att

A 1
L=0+4+r=7r, w;=0 och w—;—//\u—u,

Lat oss nu utnyttja (7.10) pa sidan 88. Vi observerar att

C C
(cp') :T—'—>O da ¢ — oo.
c! c!

Da fas

G T.Z -1 T -1 —-T Tn -Tr
pO:(Zﬁ) :(e) =e och pnzﬁe .

=0
Aven (7.27) gar, med viss moda, att fa fram genom en grinsovergang. Ingen skulle nog,
pa fullt allvar, hirleda (7.27) pa detta siitt.
Vi ska nu ge ett ett exempel dar M /M /oo-systemet kan ses som en modell
mera &n som en approximation av ett M /M /c-system.

Exempel 7.9 (Bilar lings en vig) Vid en viss plats A lings en vig, med
gles trafik, betraktar vi da bilar passerar i en viss riktning. Ett naturligt anta-
gande &r att bilarna kommer enligt en Poissonprocess N(t) med nagon inten-
sitet A. Antagandet om ”gles trafik”, d.v.s. att A\ inte &r sa stort, ar viktigt for
Poisson-antagandet. I ”tét trafik” paverkar bilarna varandra genom att lokala
bilkoer bildas, vilket strider mot antagandet om en Poissonprocess.

Vi betraktar nu en annan plats B langre fram lings viagen. Vi forutsatter
att inga bilar forsvinner eller tillkommer mellan dessa tva platser. Tiden U det
tar for en bil att forflytta sig mellan dessa platser ér

B Avstandet mellan A och B
~ Medelhastigheten for bilen ifraga.

Lat nu Uy, U, . . . vara tiderna det tar for successiva bilar att forflytta sig mellan
platserna A och B. Pga antagandet om ”gles trafik” &r det rimligt att anta att
Uy, Us,, ... ar oberoende stokastiska variabler. Det ar &ven naturligt att anta att
de stokastiska variablerna ér likafordelade med nagot vintevarde 1/u. Vi kan
uppfatta N(f) som ankomstprocessen och Uy, Us, ... som betjiningstiderna i
ett kosystem med odndligt manga betjaningsstationer. For att fa ett M /M /oo-
system maste vi dessutom anta att U;-variablerna ar exponentialfordelade. Alla
som har kort bil, och som vet vad en exponentialférdelning innebér, inser att
detta antagande &r fullstdndigt orealistiskt. Det kommer dock att visa sig,
nagot forvanande kanske, att antagandet om exponentialférdelning ”inte gor
sa mycket”.

Det foljer nu av sats 7.11 att antalet som befinner sig mellan punkterna A
och B ar Po(\/p)-fordelat, atminstone da trafiken pagatt en tid sa att systemet
befinner sig i stationért tillstand. a
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Som vi ndmnde i exempel 7.9 ovan sa ”gor det inte sa mycket” om antagandet
om exponentialférdelade betjaningstider ar helt orealistiskt. Lite mera precist
betyder detta att sats 7.11 géller — med en trivial modifiering av (7.27) —
dven for ett M/G/oo-system, d.v.s. da betjaningstiderna har en godtycklig
fordelning B med véntevirde 1/p. Vi aterkommer till detta i avsnitt 7.4.2 pa
sidan 100.

7.3.4 Forlustsystem med c > 1

Ett forlustsystem med ¢ betjéningsstationer, eller ett M /M /c-system utan ko
ar ett system dar en kund som inte far betjining omedelbart lamnar detta.
Exempel pa forlustsystem &r telefonsamtal till en privatperson, ¢ = 1, eller
till en telefonvéxel, ¢ > 1, vilket vi diskuterade i exempel 7.4 pa sidan 73.
Naturligtvis kan man ténka sig helt andra typer av situationer som t.ex. en
kiosk, jmf. exempel 7.1 pa sidan 71, under ett 6sregn. Detta &r nog dock inte
ett renodlat forlustsystem; en riktigt roksugen kund ldr nog koa trots regnet.

Pa liknande sétt som i satserna 7.2 och 7.9 pa sidorna 80 och 88 foljer att
X(t) &r en fodelse-dods-process med tillstandsrummet {0, 1,...,c}, fodelse-
intensiteter

)\0:)\1:...:)\071:)\

och dodsintensiteter
Wi =1, t=12,... c

Sats 7.12 For ett forlustsystem med ¢ > 1 gdller att

rn

n!

— - omn=0,1,....c
Pn = 1+ﬁ+§+...+g
0 omn=c+1l,c+2,...
dir r = \/p.
Bevis. Satsen &r (tdmligen) direkt foljd av sats 6.12 pa sidan 68. a

Pa liknande sdtt som for Erlangs férdrojningsformel kan sannolikheterna p,, berdknas
med hjilp av en tabell 6ver Poissonfordelningen. Lat Z vara en Po(r)-fordelad stokastisk
variabel. Forldnger vi uttrycket for p, med e™" sa fas

P(Z =
pn:P((ZSZ)):P(Z:rﬂZSc), forn=0,1,...,c.

Denna foérdelning kallas for en trunkerad Poissonfirdelning.

Sannolikheten p, &r av sérskilt intresse eftersom det dr sannolikheten for
att en kund ska bli "forlorad”, eller annorlunda uttryckt sannolikheten for att
en kund omedelbart ska lamna systemet utan att bli betjanad. Sannolikheten
p. kallas ofta spdrrsannolikheten. Andra namn pa p,. &r Erlangs forlustformel
eller Erlangs forsta formel. Beteckningen Erlangs B-formel férekommer &ven
— kért barn har manga namn. Explicit utskriven &r sparrsannolikheten given
av

rc

B.(r) =p, = o | 7.30
(r) 14+ 5+ (7.30)

c!
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Vi har i formuleringen av sats 7.12 valt att anvénda beteckningen r i stéllet
for p eller cp eftersom kvoten mellan A och p hér inte direkt dr ett matt pa
belastningen av betjdningsstationerna.

For att en kund ska komma in i systemet under tidsintervallet (¢, t+dt), dar
vi forutsitter att ¢ ar sa stort att systemet befinner sig i stationért tillstand,
kravs tva héndelser:

e Det ska komma en potentiell kund, d.v.s. en kund som vill in i systemet,
under tidsintervallet (¢,t + dt). Sannolikheten for detta ar Adt.

e Den potentiella kunden ska bli en verklig kund. For detta krévs att sy-
stemet inte &r fullt vilket &r fallet med sannolikheten 1 — p,.

Eftersom processen av potentiella kunder &r en Poissonprocess sa ar dessa
tva hiandelser oberoende. Sannolikheten for en kund ska komma in i systemet
under tidsintervallet (¢,¢+ dt) &r saledes Adt dér

A=X-(1-p.)

Inprocessen av kunder in i systemet ar dérfor en punktprocess med intensiteten
A. Ett naturligt matt pa belastningen av systemet verkar vara

. A
p=—
cp
Det &r uppenbart av systemets konstruktion att ¢, = w, = 0, eftersom det inte
finns nagon ko, och att w = 1/u eftersom tiden i systemet Gverensstammer
med betjaningstiden. Enligt (7.5) pa sidan 79 fas

(=ANw=X\-(1-p,)/p. (7.31)

Ska nu (7.3) stdimma sa ar p det "riktiga” mattet pa belastningen, jmf. dis-
kussionen i slutet pa avsnitt 7.2.

En kritisk ldsare kan, hogst motiverat, stéilla sig fragan om man verkligen far anvinda
sats 7.1 pa sidan 79 som vi gjort. Det &r emellertid 14tt att visa att (7.31) stdmmer. Vi har

c ¢ P ¢ pn—1
fzznpn=pozna =W"Zm=T~(1—pc)=A-(1—pc)/u
n=0 n=0 n=1

vilket &r (7.31).

7.3.5 Modifierade M /M /1-system

Man kan givetvis modifiera ett M /M /1-system pa en méngd olika sétt. Vi ska
har bara betrakta sadana modiferingar dér markoviteten hos X (¢) bibehalles.
Ett modifierat M /M /1-system beskrivs saledes av fodelseintensiteterna A, och
dodsintensiteterna puy. Detta innebér att endast antalet kunder i systemet far
styra kundernas och expeditens beteende.

Vi ska begrénsa vara exempel till situationer dédr antingen kundernas eller
expeditens upptradande beror av X (t).



96 7 Ko6teori

Vi borjar med att betrakta fallet da expeditens beteende beror av kon.
Allméant verkar det rimligt att tdnka sig att expediten forsoker "snabba pa”
betjéningen om det finns manga i kén. En naturlig modifiering kan vara att
lata p, vara viaxande i n. I verkligheten kan naturligtvis énskemalet om att
snabba upp betjdningen da koén &r lang vara ett gemensamt onskemal hos
kunderna och expediten; vem vagar borja diskutera vinsorter pa systemet da
en torstig ko star och stampar.

Exempel 7.10 (Social expedit) Lat oss betrakta butiken i ett litet sam-
hélle dar alla kdnner alla. Handlandet i en sadan by innebér ofta inte bara att
man far de varor som man behover, utan ar dven en viktig del av umgénget.
Kanske passerar minst lika mycket information som varor disken. En hel del av
denna information kan vara av den karaktdren att bade kunden och expediten
vill ge intryck av att informationen &r ”exklusiv”. Skvaller ar ett mindre elegant
uttryck for detta. En rimlig modell kan da vara

1= och po=pus=...=cpu dirc>1.

I fallet ¢ = 2 uppfor sig X (¢) som om vi hade haft ett M /M /2-system och vi
begrinsar oss till detta fall. Det foljer saledes av (7.17) att

C 2p—=A
2+ A

Do

och av (7.21) att

’ A 4

T1-(/ew)? T NN

Skélet till att vi har uttryckt (7.17) och (7.21) i A och p &r att den naturliga
definitionen av p, jmf. (7.2), ar

2
U+

p=1—p,

Eftersom betjédningstiderna inte &r oberoende av ankomsterna sa kan sats 7.1
pa sidan 79 inte utan vidare tillimpas. Med var definition av p géller dock
(7.3) vilket ger

2\
2+ N)2u—N) "
Resonemanget som ledde till Littles formel, eller (7.4), fungerar oféréndrat,
vilket ger

quﬁ—p:(

2\
wy, = .
T2u+ N2 -2
Eftersom vi bara har en betjaningsstation fungerar detta resonemang dven pa
hela systemet, och inte bara pa kon, vilket medfor att dven (7.5) géller, d.v.s.

Ap
e+ M) (2u =)
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Trots beroende giller saledes sats 7.1 i detta fall. Vi har vidare, vilket inte alls
ar nagot uppenbart resultat,

2
2+ N

medelbetjaningstid = w — w, =

O

Vi gar nu over till modifieringar av kundernas beteende, d.v.s. vi later
fodelseintensiteterna variera.

Exempel 7.11 (Reparationssystem) Vi ska nu betrakta ett M/M/1-
system déir populationen av kunder ar dndlig. Om byn i exempel 7.10 dr myc-
ket liten och inga andra &n byborna skulle komma pa idén att handla i affiren
sa kan man ju siga att dessa utgor populationen av kunder. Det ar nog i detta
fall naturligare att inte tdnka pa ménskliga kder. Vi kommer att lata kunderna
vara maskiner och expediten vara en reparator, vilken forvisso fortfarande ar
en manniska.

Vi antar att vi har m stycken likviardiga maskiner, vilka servas av en repa-
rator. En maskin kan befinna sig i tre olika tillstand:

e Maskinen fungerar. Vi antar att en maskin fungerar Exp(a)-fordelat
lange innan den behdver repareras.

e Maskinen &r trasig och vantar pa reparation.

e Maskinen repareras. En reparation tar Exp(u)-fordelat lang tid. Efter
reparationen atergar maskinen till att fungera.

Vi forutsiitter vidare att alla ingaende stokastiska variabler i modellen &r
oberoende. Lat X (t) vara antalet trasiga maskiner vid tid ¢. Pa samma sétt
som i exempel 6.3 pa sidan 49 foljer att X (¢) &r en fodelse-dods-process med
tillstandsrummet {0, 1,...,m}, fodelseintensiteter

=ma, \i=m—1a, a=(m—2)a, ..., \p_1 =«

och dodsintensiteter

] = ... = [y = [
Detta ger
] mao m!la
Po=1, 1= = )
poo (m—=1l
m(m — 1)a? mla? mla™
p2 = 2 == ' 29 " pm = m Y
1t (m —2)lpu It

eller, pa en mera kompakt form,
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Sats 7.13 For ett reparationssystem med m > 1 maskiner och en reparatéor

galler att
o (m n) (C‘f) o
n = m— forn=20,1,.
$ (e
Bevis. Satsen foljer av sats 6.12 pa sidan 68. O
Speciellt foljer av sats 7.13 att
mym L py™ 1
pOIm ! ST m (a) m A:r(na) m! :Bm(g>7
m/! a)’ m m! a\?
£ S ha@) ey

sa Erlangs forlustformel dyker upp dven hér.

I motsats till ménskliga koer sa &r nog ¢ det intressantaste forvantade
virdet — det talar ju om hur manga maskiner som i genomsnitt dr oanvindbara
i produktionen — och det kan direkt beriknas med hjélp av sats 7.13. O

Exempel 7.12 (Koaversion) Det r rimligt att formoda att ett vanligt be-
teende hos personer som egentligen 6nskar besoka ett betjéaningsstélle ”drar
oronen at sig” om de ser en lang ko. Matematiskt kan vi beskriva detta som
att ankomstintensiteterna A\, avtar med vixande k och att Ay &r intensite-
ten av potentiella kunder. Det mest extrema exemplet pa koaversion ar ett
forlustsystem dér de potentiella kunderna végrar sta i ko. Naturligvis kan
man &ven ténka sig situationer da en lang ko &r "lockande”: reor, krogar en
fredag- eller lordagskvill.
En enkel modell for koaversion ar

Séatt, som vanligt,

Ao M Ant _ (N )"
H1- 2 fn n!

po=1 och p,=

Detta ger Y, p; = eM* och det foljer av sats 6.12 pa sidan 68 att
_ (A/M)n 67)\/#

" n! ’
d.v.s. X &r Po(\/p)-fordelad. Av detta foljer att

y
W

Med ungeféir samma resonemang som vi gjorde for forlustsystem inser man att inprocessen
i systemet dr en punktprocess med intensiteten

_ >‘/:u 7)\/;L_ S (A/M)(n+1) -/ _ -/ p
A= ZA”" )‘Z (n+ 1) _“; e A S
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Sétter vi p = A/ fas
p= 1—@"\/":1—p0.

Sats 7.1 pa sidan 79 ger nu

A
f:——l _)\/'“’ ="
e UTRT R

7.4 M/G/c-system

Vi ska bara betrakta fallen ¢ = 1 och oo.

7.4.1 M/G/1-system

Vi sldpper nu antagandet att betjaningstiderna &dr exponentialférdelade och un-
derforstar att dessa har nagon annan fordelning men behaller antagandet om
Poissonankomster. Denna generalisering ndmndes i avsnitt 6.2, och vi ska noja
oss med att ge nagra kompletterande kommentarer. Som vi tidigare papekat
ar nog antagandet om Poissonankomster ofta ganska realistiskt medan anta-
gandet om exponentialférdelade betjaningstider ar betydligt mera tveksamt.
Generaliseringen av M/M/1 till M/G/1 & déarfor ur tillampningssynpunkt
hogst relevant.

Knepet ar att betrakta X (¢) vid de tidpunkter da kunder ldmnar systemet.
Lat Ty, T, ... vara dessa slumpmissiga tidpunkter, och sétt

Y, = X (T, +0),

d.v.s. antalet kunder 1 systemet omedelbart efter att den n-te kunden lamnat
detta. Man "inser” att Y,, 4r en Markovkedja med 6vergangsmatris

ko k1 ko ks
]{?0 k’l kQ k’3
P = 0 ko ]{51 kQ ,
0 0 ky ki
dar o (xE)"
k, = / ﬂe—”dB(t).
o !

I integralen ovan tolkas dB(t) som b(t) dt om B(t) ar kontinuerlig med tathet
b(t).
Skalet till att vi genomgaende skiljer pa diskreta och kontinuerliga fordelningar &r just

for att kunna anvénda ”vanliga” integraler. Om B &r en kontinuerlig fordelning sa fas genom
partialintegration

b= E[U] /Ooo(lB(u))du och E[U?] 2/Ooou(lB(u))du.
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Dessa formler géller i sjélva verket for godtyckliga fordelningar pa positiva halvaxeln, sa vi
kan alltid berdkna vintevardet och variansen med vanliga integraler.

Att 7inse” att matrisen P dr Overgangsmatrisen for den inbdddade Markov-

kedjan da Y, > 14r nog inte sa svart. Om Y,, = 0 sa "héinder ingenting” férrén
en kund kommer, och da &r vi i samma situation som om Y, = 1.
_ Med hjélp av transformer kan man uttrycka den stationéra férdelningen for
Y. Detta &r &ven den stationdra fordelningen for X (t). Att detta ar fallet ar
inte alls uppenbart, utan hianger, pa ett ganska djupt sétt, ihop med att Pois-
sonprocessen har oberoende inkrement. Detta faktum brukar kallas PASTA
vilket ska utldsas ”Poisson Arrivals See Time Averages”.

Den naturliga definitionen av p ar nu

p=Ab

Sats 7.14 For ett M/G/1-system galler

P’ VU]

Med hjélp av sats 7.1 pa sidan 79 kan ¢, w, och w beréknas.

Vi ldmnar sats 7.14 utan bevis. Formeln (7.32) kallas Pollaczeks formel, eller
for att vara exakt, dr en av de formler som kallas Pollaczeks eller Pollaczek-
Khintchines formel.

Sett ur tillampningssynvinkel sa dkar inte svarighetsgraden sérskilt mycket
om vi tillater allménna betjaningstidsfordelningar, sa lange vi ndjer oss med
forviantade virden.

7.4.2 M/G/oo-system

Vi ska nu betrakta ett system med oéndligt manga parallella betjaningsstatio-
ner. Lat B beteckna férdelningen for en godtycklig betjaningstid U och sétt
b = E[U], jmf. ovan.

Som vi ndmnde i avsnittet 7.3.3 om M /M /oo-system sa géller sats 7.11 pa
sidan 92 med en trivial modifiering. Detta innebér att foljande sats géller.

Sats 7.15 For ett M /G /oo-system med r = \b gdller

p, = %eﬂ", n=01,... (7.33)
C=r (7.34)
w=>b (7.35)
G(r) = B(r) (7.36)
6, =0 (7.37)
wy = 0. (7.38)
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Bevisskiss. Eftersom inga kunder behover koa sa géller (7.37) och (7.38). En
kunds tid i systemet &r saledes detsamma som dess betjiningstid, vilket ger
(7.35) och (7.36). Om vi kan visa (7.33), d.v.s. att antalet kunder i systemet
dr Po(r)-fordelat, sa foljer (7.34). Aterstar saledes att visa (7.33). Sa hiir langt
har vi ordagrant f6ljt beviset av sats 7.11.

For att atminstone antyda hur (7.33) kan inses antar vi att systemet har
fungerat odndligt lange och &r definierat pa (—oo, 00). Vi kan dérfor betrakta
antalet kunder X i systemet vid tiden ¢ = 0. (Detta &r bara ett annat sitt att
uttrycka att X &ar antalet kunder i systemet efter lang tid eller da systemet
befinner sig i stationért tillstand.) Vilj nu ett ¢ > 0 och betrakta tidsintervallet
(—t, —t+h), dar h ar ett litet positivt tal. Ankomsterna i intervallet (—t, —t+h)
bidrar till X om dels

e det kommer en kund i intervallet (—¢, —t + h), vilket sker med sannolik-
heten Ah + o(h),

och dels

e kunden ifraga dr kvar i systemet vid tid 0, vilket sker om kunden &nnu
inte ar firdigbetjanad och har sannolikheten P(U > t) =1 — B(t).

Av detta foljer att intervallet (—t, —t + h) ”bidrar” till X med sannolik-
het A(1 — B(t))h. Antalet kunder som kommer fran detta intervall ar saledes
approximativt Bin(1, \(1 — B(t))h)-fordelat och dédrmed &ven approximativt
Po(A(1 — B(t))h)-fordelat eftersom h &r litet. Lat oss nu indela hela negativa
tids-axeln i sma intervall. Bidragen fran disjunkta intervall ar, pga. Poisson-
processens egenskaper, oberoende. Eftersom summor av oberoende Poisson-
fordelade stokastiska variabler ar Poissonférdelade sa ”foljer” att X &r Pois-
sonfordelad. (Hér aterstar en del for att resonemanget ska bli strikt.) Vénte-
viardet for X fas om vi summerar 6ver alla intervall. Om vi nu later h — 0,
eller om man sa vill ersatter h med dt, sa ”fas”

EM}:AMAG—Bﬁ»ﬁ:Ab:n

vilket antyder att (7.33) &r sann. O

7.5 GI/M/1-system

Som vi tidigare har papekat sa ér dr denna generalisering populér, formodligen
framst for att metodiken for M /G /1-systemet pa det stora hela fungerar dven
hér. T detta fall betraktar man X (¢) vid de tidpunkter da kunder kommer till
systemet. Lat T1,Ts, ... vara dessa slumpméssiga tidpunkter, och sétt

Y, = X (T, — 0),

d.v.s. antalet kunder i systemet omedelbart innan den n-te kunden ankommer.
I detta fall &r ankomstprocessen en fornyelseprocess vilket innebér att

T, Ty =Ty, T3 =15, . ..
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dr oberoende stokastiska variabler med fordelningsfunktion A(t) och vénte-
vérde a = 1/A. Den naturliga definitionen av p ar i detta fall

p=1/(ap) = A p.

Man ”inser” &dven hér att Y, dr en Markovprocess. Da p < 1 existerar en
gransfordelning p for Y,,, dar speciellt

Do = P(en ankommande kund blir genast betjanad).

En visentlig skillnad mot M /G/1-systemet ar att PASTA-egenskapen saknas,
d.v.s. p dr inte den stationéra fordelningen for X (¢). Detta innebér, med andra
ord, att kons stokastiska egenskaper vid de tidpunkter da kunder ankommer
skiljer sig fran dess egenskaper vid en godtycklig tidpunkt. Man talar ofta
om en wirtuell kund, vilket dr en tdnkt kund som kommer vid en godtycklig
tidpunkt da kon &r i stationéart tillstand. Det intressanta bor ju vara riktiga
kunder och inte virtuella kunder, sa allt kan ju tyckas vara gott och vil. Man
maste dock halla i minnet att sats 7.1 pa sidan 79 géller for virtuella kunder
och inte for riktiga kunder, nagot som vi kortfattad diskuterade efter sats 7.1.

Man kan visa att
(= lim E[Y,]=—=C

och att p, &r den entydiga losningen till ekvationen

1—py = E[e_“pOTl} (: /OOO e‘“potdA(t)> .

En ankommande kund maste kda under den tid det tar for kunden som betjdnas att bli
fardigbetjinad och ytterligare den tid det tar for kunderna i kon att betjanas. Enligt 2.2
pa sidan 6 dr den tid det tar for kunden som betjinas att bli firdigbetjinad Exp(u) lik-
som betjéningstiderna for de kéande kunderna. Den forvintade tiden tills alla i systemet
blivit fardigbetjdnade kan man visa ar forviantat antal kunder ganger betjiningstiden for de
enskilda kunderna (jimfor 6.4 pa sidan 59), d.v.s.

uhj(l = 6//1’7
dér w, dr kundens férvantade kotid. Observera att vi utnyttjat att betjaningstiderna é&r

exponentialférdelade och att w, = 1 /p inte ”har med sats 7.1 att gora”.

Man kan vidare visa att
0= lim E[X(0)] = £,
t—oo po
vilket dr det forviantade antalet kunder i systemet da en virtuell kund ankommer. Har kan
sats 7.1 anvéndas pa vanligt sétt.

For resten av dessa kommentarer skulle vi egentligen vilja anvéinda &nnu mindre stil,
men da blir dessa nog dven typografiskt oldsbara. Nér vi diskuterade villkoren for sats 7.1
sa ndmnde vi att inprocessen skulle vara mer eller mindre stationdr. Den enda férnyelse-
processen som verkligen ar stationdr dr Poissonprocessen. Detta héinger ihop med att expo-
nentialférdelning &r den enda fordelning som saknar minne. Man kan dock visa att om man
later T ha fordelningsfunktionen

1 [t
P(Ty <t)= 7/ (1 - A(s))ds,
aJo
men bibehaller oberoendet och férdelningen A for To — T7,T5 — T, . .., sa blir inprocessen

stationéir. Man &r nog villig att tro pa att denna ganska obetydliga modifiering inte paverkar
kons egenskaper i dess stationéra tillstand.
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7.6 G/M/l-system

Vi ska bara betrakta ett exempel som visar att sats 7.1 pa sidan 79, som ju géller ”under
mycket allménna villkor”, trots allt inte géller hur allmént som helst.

Viutgar fran M /M /1-systemet och 14t oss ha exempel 7.1 pa sidan 71 i minnet. Beroende
pa var kiosken ligger, sa ar kundtillstromningen mer eller mindre stabil dag fran dag. En
naturlig fraga for expediten vid arbetets borjan dr da: Jag undrar hur jobbigt det blir i dag?

Mera precist uttryckt sa kan det vara rimligt att forutsitta att kunderna visserligen
kommer enligt en Poissonprocess varje dag, men att dess intensitet kan variera dag fran
dag. Denna variation kan man beskriva genom att uppfatta ”dagens ankomstintensitet”
som utfall av en stokastisk variabel L. En expedit med en god utbildning i matematisk
statistik hade da kunnat formulera sin fraga som: Jag undrar vilket utfallet av L blir i dag?

En rimlig modell for ankomstprocessen ér att forst generera ett utfall L och sedan
anvanda detta utfall som intensitet i Poissonprocessen. En ankomstprocess uppkommen pa
detta satt kallas en vigd Poissonprocess och dr en Coxprocess, se exempel 7.5 pa sidan 75.

Antag nu att P(L < p) = 1 sa att systemet for alla utfall av L kan forutséttas befinna
sig i stationért tillstand. For att analysera kon sa betingar vi av utfallet av L och rdknar
som for ett M /M /1-system. De storheter som vi berdknar blir dirfor funktioner av L, d.v.s.
stokastiska variabler. Vi kan nu tilldimpa t.ex. (7.5) for varje utfall av av L, vilket ger

(L) = Lw(L).
Viktar vi over utfallen av L sa ger detta, da L och w(L) &r positivt korrelerade, att
{=E[{(L)] = E[Lw(L)] > E[L|E[w(L)] = Aw,

och saledes giiller (7.5) inte da ankomstprocessen dr en vigd Poissonprocess. Det villkor
for sats 7.1 som den vigda Poissonprocessen bryter mot ér ergodicitetskravet, som (néstan)
innebar att inprocessens stokastiska egenskaper pa intervall som tidsméssigt ligger langt ifran
varandra skulle vara oberoende. I det viigda Poissonfallet beror de stokastiska egenskaperna
pa L, oavsett hur langt ifran varandra intervallen én ligger.

7.7 Koer med aterkoppling

Vi har hittills betraktat ”klassisk” koteori diar — i stort sett — kunder kommer,
stiller sig i k6 och gar néjda(?) darifran nér de har blivit betjdnade. Betjaning
i serie, d.v.s. da en kund forst kdar for en betjaning och sedan direkt stéller
sig i ko for nésta betjaning, kan dock ses som en avvikelse fran den "klassiska”
situationen.

En modern tillampning av koteori &r modellering av datasystem, déar situa-
tionen kan vara annorlunda. I ett fleranvéindarsystem kommer da och da en ny
kund, vilket svarar mot att nagon vill kora ett nytt program. Programmet far
koa tills det far plats i CPUn. Dér ”betjdnas” programmet tills berdkningarna
antingen ar fardiga eller tills ytterligare information behovs. I det senare fal-
let sénds programmet till I/O (in-out) enheten dér det eventuellt igen maste
koa tills det betjdnas. Efter I/O betjéningen far progammet ater koa tills det
far plats i CPUn osv. tills berdkningarna ar fardiga. Med viss reservation for
beskrivningen av datasystemets arbetsséitt — den datakunnige som liast &nda
hit ma fortjéana ett gott skratt — sa leder detta till en etablerad modell som vi
ska aterkomma till i exempel 7.16 pa sidan 108.

Lat oss nu betrakta det enklast tédnkbara systemet med aterkoppling.
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ko betjaning

Figur 7.4: Hlustration av ett kundstréommar vid ”enkel aterkoppling”.

Exempel 7.13 (Enkel aterkoppling) Iett M /M /1-system tanker vi oss att
betjéningen i sjdlva verket dr nagon typ av reparation. Nér en enhet (kund)
ar reparerad (betjdnad) sa gors en kontroll av reparationen. Om allt dr gott
och vil, d.v.s. att reparationen har lyckats, sa lamnar enheten systemet. Vi
forutsatter att detta sker med sannolikheten p. Reparatoren ér dock inte per-
fekt utan ibland fungerar inte enheten trots reparationen och i sa fall aterfors
enheten till kon. Detta sker med sannolikheten 1 — p. Vi forutsatter vidare
att huruvida en reparation lyckas eller ej 4r oberoende av hur manga repara-
tionsforsok som gjorts. Den ldsare som tycker att reparatoren verkar slarvig
och saledes borde erséttas av en noggrannare kan byta ordet ”"reparation” mot
"test av ett program” och blir kanske da mera Gverseende! Systemet och dess
olika kundstréommar ar illustrerat i figur 7.4.

Vi antar, som vanligt, att N(¢) dr en Poissonprocess med intensitet A och
att reparationstiderna (betjaningstiderna) ar Exp(u)-fordelade. Av vart anta-
gande att "huruvida en reparation lyckas eller ej 4r oberoende av hur manga
reparationsférsok som gjorts” foljer att det totala antalet reparationer, eller
snarare reparationsforsok, som behovs ar ffg(p)-fordelat. Den totala repara-
tionstiden dr da enligt sats 6.4 b) pa sidan 59 Exp(pp)-fordelad. Detta innebér
att vi i detta fall kan ”smita ifran” problemet med aterkoppling och betrakta
hela systemet, d.v.s. det som i figur 7.4 &r inramat med de streckade linjerna,
som ett M /M /1-system med parametrar A och pu. Under forutsattning att

A
p=—<1
pu
sa foljer det av satserna 7.3 och 7.6 pa sidorna 81 och 83 att antalet kunder

X (t) har en gransfordelning
A" A
p,=p"(1—p) = <—) (1——) , forn=0,1,... (7.39)
DbH pp

och att utprocessen U (t) &ar en Poissonprocess med intensitet A.
Lat oss nu betrakta systemet ur reparatérens synvinkel, som ser de enhe-
ter som kommer, d.v.s. uppfattar N(¢) + F(t) som inprocessen. Detta &r en
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punktprocess, och lat oss beteckna dess intensitet med A. Kontrollanten upp-
fattar utprocessen som en punktprocess, dven den med intensiteten A. Denna
utprocess uppdelas nu i processerna U(t), som vi vet dr en Poissonprocess
med intensitet A, och F'(t). Beteckningen F'(t) ar vald efter engelskans uttryck
"feedback”. Man inser att U(t) har intensitet pA = A, vilket ger

At
p
och att F'(t) har intensitet
1—

p

I motsats till processen U(t) ar F(t) inte en Poissonprocess. Detta kan vid
forsta, och kanske dven andra, anblicken verka forvanande. Om vi speciellt har
p = 1/2 sa kan man ju tycka att bdgge processerna av symmetriskil borde
vara av samma typ. Sa ar det dock inte, vilket man kan inse om man véljer
A litet, p litet och p sa stor att p ar litet. Med detta val av parametrar sa
géller i stort sett att da en enhet kommer till reparatéren sa ér han ledig
och gor ett stort antal mycket snabba reparationsférsok. Slutligen lyckas han
och far ater vila sig tills nésta enhet kommer. Detta innebéar att F(t) da och
da innehaller ett stort antal ihopklumpade punkter, och detta motsiger att
F(t) dr en Poissonprocess. Processen U(t), a andra sidan, innehaller endast de
punkter som svarar mot att reparationerna har lyckats.

Eftersom F(t) inte &r en Poissonprocess sa &r inte heller N(¢) + F(t) det.
Den naturliga definitionen av p ar nu

A ANp A

poop pp

d.v.s. vi far, vilket vél inte ar forvanande, samma p oavsett om vi betraktar
det systemet som ett M /M /1-system med parametrarna A och pu eller som ett
kosystem med parametrarna A och p. Antalet kunder &dr givetvis detsamma
oavsett vilken tolkning vi ger. Detta innebér att (7.39) géller trots att inpro-
cessen N(t) + F(t) inte &r en Poissonprocess. Annorlunda uttryckt kan man
rakna som om inprocessen vore en Poissonprocess.

Till sist en liten varning. Sa ldnge som vi betraktar ”antal kunder”, d.v.s.
Pn, L eller ¢, spelar det ingen roll om vi uppfattar systemet som ett M /M /1-
system med parametrarna A och pu eller med parametrarna A och p. Detta
géller dock inte om vi betraktar tiden i systemet, eftersom det &r skillnad mel-
lan tiden som behovs for ett ”varv” i systemet (detta svarar mot parametrarna
A och p) och tiden for det antal "varv” det tar tills reparationen har lyckats
(vilket svarar mot parametrarna A och pu). a

7.7.1 Jacksonnitverk

"Hemligheten” med de aterkopplade system som vi ska studera &r just sista
meningen i exempel 7.13, d.v.s. man rdkna som om inprocessen vore en Poisson-
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Figur 7.5: llustration av ett kundstrommar i ett Jacksonnétverk.

process. Naturligtvis stéller detta mycket speciella krav pa hur aterkopplingen
far se ut. Klassen av de system som vi ska betrakta &r Jacksonnétverken.

Definition 7.1 Eit kondtverk som har m noder kallas ett Jacksonnatverk om
foljande wvillkor dr uppfyllda:

e Varje nod har identiska betjiningsstationer med exponentialfordelade be-
tianingstider. Nod i har c; betjaningsstationer med forvintad betjaningstid

o Kunder som kommer till nod i utifran anlinder enligt en Poissonprocess
med intensitet \;. (Kunder kan dven komma till nod i fran andra noder
i systemet.)

e Sa snart en kund dr betjinad i nod i sa gar kunden till nod j med sanno-
likheten p;; for j = 1,...,m eller limnar systemet med sannolikheten
pi=1-— Z;nzl pij. Alla forflyttningar sker dgonblickligen.

e Alla ankomstprocesser, betjiningstider och forflyttningar dr oberoende av
varandra och av systemet i dvrigt.

Jacksonnétverket och dess olika kundstrémmar illustreras i figur 7.5.
Ankomstintensiteten till nod i ges av

j=1

Lat X;(t) vara antalet kunder som befinner sig i nod i.



7.7 Koer med aterkoppling 107

Vi kan nu formulera f6ljande allménna sats for Jacksonnatverk, som vi ger
utan bevis.

Sats 7.16 (Jacksons sats) For ett Jacksonndtverk med A;/(c;pu;) < 1 for
1=1,...,m gdller

lim P(X:(t) = ny, Xo(t) = ng, ..., Xpu(t) = npp) = ngll)p%) . -ng’Z),

t—o0

dar (péi’,pﬁ"),pé"), ...) dr sannolikhetsfordelningen for ett M /M /c;-system i sta-
tiondrt tillstand med ankomstintensitet A; och forvantad betjiningstid 1/ ;.

Sats 7.16 sdger att i ett Jacksonnétverk i stationért tillstand sa kan de m
noderna behandlas som oberoende M /M /c;-system, trots att ankomstproces-
serna inte dr Poissonprocesser. Vidare géller att utprocesserna Uy (t), ..., U, (t)
ar oberoende Poissonprocesser med intensiteter p1 Ay, ..., pmA;,.

Vi ska nu i tva exempel illustrera hur sats 7.16 kan anvidndas i tva enkla
fall dar vi redan gett resultatet.

Exempel 7.14 (Betjaningssystem i serie) Ett betjiningssystem i serie, se
sid. 87, &r ett Jacksonsystem med parametrar

m=2 c=c=1
A=A A=0
p2=1 py=1.
Fran (7.40) far vi, vilket i och for sig inses direkt av konstruktionen,
AN=XM+0=X och Ay=0+1-A1 =X
och vi ser att sats 7.16 reduceras till (7.9) pa sidan 87. O
Exempel 7.15 (Enkel aterkoppling, forts.) Systemet med enkel ater-

koppling, som vi betraktade i exempel 7.13 och illustrerade i figur 7.4, &r
ett Jacksonsystem med parametrar

m=1 ¢ =1
)\1:)\

pu=p pr=1-p
Fran (7.40) far vi

A =X+ (1 —=pA; eller A= é
p

och vi ser att sats 7.16 reduceras till (7.39). O
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Figur 7.6: [lustration av ett kundstrémmar i ett fleranvéindarsystem.

Exempel 7.16 (Fleranvindarsystem) Vi ska nu atervinda till det fler-
anvandarsystem som vi inledde avsnitt 7.7 med. Systemet illustreras i fi-
gur 7.6. For enkelhets skull forutséatter vi att det endast finns en CPUenhet
och en I/O-enhet och att den forvintade ”betjaningstiden” i CPUenheten &r
Exp(uy)-fordelad och i I/O-enheten dr Exp(us)-fordelad. Systemet dr da ett
Jacksonnétverk med parametrar

m=2 61202:1
A=A X=0

p2=1—p pr=p pn=1
Fran (7.40) far vi

A1 = A + A2 och A2 = (1 _p)Al

vilket ger
A 1—p)A
Al = — och A2 = ( p)
p p
Av sats 7.4 pa sidan 81 foljer att

0="0+ 0, = + = ,
PP A e — Ay pu— A pus— (1—p)A

dér ¢, ar antalet program i CPUn — i ko eller under behandling — och ¢, antalet
program i I/O-enheten.
Den forvantade totala kortiden w, inrdknat koande, dr enl. sats 7.1 pa

sidan 79

w_é_ 1 n 1—0p
A opui— A pus— (1—p)A

(7.41)

Vi ska visa att sats 7.1 &r tillimpbar i denna situation, vilket inte alls &r sjélvklart med
det heuristiska bevis som vi gett. Den totala kortiden per CPUomgang — dér sats 7.5 pa sidan
82 kan tillimpas — &r 1/(u; — A/p) och ett program gor i genomsnitt 1/p CPUomgangar. Pa
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motsvarande sitt dr tiden per I/O-omgang 1/(ua — (1 — p)A/p). Antalet I/O-omgangar #r
en mindre &n antalet CPUomgangar, d.v.s. i genomsnitt (1 — p)/p. Sétter vi ihop detta fas

wol 1 1oy 1 N S B
pmi—=XMp p p—1=pAp X pm—X ppa—(1=pX

d.v.s. (7.41) géller.
Den forvintade effektiva kortiden, d.v.s. tiden da datorn verkligen arbetar
med programmet, ar

11 1—p1 1 1—
11 l=pl 1 1-p

pUL P M2 P P2

For att ge nagon kénsla av vad detta innebar betraktar vi ett datasystem
som arbetar 10 timmar/dygn och i genomsnitt mottar 8000 ”jobb” per dygn.
Detta ger A = 8000/36000 = 2/9 jobb/sekund. Vi antar vidare att CPUtiden
i genomsnitt &r 4 sekunder med ett I/O "avbrott” efter (i genomsnitt) var
0.25 sekund. Slutligen antar vi att 1/O-tiden i genomsnitt dr 0.2 sekunder.
Detta ger, naturligtvis i genomsnitt, 4/0.25 = 16 I/O avbrott/jobb. Med dessa
siffror, som vi har vi tagit fran [1], & parametrarna

A=2/9 1 =1/025=4 pp=1/02=5 p=1/16
vilket ger
A =Xp=32/9 och Ay =(1—-p)\/p=10/3.
Saledes far vi
1 1 1 1

w = + = +

= = 36 + 9 = 45 sekunder
pri— A tEpe — A

_2
9

Nell V)

1
3

=

vilket skall jamforas med den forvintade effektiva kortiden

1 1— 1
P_ 4+ 35 = T sekunder.

ppa b2

Det kan tyckas att en total (forviantad) kortid pa 45 sekunder &r mycket da
den effektiva kortiden endast &r 7 sekunder. Med dessa siffror géller dock att
A/ = 8/9 och A\o/us = 2/3 sa datorn, och i synnerhet CPUn, &r hart
belastad. a
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Kapitel 8

Problem

8.1 Markovkedjor i diskret tid

En Markovkedja med tillstandsrum {0, 1,2} har 6vergangsmatrisen

1/3 1/3
P=|1/2 o0
3/4 0

a) Fyll i de tomma platserna i 6vergangsmatrisen ovan.
b) Berikna overgangsmatrisen av andra ordningen, dvs. P®,

c¢) Antag att Markovkedjan har startvektor p® = (1/2,1/2,0). Bestim de

absoluta sannolikheterna p(z) = (pé2), p?), pg))-

Lat (X, : n > 0) vara en Markovkedja med tillstandsrum E = {r,w, b, y} och
overgangsmatris
0 O 1 0
0 04 06 0
P= 08 0 02 O
02 03 0 0.5

a) Berdkna
P(X5:b,X62T7X7:b,X8:b‘X4:w)

b) Berdkna

dér f definieras enligt

SIS BTN
|
S

111
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En Markovkedja {X,,;n > 0} har tillstandsrummet {1, 2,3} och féljande 6ver-
gangsmatris
0.2 0.3 0.5
P=104 02 04
0.3 0.6 0.1

a) Berdkna P(X5; =3 | X3 =1,X,=1).
b) Berdkna P(Xg = 3,X7 = 1,X5 =2 ’ X3 = 2,X2 = 1)
En Markovkedja {X,,;n > 0} med tillstandrum {1, 2,3} startar i tillstand 3,

Xo = 3, och har foljande 6vergangsmatris.

0.5 0.3 0.2
0 06 04
0.8 0.1 0.1

a) Berdkna P(Xy =1),i=1,2,3.
b) Berékna forvantad antal steg innan den for forsta gangen nar tillstand 1.
c¢) Berdkna sannolikheten att den nar tillstand 1 fore tillstand 2.

Bestam alla stationéra fordelningar 7r till Markovkedjorna med 6vergangsmat-
riser enligt nedan.

04 0 06 1/2 1/2 0
a) P=[ 0 05 05| b) P=|[1/4 3/4 0
025 0.75 0 0 0 1

Klassificera Markovkedjorna med 6vergangsmatrisen nedan, d.v.s. undersck
om de ér irreducibla, tillstandens perioder och om tillstanden dr genomgangs-
tillstand eller ej.

0 3/4 1/4 0 06 0 04 0
12 0 0 12 o 03 0 o7
D P=11s5 0 o0 a5 PPlos 0 05 0

0 1/3 2/3 0 0 08 0 0.2

I tva urnor A och B finns det tre roda respektive tva grona bollar. Man drar
pa mafa en boll ur den urna som innehaller tre bollar och ldgger den i den
andra urnan. Definiera

X,, = antalet grona bollar i den urna som efter n dragningar har tva bollar
n=12,...
XO :2

samt

B {1 om den boll som drogs i n:te dragningen ar rod,

2 om den boll som drogs i n:te dragningen ar gron
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Yoy ar godtycklig.
a) Visa att (X, : n > 0) dr en Markovkedja med tillstandsrum {0, 1, 2}.
b) Bestdm begynnelsefordelningen och évergangsmatrisen P.
c¢) Ar (Y, : n > 0) en Markovkedja?
d) Berdkna P(X,, = j) numeriskt for j =0,1,2, n =0,1,2, 3.
e) Beriikna den stationira fordelningen till P.

En Markovkedja har 6vergangsmatrisen

1/2 0 1/2 0
1/2 1/2 0 0
1/2 0 0
1/2 1/2 0

a) Undersok om kedjan &r irreducibel.

b) Undersok om Markovkedjan &r ergodisk och bestdm i sa fall dess gransfor-
delning.

Som bekant studerade Markov f6ljden av vokaler och konsonanter i ryska dikt-
verk. Liknande studier kan naturligtvis goras av svensk litteratur. I Selma
Lagerlofs En Herrgardssigen foljs en vokal av en konsonant i 78.7 % av fallen
och av ordavskiljningstecken (blanksteg, punkt, komma osv) i 20.9 % av fal-
len. Om vi betraktar ”vokal”, ”konsonant” och ”ordavskiljningsstrang” som tre
tillstand i en Markovkedja och antar att de har samma Overgangssannolikheter
som motsvarande frekvenser i ovanndmnda roman erhalls 6vergangsmatrisen

0.004 0.787 0.209
P = 10483 0.271 0.246
0.238 0.762 0

Naturligtvis kan inte det skrivna spraket modelleras exakt som en Markov-
kedja, men vissa aspekter i spraket kan énda studeras med en sadan modell och
antag darfor att en "roman” &r skriven som en f6ljd av vokaler, konsonanter och
ordavskiljningsstréangar { X,,; n > 1}, med ovanstaende 6vergangssannolikheter.
Forsta tecknet, X, véljs slumpmaéssigt enligt den stationéra fordelningen.

a) Motivera, utan att utféra nagra berikningar, att en entydig, stationér
fordelning existerar. Berdkna sedan denna.

b) Berikna sannolikheten att ett ord borjar med en konsonant.
c¢) Berdkna sannolikheten att ett ord slutar med en vokal.
d) Berékna genomsnittlig ordlangd.

e) Berdkna genomsnittligt antal vokaler i ett ord och genomsnittligt antal
konsonanter i ett ord.

I ett signalsystem sénds O:or och l:or ut. En 1:a sénds ut med sannolikhet p
och en 0:a med sannolikhet ¢ = 1 — p. Signalerna &ar oberoende av varandra.
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Lat X, vara den n:te utsdnda signalen, n = 1,2,.... Den forsta signalen
ar en O:a, X; = 0.

Infor foljande tillstand:

Si1={de tva sista signalerna &r 0:or},

So={de tva sista signalerna ar 0:a och 1l:a},

Ss={de tva sista signalerna dr 1:a och 0:a} och

Sy={de tva sista signalerna ar 1:or}.

Lat vidare {Y,;n > 2} vara den stokastiska process som anger i vilket av
dessa tillstand signalprocessen hamnat i.

a) Motivera att {Y,,;n > 2} dr en Markovkedja och ange 6vergangsmatrisen.

b) Berikna forvantat antal utséinda signaler (inklusive den forsta O:an) tills
tva l:or i rad har sénts ut.

For en irreducibel Markovkedja med éndligt manga tillstand 1,2, ..., n géller
att overgangsmatrisen ar s.k. dubbelt stokastisk, dvs att

Zp” = 1, alla i,
j=1

Zpij =1, allaj.
i=1

Bestédm den stationédra sannolikhetsfordelningen {m;} i =1,2,... n.

En myra ror sig efter kanterna pa en kub A B C D E F G H. Pa varje tidsenhet
forflyttar hon sig fran ett horn till nagot av de tre ndrmsta beldgna hérnen
och hon viljer respektive kant med samma sannolikhet 1/3. Befinner hon sig
t.ex. i A ar sannolikheten for att hon efter en tidsenhet ar i B, D eller E resp.
1/3. Hornen G och H é&r dock forsedda med lim, sa att myran fastnar om hon
nar nagot av dessa horn och kan inte ga till nagot av de andra.

Om myran startar i A, vad ar sannolikheten att hon fastnar i hérnet G,
resp. H?

En Markovkedja med tillstanden {1,2,3} i diskret tid har évergangsmatrisen
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0.2 05 0.3
04 0.3 0.3
0.3 0.2 0.5

a) Kedjan startar i tillstand 1. Berdkna forvintad tid tills den hamnar i till-
stand 3.

b) Berdkna sannolikheten att kedjan inte nagon gang har natt tillstand 3 efter
4 tidsenheter.

c¢) Visa att en asymptotisk fordelning existerar samt berdkna denna.

Till gladje for alla barn (men kanske till fortvivlan for fordldrar) forekommer
samlarbilder i vissa livsmedelspaket. Betrakta foljande variant. Varje paket in-
nehaller 2 olika bilder. Dessa kan betraktas som slumpmaéssigt valda ur en serie
om fyra. Efter forsta paketet har man salunda 2 olika bilder, efter ytterligare
ett paket 2, 3 eller 4 olika bilder. Satt X,, = antal olika bilder efter n paket.
Foljden {X,} ér en Markovkedja.

a) Berikna 6vergangsmatrisen.

b) Om varje paket kostar 15 kr, berikna vintevirdet av kostnaden tills full
serie erhallits.

En person skall ga fran punkten A till punkten C i figuren.

Vandringen &ar synnerligen slumpmaéssig. Nar han befinner sig i en av punk-
terna gar han till en av de nérliggande punkterna med sannolikheter som anges
av Overgangsmatrisen

A B C D

A/ 0O 04 0 06
Bl1o7 0 03 0
P= clf o o0 1 0

D\08 0 02 0

Avstanden, i km, mellan punkterna &r angivna i figuren. Berikna den forvintade
totalstracka som personen har gatt innan han anlander till C.

Ledning. Jamfor resonemanget fér berdkning av absorptionstider.
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A och B deltar i ett tdrningsspel, som tillgar pa foljande siatt: Om térningen
visar 1 eller 2 vinner kastaren, om den visar 3 far han gora ytterligare ett
kast. Visar tdarningen 4 eller 5 far den andre kasta, och kommer 6 upp forlorar
kastaren. Antag att A borjar kasta. Berédkna

a) sannolikheten for att B vinner

b) véintevirdet for det antal spelomgangar som krivs for att avsluta spelet.

En Markovkedja med tillstanden 1,2, 3, ..., n har 6vergangsmatrisen
p g 00 ... 000
0OpgO ... 000
S A P pt+g=1
000O0 ... 0 pyg
000O0... 001

Berdkna forvintade virdet av den tid det tar innan kedjan absorberas, givet
att den startar i tillstand 1.

Antag att en Markovkedja har N tillstand och lat d; vara perioden till ett
tillstand ¢ till vilket kedjan kan atervinda. Visa att d; < N.

Lat P vara overgangsmatrisen till en Markovkedja och lat A vara ett tal
sadant att |A| < 1.
a) Visa att >~ A" P" konvergerar. Med konvergens av en foljd av matriser
menas komponentvis konvergens.

b) Visa att > o (A"P" = (I — AP)™..

) Siatt R= (I —AP)™',(r;;) = R, med 0 < A < 1. Visa att

1) ¢ — j om och endast om r;; > 0

2) i <> j om och endast om r;;7;; > 0

3) i ar ett genomgangstillstand om och endast om det existerar ett tillstand
J sadant att r;; > 0 och rj; = 0.
Ovanstaende resultat kan anvéndas for analytisk beridkning av P™ och for
automatisk klassificering av tillstanden i en Markovkedja.

Xo, Xi, ... ar en Markovkedja med tillstandsméngd £ = {1,2,3,4,5,6,7} och
overgangsmatris

0 0 1/2 1/4 1/4 0 0
0 0 1/3 0 2/3 0 0
o 0 0 0 0 1/3 2/3
P=[o o o o o0 1/2 1/2
0 0 0 0 0 3/4 1/4
/2 1/2 0 0 0 0 0
1/4 3/4 0 0 0 0 0

a) Beriikna P? och P?.
b) Visa att kedjan dr irreducibel.
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c¢) Vilken period har kedjan?

En maskin tillverkar detaljer av ett visst slag. Detaljerna klassificeras som
korrekta, acceptabla eller defekta. Om en tillverkad detalj &r korrekt &r san-
nolikheten att nésta tillverkad enhet &r korrekt 0.9 och sannolikheten att den
ar acceptabel 0.1. Om déiremot en tillverkad enhet &r acceptabel dr sannolik-
heten att néasta ar korrekt 0.1, acceptabel 0.7 och defekt 0.2. Om en tillverkad
enhet dr defekt justeras maskinen varefter nésta tillverkad enhet blir korrekt.
Berékna véntevirdet for antalet tillverkade icke-defekta enheter mellan tva
justeringar.

Klassificera tillstanden i nedanstaende 6vergangsmatriser samt dela upp till-
standsméngden i en union av slutna irreducibla tillstandsméngder och en
méngd av genomgangstillstand.

LO0 00N 0 g
13115 1) 02 0.6 02 0 0
a) |6 03 5 B sl b)0o2 0 08 0 0
42 4 0 0 0 06 04
000010 0 0 0 04 06
0 01 0 0 0 ) '
12 0 12 0 0 0 0 0 0 0
0 1/3 0 0 0 02/3 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 O 0 0 0
g |0 0 0 BB 0 0 13 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 01/4 0 3/4 0
0 0 1/4 1/4 0 0 0 1/4 0 1/4
0 1 0 0 0 0 O 0 0 0
0 1/3 0 0 1/30 0 0 0 1/3
En Markovkedja { X,,;; n > 0} med tillstandsrum {0,1,2} har 6vergangsmatrisen
0 2/3 1/3
1/4 0 3/4
1/2 1/2 0

Motivera att kedjan &r ergodisk och berdkna grénsférdelningen p.

Xo, X1, Xo, ... dr en Markovkedja med tillstandsméngden {1, 2, 3,4}. Kedjan
har stationéra overgangssannolikheter med nedanstaende 6vergangsmatris

1/3 1/3 1/3 0
0 1 0 0
1/2 0 1/3 1/6
0o 0 0 1

Kedjans initialfordelning &r (%, %, %, 14—0).

Redogor for existensen av nedanstaende griansvirden, samt beriikna dem i den



25

26

27

28

118 8 Problemsamling

man de existerar.

lim P(X, =i), i=1,234.

n—oo

En Markovkedja {X,,;n > 0} med tillstand 0,1 och 2 har foljande 6vergangs-
matris.

3/8 2/8 3/8
P=11/3 0 2/3
1/4 1/4 1/2

a) Visa att en asymptotisk fordelning existerar samt beridkna denna.

b) Satt Yy = Xo och Y, = X,, + X,,; for n > 1 och betrakta {Y,;n >
0}. Undersok om {Y,;n > 0} dr en Markovkedja. Ange den asymptotiska
fordelningen om sadan existerar som dr oberoende av startférdelningen, till
Y-processen, dvs berdkna om de existerar, lim, ., P(Y,, = i) for de vérden i
som Y -processen kan anta.

Betrakta en Markovkedja med foljande 6vergangsmatris

1 2
0103
0o 111
Lgo o 4
5 00 2 i

3 3

Klassificera de olika tillstanden och beriakna

lim Z(Z) for alla 7 och k.

n—:o0

En Markovkedja med tillstanden 1, 2, 3, 4, 5 har évergangsmatrisen

1/10 2/10 3/10 4/10 0
0o 1/3 0 0 2/3
0 0 1/5 4/5 0
0 0 3/4 1/4 0
0 1/2 0 0 1/2

P-

Kedjan startar i tillstandet 1. Berdkna lim P(X, = k),k =1,2,3,4,5.

n—oo

En Markovkedja med tillstandsrum {0,1,2,3,4} startar i tillstand O och har
foljande Gvergangsmatris

1/4 1/4 1/6 1/6 1/6
0 2/3 0 1/3 0
0 0 1/6 0 5/6
0 1/2 0 1/2 0
0 0 1/4 0 3/4

P

Berdkna lim P(X,, = k), k=0,1,2,3,4.

n—oo
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Pa en bokhylla star N bocker, av vilka en &r rod och resten grona. Den roda
boken star langst till hoger i hyllan. Man véljer slumpmaéssigt en av bockerna
pa sadant sitt att var och en av de grona bockerna har sannolikheten 1/(N+1)
att bli vald, medan den réda véljs med sannolikheten 2/(N + 1). Den valda
boken stélls tillbaka léngst till vénster i bokraden. Ovanstaende urvals- och
aterstillningsforfarande upprepas gang pa gang och de olika urvalen utfors
oberoende av varandra. Lat

X,, = den réda bokens position i hyllan (fran vénster riknat)

efter n:te urvals- och aterstallningsomgangen, n=1,2,...

Redogor for existensen av foljande gransviarden samt beridkna dem nér de
existerar,
lim P(X,, =14), i=12,...,N.

En Markovkedja med oédndligt manga tillstand, 0,1,2,... har 6vergangsma-
trisen L

51000

100100

o000

5 5

Beteckna som vanligt med pg.q;) overgangssannolikheten fran tillstandet j till
tillstandet k i n steg. Berikna lim pé.’,z).

En partikel utfor en slumpvandring pa E = {0,1,2,...}, och gar till hoger
med sannolikhet p och till vénster med sannolikhet ¢ = 1 — p. I punkten 0
hoppar den dock med sannolikhet 1 ett steg at hoger. Vi antar p > ¢. Lat a;
vara sannolikheten att man 6verhuvudtaget nar tillstand 0 vid start i tillstand
1. Denna sannolikhet &r strikt mindre &n 1.

a) Berékna a;.
Ledning. Om kedjan hoppar ett steg at hoger vid start i 1, vad &r sannolikheten
att den kommer att atervénda till 1 och sedan na 0?7

b) Berikna sannolikheten a,, att na tillstand 0, vid start i tillstand n.

Betrakta en slumpvandring pa de icke-negativa heltalen. En partikel som be-
finner sig i punkten i, hoppar ett steg till hger med sannolikhet p; och ett steg
till vanster med sannolikhet ¢; = 1 — p;,2 = 1,2,3, ..., oberoende av tidigare
hopp. I punkten 0 ligger den kvar med sannolikhet ¢ istéllet for att hoppa till
vanster. Vi antar 0 < p; < 1 alla i.

Satt

7”0:1
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Visa att ett nodvandigt och tillrdckligt villkor for att en asymptotisk fordel-
ning skall existera &r att Y .-, 7; < co och ange den asymptotiska fordelningen
i detta fall.

En person onskar tillverka n st felfria likadana verktyg. Héndelsen att ett
verktyg blir felaktigt &r oberoende av utfallet betraffande 6vriga verktyg. San-
nolikheten for ett felaktigt verktyg dr p. Han borjar med att tillverka n st
verktyg. Om a av dessa ar felaktiga tillverkas en ny sats om a st verktyg. Om
b av dessa ar felaktiga tillverkas en ny sats om b st osv till dess han fatt totalt
n st felfria verktyg. Hur manga satser, den forsta inrdknad, maste i genom-
snitt tillverkas? (OBS! Problemet giller antalet satser, ej antalet tillverkade
verktyg.) Detta problem kan bl.a. behandlas med Markovkedjeteknik.

a) Lat tillstandet & besta i att k felfria verktyg totalt har tillverkats, k =
0,1,2,...,n. Uppskriv 6vergangsmatrisen och klassificera kedjans tillstand.

b) Beteckna med x,,_x, k = 0,1,2,...,n—1, medelantalet 6vergangar med start
i tillstandet k till dess tillstandet n uppnatts. Salunda betyder x,, medelantalet
satser (med start i tillstandet 0) till dess tillstandet n, dvs n felfria verktyg,
uppnatts. Det forutsittes och behover ej visas, att alla x,,_; ar dndliga. Upp-
skriv ett ekv.system for x, .

c) Visa att ekv.systemet i b) satisfieras av

[e.e]

=Y [I-(1-p)], i=1,...n
r=0
Speciellt &r alltsa z,, = > [1 — (1 —p")"].
r=0
d) Visa att
1
Ty ~ ogn for stora n.
log1/p

e) Berdkna forvintat antal verktyg som har tillverkats tills n stycken blivit
felfria.
Denna deluppgift 16ses lampligen ej med markovteknik.

8.2 Markovkedjor i kontinuerlig tid

En Markovprocess X (t);t > 0 har tillstandsrum {0, 1,2} och féljande intensi-
tetsmatris. Processen startar i 2, X (0) = 2.

a) Fyll i de tomma platserna i matrisen.
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b) Berékna sannolikheten att processen ligger kvar i tillstand 2 under hela
tidsintervallet [0, 1].

c¢) Berdkna sannolikheten att kedjans andra hopp sker till tillstand 0.

d) Stéll upp det system av differentialekvationer ur vilket man kan 16sa ut
pi(t) = P(X(t) =1i),1=0,1,2.

e) Beriikna forviantad tid tills processen for forsta gangen gar in i tillstand 0.

f) Motivera att en griansférdelning existerar samt berékna denna.

En Markovprocess har generatorn (intensitetsmatrisen)

a) Bestdm uthoppsmatrisen p.
b) Undersok om kedjan &r ergodisk och bestdm i sa fall gransfordelningen p.

En Markovprocess med tillstandsrum {1, 2,3, 4} har f6ljande intensitetsmatris

-8 2 2 4
3 —6 21
0 0 00
0 0 00

Tillstand 3 och 4 ar alltsa absorberande.

a) Beridkna sannolikheten att kedjan absorberas i tillstand 3 respektive 4 vid
start i tillstand 1.

b) Berdkna forvintad tid tills absorption vid start i tillstand 1.

{X(t);t > 0} ar en Markovprocess med tillstandsrum {0,1,2} och X (0) = 0.
Intensitetsmatrisen &r

-3 1 2
Q=14 -10 6
1 -5

a) Berdkna forviantad tid tills processen for tredje gangen aterkommer till
tillstand 0.

b) Berékna den forvintade tid processen varit i tillstand 1 under denna tid.

Ett seriesystem med tva komponenter brister sa snart en av komponenter-
na brister. Komponenternas livsldngder &r exponentialférdelade, Exp(1/400)
(timmar) oberoende av om den andra komponenten fungerar eller ej. En kom-
ponent som brister repareras och reparationstiden f6r en komponent ar Exp(1/20).
Man har tillgang till tva reparatorer, sa bada komponenterna kan repareras
samtidigt om bada ar sonder. Alla tider &r oberoende av varandra.

Berdkna asymptotisk tillgénglighet av systemet, d.v.s. sannolikheten att
systemet efter lang tid fungerar.
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Pa en plats kan vidret klassificeras pa tre sétt: uppehall, duggregn och regnskur.
Langden av en regnskur (i timmar) &r Exp(5/2) och 6vergar med sannolikhet
0.4 till ett duggregn. Ett duggregn varar Exp(5/3)-fordelad tid och 6vergar
till uppehall med sannolikhet 0.8. Uppehall varar en tid som ar Exp(2/5) och
overgar sedan till duggregn med sannolikhet 0.75. Alla tider dr oberoende av
varandra.

a) Berdkna sannolikheten att det vid en (asymptotisk) tidpunkt ¢ &r uppehall.

b) Berikna forvantade lingden av totala nederbérdstiden mellan tva uppehalls-
perioder.

En partikel ror sig slumpmaéssigt pa punkterna e, es, ..., e, som ligger pa
enhetscirkeln. Slumpmekanismen &r foljande. Om partikeln befinner sig i ey vid
tiden t, sa &r, oavsett vad som hént tidigare sannolikheten att den vid tiden
t + h flyttad sig ett steg moturs lika med axh + o(h) da h — 0,k =1,2,... .
Sannolikheten att den flyttat sig nagon annanstans &r o(h). Lat pi(t) beteckna
sannolikheten att partikeln befinner sig i e, vid tiden t givet att den startade
i tillstand e; vid tiden ¢ = O.

Motivera varfor lim,_, pi(t) existerar samt berékna detta gransvéirde for
k=1,2,...,r.

En maskin kan befinna sig i tre tillstand, {1,2,3}. I tillstandet 1 &r maskinen
perfekt och genererar en intékt av 100 000 kr/ar. I tillstand 2 dr maskinen delvis
felaktig och i ”halvfart”. Den genererar da en intékt av 40 000 kr/ar. I tillstand
3 ar den helt felaktig och genererar ingen intékt. I detta tillstand byts maskinen
ut mot en ny. I tillstand 2 forscker man reparera maskinen och 6vergangarna
mellan tillstanden sker enligt Markovprocess med intensitetsmatris (enhet: per
ar)

-8 7 1
32 =36 4
100 0 —100

a) Berdkna en maskins forviantade livslangd.
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b) Berdkna forvintad intdkt av en maskin under dess livslédngd.

Lat {X(t);t > 0} vara en Markovprocess med tillstand 1,2,3 och intensitets-
matris

—4 1 3
Q=13 -7 4
3 0 -3

Processen startar i tillstand 3, X (0) = 3. Berdkna P(X(t) =1),i = 1,2, 3.

Till en biltunnel anlénder bilar enligt en Poissonprocess med intensitet 2 bilar
per minut. Bilarna kor 60 km/timme. Tunneln &r 1 km lang.

Berikna sannolikheten att det vid en tidpunkt ¢ finns hogst 3 bilar i tun-
neln.

Lat {X(t);t > 0} och {Y(t);t > 0} vara tva oberoende Poissonprocesser med
intensiteter A\; respektive A\o. Sétt Z(t) = X (¢) + Y (¢).
Visa att {Z(t);t > 0} &r en Poissonprocess.

Lat X(t);¢ > 0 vara en Poissonprocess med intensitet A.
Berékna P(X(2) =3 | X (1) =2,X(5) =5).

Lat X(t), t > 0, vara en Poissonprocess med intensiteten A. Sitt Y (t) =
[X(t)/2], ddr [x] betecknar heltalsdelen av z, dvs det heltal n for vilket n <
r<n+lL

a) Bestim P(Y ( Y(1)=1,Y(2) = 1).

3)=1
b) Visa att Y(t), t > 0, ¢j r en Markovprocess. (Berdkningen i a) kan héarvid
vara till hjélp.)

Kunder anléander till en betjdningsstation enligt en Poissonprocess med inten-
siteten \. Visa att sannolikheten for att ett jamnt antal kunder anlander under
tidsintervallet (s, s + ¢] &r $(1 + ) och att sannolikheten fér att ett udda
antal kunder anlénder dr 1(1 — e=2).

[Uttunning av Poissonprocess|Alfa-partiklar utsinds fran ett radiumpreparat
enligt en Poissonprocess med intensiteten . Antag att en Geigerridknare regi-
strerar en utsdnd partikel med sannolikheten p oberoende av tidigare registre-
ringar.

a) Visa att {X(¢);¢ > 0} &r en Poissonprocess med intensitet pA.

b) Lat Uy, Us, . .. vara tiderna mellan de tidpunkter da alfa-partiklarna utsénds
och Tj var tidpunkten da forsta alfa-partiklar raknas. Lat vidare N var antalet
utsénda partiklar tills en rdknas. Ange fordelningarna for U;, 71 och N.

c¢) Beskriv 77 med hjilp av Uy, Us, ... och N samt visa sats 6.4 b) pa sidan 59.

I en kélla A 7fods” A-partiklar enligt en Poissonprocess med intensiteten A4
partiklar/tidsenhet, och i en kélla B ”fods” B-partiklar enligt en Poissonprocess
med intensiteten \p partiklar/tidsenhet. A- och B-kéllorna fungerar oberoende
av varandra.

En "nyfodd” partikel vandrar med hastigheten 1 lingdenhet /tidsenhet rakt
mot punkten C dér den absorberas. Avstandet mellan A och C &ar 1 langdenhet
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och avstandet mellan B och C &r 2 lingdenheter. Man borjar observera syste-
met vid en tidpunkt ¢3. Da finns inga partiklar pa vandring.

Beriikna sannolikheten for att den forsta (efter ¢y) partikeln som nar C &r
en B-partikel.

I ett fysikaliskt experiment vill man fotografera ett visst elementarpartikelfe-
nomen. Man har foljande matematiska modell for experimentsituationen.

De héndelser man &r intresserad av kallar vi A-héndelser. Vidare férekommer
vissa storningshéndelser, vilka vi kallar S-handelser. A-héndelser och S-héndelser
intréffar enligt Poissonprocesser med intensiteter A4 respektive Ag, och dessa
tva processer dr oberoende av varandra. Man startar ett forsok vid tid ¢ = 0.
Sétt

T = tidpunkten da forsta A-héndelsen intréffar.

Forsoket ifraga riknas som lyckat om nedanstaende betingelser dr uppfyllda.
)T >1
2) Ingen S-héndelse intriffar pa tidsintervallet [0,7 + 2].

Bestdm sannolikheten att forsoket lyckas.

(Den trunkerade Poissonprocessen.) I en ren fodelseprocess ar fodelseintensi-
teterna

N = A for0<n<M-—1,
"o forn > M. '

Vidare befinner sig processen i tillstandet 0 vid ¢ = 0. Bestdm sannolikheten
Py (t), att processen vid tidpunkten ¢ > 0 befinner sig i tillstandet M.

I en fodelseprocess ar fodelseintensiteterna
N=a, i=0,1,2,...

dér a ar en positiv konstant. X (0) = 0.

a) Berékna forviantad tid till processen nar upp till viardet n.
b) For vilka véirden pa a &r processen reguljér, d.v.s. exploderar inte?

Tillvéxten i en bakteriekultur kan beskrivas med en fodelseprocess { X (¢);t >

0} med fodelseintensiteter, A;, som &r proportionella mot det redan uppnadda
vérdet, dvs A\; = A -4 och med X (0) = 1. Visa att

P(X(t)=1)=gt)(1—gt)", i=1,23,...

med en lampligt vald funktion g samt berédkna denna.

En population har fodelseintensitet A oberoende av populationens storlek,
d.v.s. populationen okar med en individ med denna intensitet. Populationen
kan raka ut for en katastrof, varvid alla individer dor. Denna katastrof intraffar
med intensitet u, oberoende av populationens storlek. Populationen bestar vid
tidpunkt 0 av en individ.

a) Lat N vara populationens storlek 6gonblicket fore katastrof. Bestam fordel-
ningen for N.
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Ledning: Betrakta inbdddade hoppkedjan.
b) Bestam fordelningen for den tidpunkt da katastrof intréffar.
¢) Anvénd resultatet i a) och b) for att visa sats 6.4 b) pa sidan 59.

(Ehrenfests urnmodell, kontinuerlig tid). I tva behallare, A och B, finns sam-
manlagt N partiklar. Var och en av partiklarna 6verférs, oberoende av varand-
ra och med intensitet A, till den andra behallaren. Lat X (¢) vara antalet par-
tiklar i behallare A vid tid ¢.

Motivera att {X(¢);t > 0} &r en ergodisk Markovprocess och berdkna
gransfordelningen. Om behallare A innehaller en enda partikel, hur lang &ar
den forviantade tiden tills behallare A blir tom?

Antalet individer i en population fordndras dels genom fodslar och dodsfall,
dels genom inflyttning till och utflyttning ur populationen. Varje individ i po-
pulationen foder en ny individ med intensiteten A och varje individ dér med
intensiteten . Om k individer finns i populationen inflyttar en ny individ med
intensiteten A/(k+2) och utflyttar en ny individ med intensitet v - k. (Fodelse-
och dodsintensiteter for inflyttade individer densamma som for 6vriga indivi-
der.)

Under vilka villkor pa A, p och v finns en gransférdelning? Berdkna denna
i detta fall.
Ledning. —In(1 — z) = +x + % + %3 +e=00 % (Taylorutveckling).

En population tillvixer dels genom att varje individ i populationen féder en ny
individ med intensitet A och dels genom immigration. Immigrationsintensiteten
ar ocksa A, oavsett populationens storlek. Om populationen har 7 individer, ar
dodsintensiteten ¢ - o for var och en av de ¢ individerna.

a) Visa att en asymptotisk fordelning existerar samt berékna denna.

b) Antag att A = 100 och pu = 2. Beriikna approximativt P(X(¢) < 60), dér
X(t) ar populationens storlek vid tid ¢.

Betrakta en fodelse-dods-process med fodelseintensiteter i vilken alla fodelse-
intensiteter ar lika och alla dodsintensiteter &r lika, d.v.s. \; = A, alla 4, och
dodsintensiteter pu; = p, alla ¢. Vi antar dessutom att p > A. Lat ¢; vara den
forvantade tiden tills processen for forsta gangen befinner sig i tillstand 0 vid
start i tillstand 1. Denna forvéintade tid &r dndlig.

a) Berékna ¢;.
Ledning: Om processen hoppar till hoger fran starttillstandet 1, hur stor &r
forvintade tiden tills den aterkommer till 1 och sedan 07

b) Lat T; vara tiden tills processen hamnar i tillstand 0, givet start i tillstand
i. Berdkna F(T;).

En kontorsslav har en drendekorg som han betar av genom att undan for undan
ta det Oversta drendet, behandla det och ta nésta. Nya drenden kommer hela
tiden in och ett nytt drende liggs 6verst i korgen. Arenden kommer in enligt
en Poissonprocess med intensitet A och behandlingstiderna for drendena &r



60

61

62

126 8 Problemsamling

oberoende och Exp(u). Vid ett tillfélle finns n drenden i korgen och ett under
behandling.

a) Antag A < p. Hur lang dr den forvintade tiden innan det understa drendet
borjar behandlas?

Ledning. Jamfor uppgift 58 b)

b) Antag A > p. Da finns en positiv sannolikhet att det understa drendet aldrig
kommer att behandlas. Berdkna denna.

Ledning. Betrakta inbdddade hoppkedjan och anvénd resultatet i uppgift 31
b)

8.3 Koteori

Kunder anldnder till ett M/M/1-system med ankomstintensiteten 2 och
betjaningsintensiteten 3. Detta innebér att kunder anlénder till en betjanings-
station enligt en Poissonprocess med intensitet 2 och att betjéningstiderna ar
exponentialférdelade med intensitet 3 och oberoende av varandra och av an-
komstprocessen. Vi betraktar systemet efter lang tid, d.v.s. vi forutsétter att
det befinner sig i stationart tillstand. Lat S vara en kunds tid i systemet och
lat X vara antalet kunder i systemet.

a) Bestam w = E[S] och P(S > 2).
b) Bestdm ¢ = E[X] och P(X > 6).

Kunder anlénder till en betjdningsstation enligt en Poissonprocess med in-
tensitet A. Betjaningstiderna &ar oberoende och Exp(1/2)-férdelade. Man &r
angeldgen om att halla ned kobildningen och 6nskar att den forvintade tiden
i kon for en kund ej ska Gverstiga 0.3, nér systemet befinner sig i stationért
tillstand.

Vilket dr det hogsta virde pa A som ér forenligt med ovanstaende 6nskemal?

Kunder anlédnder till en betjéaningsstation enligt en Poissonprocess med inten-
sitet A. Betjéningstiderna &r oberoende och Exp(u)-fordelade. Inkommande
potentiella kunder ansluter sig inte sédkert till kon, utan tar hansyn till kéns
langd. I exempel 7.12 pa sidan 98 betraktade vi en enkel modell for kbaversion

dar
A

n — )
n+1
som forutsitter att det finns oédndligt vantrum. Ett sédtt att ta hiansyn till
vantrummets storlek ar att sétta

A\ _{%ﬂ(l—%) omn=0,1,...,c

0 omn=c+1l,c+2,....

c ar saledes det maximala antalet kunder i systemet.
Beridkna grénsfordelningen p for antalet kunder i systemet samt visa att
denna gréansfordelning svarar mot en Bin(c, p)-fordelning och bestdm p.
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Betrakta samma situation som i problem 62, men antag att en kund ansluter
sig till kon med

=t omi=01,....c—1
sannolikheten = c ' y Ly

0 omi>c,

dér ¢ &r ett heltal > 1 och ¢ &r antalet kunder i systemet.
Beridkna gransfordelningen p for antalet kunder i systemet.

Ett rederi dger en hamn for lossning och lastning av egna fartyg. Hamnen kan
vid kaj mottaga endast ett fartyg at gangen och fartygen anldnder till hamnen
enligt en Poissonprocess med intensitet \. Lossnings- och lastningsintensiteten
ar p fartyg/dag, d.v.s. betjiningstiderna &r Exp(u)-fordelade, och p (> \)
kan viljas fritt. Den fasta kostnaden for hamnanléggningen ar a + by kr/dag.
Avloningen till stuveriarbetarna jamte andra rorliga kostnader for sjalva ar-
betet uppgar till cu kr/arbetsdag, d.v.s. per dag som det ligger ett fartyg vid
kajen. Omkostnaderna for ett fartyg som ligger i hamn, d.v.s. vid kajen eller
pa redden, ar d kr/dag. Storheterna a, b, ¢ och d ar givna konstanter.

Hur skall p véljas for att den forvintade totala kostnaden ska bli sa liten
som mojligt?

Ett visst kosystem arbetar under foljande forutséattningar. Kunderna anlander
enligt en Poissonprocess med intensitet 6 kunder/timme. Antalet betjénings-
stationer dr 3. Dessa arbetar parallellt, oberoende av varandra och av an-
komstprocessen. Betjiningstiderna i varje station &r exponentialférdelade och
i genomsnitt expedieras 3 kunder/timme och arbetande station. Kodisciplinen
ar ordnad ko, d.v.s. FIFO. Utrymme for godtyckligt lang ko star till forfogande.
Berédkna medeltiden i kon for en kund, innan denne borjar betjéinas.

Till en betjaningssystem med 2 parallella betjaningsstéllen anldnder kunder
enligt en Poissonprocess med intensitet A. Betjéningstiderna &r oberoende
och Exp(p)-fordelade. Lat w,; vara medelvéntetiden i kon for en person som
anldnder efter lang tid. Man planerar att dela upp betjdningssystemet i tva
betjaningssystem med en betjédningstation vardera och antar da att kundan-
komsterna till vardera systemet utgoér en Poissonprocess med intensitet A/2.
Lat w,2 vara medelvéintetiden i kén for en person som anldnder till ett av
dessa system efter lang tid.
Berékna w w
—2% och visa att —22 > 2
Wy 1 Wy.1

dap=X/(2u) < 1.

Betrakta ett kosystem med Poisson-ankomster med intensiteten A och expo-
nentialférdelade betjaningstider. Definiera

medelvantetiden i kon

forlustkvoten R = .
medelbetjaningstiden

a) Bestam forlustkvoten Ry for det fall att systemet bestar av en betjénings-
station med intensiteten 2.
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b) Bestam forlustkvoten Ry for det fall att systemet bestar av tva parallella
betjéningsstationer med intensiteten pu.

c¢) Jamfor forlustkvoten i de tva fallen och undersok vilken som &r storst,
under forutsattningen att p dr samma i a) och b).

Vid ett postkontor finns en kassa A for insdttning pa postgiro och en annan
kassa B for inbetalning av postanvisningar. Till kassa A anldnder i genomsnitt
30 kunder/timme, till B i genomsnitt 20 kunder/timme (Poisson-ankomst).
Betjaningstiderna i bade A och B antas vara dr exponentialfordelade med
vantevérdet 1.5 minuter. Ordnad ko.

a) Hur lang dr medelvantetiden i kén framfor kassa A resp. B?

b) Hur lang blir medelvéntetiden i kén om A och B bada mottar bade
postanvisningar och postgiro men arbetar oberoende av varandra, sa att A
och B har varsin ko och sa att ingen kund som star i en k6 far ga 6ver till den
andra? Kunderna véljer dessutom resp. kassa slumpmaéssigt med sannolikheten
1/2.

¢) Hur lang blir medelvintetiden in kén om A och B samarbetar och har
gemensam ko7

Ett betjaningsstélle ska besta av ett antal parallella betjéaningsstationer, vilka
arbetar oberoende av varandra och till vilka kunderna koar i en gemensam ko
med ordnad kodiciplin. Kunderna antages komma enligt en en Poissonprocess.
Betjdningstiderna dr oberoende och Exp(1)-fordelade.

Foljande 6nskemal stélls pa systemet. Vid ankomstintensiteten 1 skall den
forvantade tiden i kon for en kund ej 6verstiga 0.2 nér systemet befinner sig i
stationdrt tillstand.

Hur manga betjdningsstationer maste systemet minst innehalla fér att upp-
fylla ovanstaende onskemal?

Betrakta en ”cyklisk ko” efter lang tid i vilken m kunder cirkulerar mellan tva
betjaningssystem med Exp(ji;)- resp. Exp(jip)-fordelade betjaningstider, enl.
figur 8.1.

k kunder m-k kunder

System 1 System 2

Figur 8.1: lllustration av en cyklisk ko.
Satt
pr. = P(k kunder i system 1 och m — k kunder i system 2).

Bestam p;.
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Antag att en telefonvéxel kan samtidigt mottaga obegrinsat manga samtal
och att samtal ankommer till viixeln enligt en Poissonprocess med intensiteten
A. Telefonsamtalens léngder antas vidare vara Exp(u)-fordelade och oberoende
av savil varandra som av ankomstprocessen. Ett betjaningssystem av denna
typ kallas ett M /M /oo-system, se avnitt 7.3.3 pa sidan 92.

Bestdam gransfordelningen p for antalet pagaende samtal.

Ett betjaningssystem innehaller 5 parallella betjaningsstationer. Betjinings-
tiderna dr exponentialférdelade med véntevirdet 8 minuter och olika betja-
ningstider ar oberoende.

Systemet ”sténgs” (d.v.s. inga nya kunder tillats komma in) i ett ldge da
det innehaller totalt 12 kunder. Lat T vara tiden det tar att avveckla systemet,
d.v.s.

T = tiden fran stdngningsdags tills dess den sista kunden fatt betjéning.

Berakna vantevardet och standardavvikelsen for 7.

Till en taxistation anldnder taxibilar och kunder enligt oberoende Poissonpro-
cesser med intensiteterna 1 resp. 1.25 per minut. En taxibil vantar vid stationen
oavsett hur manga bilar som redan finns inne. En kund véntar endast om tva
eller farre kunder finns fére honom.

Bestdm
a) medelantalet taxibilar som véntar pa kunder;
b) medelantalet kunder som véntar pa taxi;

¢) medelantalet kunder som bortfaller under en timme pa grund av att det
redan finns tre véntande kunder vid stationen.

Till en snabbkassa i ett varuhus kommer kunder enligt en Poissonprocess med
intensiteten 0.5 kunder/minut. Betjaningen av en kund kan ses som bestaende
av tva delar. Forst ska priserna registreras i kassan och sedan ska betalningen
ske. I en snabbkassa dar kunden far ha hogst 5 olika varor kan man mer eller
mindre bortse fran slumpvariationen i tiden for prisregistreringen, och vi antar
att den delen av betjéningen tar (exakt) 20 sekunder oavsett antalet varor.
Tiden som betalningen tar kan dock variera hogst vésentligt, bl.a. beroende
pa om kunden betalar kontant, med kort eller med check. Vi antar att denna
del av betjaningstiden ar exponentialférdelad med véntevéardet 1 minut. Sy-
stemet forutsétts befinna sig i stationért tillstand. Som vanligt forutséitts alla
betjaningstider vara oberoende av varandra och av ankomstprocessen.

Berikna det forvintade antalet kunder som befinner sig i systemet, dvs
som antingen koar i snabbkassan eller betjénas.

Kunder anlénder till ett betjéaningsstélle enligt en Poissonprocess med inten-
sitet . En kund har med sannolikhet 1/2 ett drende och med sannolikhet 1/2
tva drenden som ska expedieras. Varje drende tar en Exp(u)-fordelad tid att
expediera. Alla betjaningstider 4r oberoende av varandra och av ankomstpro-
cessen.
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a) Berékna vintevéirde och varians for betjiningstiden for en kund.
b) Bestdm ¢,.
c¢) Bestam ¢, w och wy,.

Lat oss betrakta en modifiering av den cykliska kon i Problem 70 dar kunder
kommer "utifran” enligt en Poissonprocess med intensitet A. Kunderna kom-
mer forst till system 1, dér betjaningstiden ar Exp(ji; )-fordelad och gar sedan
till system 2 dér betjaningstiden ar Exp(fiz)-fordelad. Efter att en kund lamnat
system 2 7forsvinner” kunden ur hela kosystemet, detta sker med sannolikhet
p, eller gar till system 1, vilket sker med sannolikhet 1 —p. Samtliga inblandade
stokastiska variabler forutsitts oberoende, vilket bl.a. innebér att huruvida en
kund forsvinner ur systemet efter att passerat system 2 &r oberoende av allt
annat. Systemet illustreras i figur 8.2.

1p

—= Systeml System 2

Figur 8.2: [llustration av en "modifierad” cyklisk ko.
Satt
Pr.n = P(k kunder i system 1 och n kunder i system 2).

Bestam py ,,.

77 En enkel modell for ett datorsystem ér foljande (se ocksa figur 8.3).

110
INLOGGNING cPU I

110

p=0.8

p=0.01

p=0.9

Figur 8.3: lllustration av en modell f6r ett datorsystem.

Vi har ett inloggingsforfarande som vid varje forsok misslyckas med san-
nolikhet 0.01 och foérsoken tar 0.1 tidsenheter i genomsnitt. Man har vidare
en CPU-enhet som det tar 0.1 tidsenheter (i genomsnitt) att passera och man
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behover sedan med sannolikheten 0.8 en ny CPU-betjédning och med sanno-
likheten 0.2 vill man sedan anvénda I/O-enheten dér man har tva parallella
enheter (gemensam ko) dér betjéningstiden for vardera eneheten dr i genom-
snitt 0.2 tidsenheter. Efter I/O-anvindning behéver man med sannolikheten
0.9 en ny CPU-betjaning och med sannolikheten 0.1 &r exekveringen klar. Al-
la betjaningstider ar oberoende och exponentialférdelade. Nya jobb anlédnder
till systemet enligt en poissonprocess med intensiteten 0.15 jobb/tidsenhet.
Systemet &r i sitt stationéra skede.

a) Berdkna forvintad antal jobb i systemet.

b) Berékna sannolikheten att CPU-enheten &r upptagen samt forvantad
tid ett jobb tar att exekveras (inklusive inloggning och véntetider).
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Kapitel 9

LoOsningsforslag

a) Eftersom radsummorna i 6vergangsmatris dr 1 har vi att

1/3 1/3 1/3
pP=1[1/2 0 1/2
1/4 3/4 0
b) Vi har
1/3 1/3 1/3\* [13/36 13/36 5/18
PH=pP*=(1/2 0 1/2| =|7/24 13/24 1/6
1/4 3/4 0 11/24 1/12 11/24
c¢) Det géller att
1/3 1/3 1/3\°
p? =pOP® =(1/2,1/2,0) [1/2 0 1/2| = (47/144,65/144,2/9)
1/4 3/4 0

2)

PXs=b0,Xe=1r,X7=0b0Xs=0]| X4 =w)
= P(X5s=b| Xy =w) P(Xg =1 | X4 = w, X5 = b)

PXr=b| Xy=w,X5=b,Xe=7)-P(Xg=b|Xg=w,X5=0b,Xg=r,X7=0)
= (Markovegenskapen)
=PXs5=0|Xy=w)P(Xg=7r|Xs=b0P(X7=b|Xs=r)P(Xg=0b| X7=0)

= (enligt matrisen) = 0.6 - 0.8 - 1 - 0.2 = 0.096.

b) Vi far sannolikheten for de olika vigarna vid tidpunkterna 4,5 och 6 enligt
tabellen.

133
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Tidpunkt 4 5 6 Sannolikhet

Vig y— r— b 02-1 =02
y— w— w 03-04=0.12
y— w— b 03-0.6=0.18
y— y— 1r 05-02=0.1
y— y— w 05-03=0.15
y— y— vy 05-05=0.25

som ger

B(F(Xs)F(Xe) | Xi=y) = Fr)F(b)- 0.2+ f(w) f(w) - 012+ F(w) £(b) -0.18
+ f(W)f(r) - 0.1+ f(y)f(w)-0.15+ f(y)f(y)-0.25 = 14.41

3 A)P(Xs=3|Xs=1X=1)=PX;=3|Xs=1) = p? pi grund av
markovegenskapen. p%) ges av motsvarande element i P(?) = P2, Vi erhaller
0.31 0.42 0.27
P?= (028 040 0.32
033 027 0.4
Den sokta sannolikheten &r alltsa 0.27.

b) Vi erhaller pa grund av markovegenskapen
P(Xs=3,X7=1,X;=2|X35=2,X0=1)=P(Xsg=3,X7=1,X5=2| X3=2)
Men

P(Xs=3,Xr=1,X5 =2 | X3 =2)
— P(Xs=2| X3 =2)P(Xs = 1| X5 = 2)P(Xs =3 | X5 = 1)
— ) s = 0.40 - 0.28 - 0.5 = 0.056

4 a) Fordelningen for X, fas genom

05 03 02\°
p? =pOP® =pOP2=(001)| 0 06 04
0.8 0.1 0.1
0.41 0.35 0.24
=(001)[0.32 040 0.28 ] =(0.48 0.31 0.21)
0.48 0.31 0.21

b) Gor om 1 till ett absorberande tillstand och lat ¢; vara forvintat antal steg
till absorbtion vid start i tillstand ¢, i = 2,3. Vi far

ty = 14 0.6ty + 0.4
ty =1+ 0.1ty + 0.1t
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vilket har 16sningen to = 65/16 och t3 = 25/16. Det sokta antalet ar alltsa
25/16=1.5625 eftersom kedjan startar i tillstand 3.

¢) Gor om tillstanden 1 och 2 till absorberande tillstand och lat a; vara san-
nolikheten att kedjan absorberas i tillstand ¢, ¢ = 1,2. Vi far att da att
a; = 0.8 4+ 0.1a; , dvs a; = 8/9 = 0.8889. Detta dr da sannolikheten att
na tillstand 1 fore tillstand 2 i den ursprungliga kedjan. Denna sannolikhet
kan ocksa fas som hoppsannolikheten ur tillstand 3. Sannolikheten for hopp

till tillstand 1 ar ju % = % — %-

Den stationéra fordelningen 7 ges av ekvationssystemet w = w P, m+mo+m3 =
1.

Vi far
m = 0.4m1 + 0.2573
T = 0.57T2 + O75’/T3
T3 = 0.67'('1 + 0.571'2

7T1+7TQ+7T3:1

vilket har 16sningen m = 1/7,m = 18/35, 13 = 12/35.
b) I detta fall erhaller vi

T = 0.57T1 + 0.2577'2
T = 0.577'1 + 0.757’(’2
Ty = T3

T+ Tty =1

Detta system har odndligt manga l6sningar, mo = 2wy, w3 = 1 — 3m;. Eftersom
alla sannolikheter maste ligga mellan 0 och 1 géller att 0 < 7y < 1/3.

a) Man kan gora vandringen 1 — 2 — 4 — 3 — 1 varfor alla tillstanden
kommunicerar, kedjan &r irreducibel. Perioden ar 2.

b) Kedjan har tva irreducibla delkedjor. {1,3} respektive {2,4}. Tillstanden &r
aperiodiska eftersom man kan gar fran ett tillstand tillbaka i ett tidssteg.

a) Mojliga virden pa X, ar 0, 1, 2. Vi vill visa att {X,;n > 0} 4r en Mar-
kovkedja. Vi studerar déarfor P(X,1 = 7 | Xon = 1, X1 = in_1, Xp2 =
in_2y-..,X1 =11, Xo = 2). Om vi vet att X,, = i betyder det att 2 — 1 st kulor
i den ena urnan ar roda (och ¢ st dr grona). I den andra urnan ar da 2 — ¢
st grona och 3 — (2 — i) = i 4+ 1 st &r roda. Vi vet alltsa precis fordelningen
av kulor infor den n:te dragningen. Vi far alltsa ingen ytterligare relevant in-
formation av X, _1, X,,_2,..., Xo:s virden, dvs P(X,y1 =7 | Xpo1 = ip1 =
in-1,---,Xo=2) = P(X,41 =Jj | X,y = 1). Detta betyder att {X,;n > 0} ar
en Markovkedja.

b) Om X, &r 0 finns 2 grona och en réd i urnan med 3 bollar. Efter n + 1:a
dragningen har denna urna 2 grona med sannolikhet 1/3 och en réd och en
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gron boll med sannolikheten 2/3. Om X, ar 1 finns 1 gron och 2 réda bollar i
urnan med 3 bollar och efter n + 1:a sannolikheten &r 1/3 att den har 2 roda
bollar och 2/3 att den har 1 réd och 1 grén boll. Om slutligen X, &r 2 finns 3
roda bollar i urnan med 3 bollar och efter n 4+ 1:a dragningen &r sannolikheten
ar 1 att den har 0 grona bollar. Overgangsmatrisen ges darfor av

0 2/3 1/3
P=1|1/3 2/3 0
1 0 0

Startfordelning p® = (0,0, 1).

c) {Y,;n > 0 ér ej en Markovkedja. Vi har till exempel att P(Yy; =2 | Y3 =
LY, = 1,Y; = 1) = 2/3, ty genom eftertanke inser man att om héndelsen
{Y3 =1,Y; = 1,Y; = 1} intréffat finns 1 rod och 2 grona bollar i den urna
som innehaller tre bollar. Sannolikheten att man drar en gron boll ér saledes
2/3. Déaremot dr P(Y; =2 | Y3 =1,Y, = 2,Y; = 1) = 1/3 eftersom man da
efter tredje dragningen har 2 réda och 1 grén boll i urnan med 3 bollar.

d) Fordelningen for X, fas som

n

0 2/3 1/3
p™ = pOPp™ — O pr —(0,0,1)[1/3 2/3 0
1 0 0

Man erhaller p® = (1,0,0),p® = (0,2/3,1/3) och p® = (5/9,4/9,0).

e) Den stationéra fordelningen uppfyller ekvationssystemet

o = §7T1+7T2
2 2

T = §7T0+§7T1
1

7T2:§7T0

7T(]+7T1+7T2:1

vilket har l6sningen 7y = 0.3, 7, = 0.6, 75 = 0.1.

a) Man kan gora vandringen 1 — 3 — 4 — 2 — 1 varfor alla tillstanden
kommunicerar, kedjan ar irreducibel. Perioden ar 1, ty 6vergangen 1 — 1 &r
mojlig.

b) Andlig, irreducibel och aperiodisk kedja. Alltsa ér den ergodisk. Den asymp-

totiska fordelningen ges av den stationéra, w = wP, 1 +my+m3+m4 = 1 vilken
har 16sningen 7 = 0.5, w9 = 0.125, 73 = 0.25, 74 = 0.125.

a) Vi kallar de olika tillstanden 1,2 och 3. Markovedjan {X,;n > 1} &r dndlig
och irreducibel eftersom man fran varje tillstand kan ga till de 6vriga. Den
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stationdra fordelningen fas ur w = wP, m + m + w3 = 1 vilket ger ekvations-
systemet

™ = 00047T1 + 04837T2 + 02387'('3
w9 = 0.787m; + 0.2717m9 + 0.76273
w3 = 0.2097m + 0.24679

7T1+7T2+7T3:1

vilket har l6sningen 7 = 0.2953, w5 = 0.5160, 73 = 0.1887.

b) Givet att ett tecken &r en ordavskiljningsstréing (tillstand 3) skall vi beréikna
sannolikheten att nésta tecken &r en konsonant (tillstand 2). Men denna san-
nolikhet kan skrivas P(X, 11 =2 | X,, = 3) = p32 = 0.762.

c) Givet att ett tecken &r en ordavskiljningsstréng skall vi berdkna sannolik-
heten att foregaende tecken &r en vokal. Men denna sannolikheten kan skrivas
P(X,, = 1| X,+1 = 3). Den far vi inte direkt ur 6vergangsmatrisen men kan
berdknas som

{Xn =1} N {Xp1s =3})

P
P(Xp=1|Xps1 =3) = (

P(Xn+1:3)
P(X,=1P(X = X, =1
_ ( n ) ( n+1 3’ n ):7T11013:0.3272
P(Xn+1:3) T3

eftersom bade X,, och X,,;1 har fordelning 7r. Det foljer av att startfordelningen
ar den stationéra fordelningen.

Notera att 6vergangssannolikheten p;3 inte dr sannolikheten att ett ord
slutar med vokal, utan sannolikheten att en vokal &ar slutbokstav i ett ord, d.v.s.
andelen vokaler som &r slutbokstav i ett ord. Tydligast syns denna skillnad om
p13 vore 1. Alla vokaler adr da slutbokstav i ett ord, men det betyder inte att
alla ord slutar med vokal.

d) 1/m3 = 5.30 ar forviantat antal steg mellan tva ordavskiljningsstrangar, en
av dessa inkluderad. Den férvintade ordlangden &ar darfér 5.30 — 1 = 4.30.

e) Det forviantade antal ganger Markovkedjan &r i tillstand 1 mellan tva besok i
tillstand 3 &r my /3 = 1.565. Men detta antal ar ju just forvintat antal vokaler
i ett ord. Pa samma sétt ar forvintat antal konsonanter 7y /3 = 2.735. Notera
att summan av dessa dr forvintade ordlédngden i d).

a) Givet Y5, Y5, ..., Y, 1, bestdms Y,, av den sist givna signalen och av den nya,
och bestdms salunda av Y,,_; och den nya signalen. Kedjan ar déarfor markovsk.
Fran S; (tva sista signalerna 00) kan kedjan ga till tillstand S; (00) eller Sy
(01) med sannolikheter ¢ respektive p. Pa samma sétt for ovriga 6vergangar.
Vi far 6vergangsmatrisen

g p 0 0
10 0 ¢ p
P_quO
0 0 g p
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b) Gor om Sy till ett absorberande tillstand. Lat ¢; vara forvéntat antal steg till
Markovprocessen hamnar i tillstand Sy vid start i S;. Vi kan betrakta kedjan
som att den startar i S;. Vi far da ekvationssystemet

t1 =1+ qty + pty
tg = 1+qt3
t3 = 1+ qt1 + pty

Vi ser att t; = t3 och saledes t; = 14 qt1 +p(1+qt1) vilket ger, efter inséttning
av,q =1—p, t; = 1/p+ 1/p* och t, = 1/p?. Om vi riknar med det forsta
O-signalen &r forvéntat antalet utsdnda signaler tills tva ettor i rad erhalls lika
med 1 +¢, =1+1/p+1/p

Vi gissar 7, = %, k=1,2,...,n, dvs likformig stationér fordelning.

7P = % (L,1,...., )P = % (Zpﬂ,zpz‘Q,...,me)
i=1 i=1 i=1

11 1)
=\— .., ") =T,
nn n

dvs m = (%, ceey %) 16ser 2?21 7; = 1, m = wP. Gissningen var alltsa kor-
rekt. En dndlig, irreducibel och aperiodisk Markovkedja har en unik stationér
fordelning och det &r alltsa denna vi funnit.

Sétt X, = myrans position efter n steg. Tillstandsrum ={A, B,C, D, E, F,G, H}.
Lat aj; = P (myran fastnar i k [start i tillstand j). Vi har da att {X,;n > 0}
dr en A-kedja med absorbtionstillstand = {G, H} och genomgangstillstand
I'={A,B,C,D,E,F}. Vi har

aij =i+ > pwar, i=ABC.D,EF, j=C,H

kel

Vi har enligt texten 6vergangsmatrisen

0 1/3 0 1/31/3 0 0 0
1/3 0 1/3 0 0 1/3 0 0
0 1/3 0 1/3 0 0 1/3 0
/3 0 1/3 0 0 0 0 1/3
/3 0 0 0 0 1/3 0 1/3
0 1/3 0 0 1/3 0 1/3 0
o 0 0 0 0 0 1 0
o 0 0 0 0 0 0 1



13

9 Losningsforslag 139

Vi far ekvationssystemet

1 1
aAG =§CLBG + §GDG + gaEG
1 1 1
aBa :gaAG + gaCG + gaFG
1
dce =3 + 398G + 340G
1 1
apa :gaAG + gacc;
1 1
agG :gaAG + gaFG
1
arG =3 + gaBG + gCLEG

Man inser ur ekvationssystements symmetri (eller ur figurens) att apc = acq
och agg = apg. Ekvationssystemet ger a g = %, vilket ger aqy =1— 3 = 2

5=1
ty aag +aag = 1 (forr eller senare maste vi absorberas i antingen G eller H).

a) Gor om 3 till ett absorberande tillstand och lat ¢; vara forviantat antal steg
till absorbtion vid start i tillstand ¢, ¢ = 1,2. Vi far

t1 =1+ 0.2¢; + 0.5%9
to =1+ 0.4t + 0.3t

vilket har 16sningen ¢, =ty = 10/3 = 3.333.

b) Betrakta kedjan som fas da tillstand 3 gjorts om till ett absorberande till-
stand. Den sokta sannolikheten ér da sannolikheten att denna kedja inte ar i
tillstand 3 efter fyra tidsenheter, ty om den hamnat dér tidigare &r den dér
dven i tidpunkt 4. Vi har att

4

0.2 0.5 0.3 0.1076 0.1325 0.7599
PY—pP*— 104 03 03] =10.1060 0.1341 0.7599
0o 0 1 0 0 1

Sannolikheten att efter 4 tidsenheter ha natt tillstand 3 vid start i tillstand
1 &r saledes p%) = 0.7599 och sannolikheten att inte nagon gang varit i tillstand
3ar 1 —0.7599 = 0.2401.

c¢) Kedjan ar éndlig, irreducibel (man kan ga fran ett tillstand till alla andra)
och aperiodisk (diagonalelement > 0). Alltsa &r kedjan ergodisk. Den asymp-
totiska fordelningen fas som den stationéra, w = wP vilket ger ekvationssy-
stemet

T = 0.27'('1 + 0.471'2 + 0.371'3
o — 0.57’(’1 + 0.371'2 + 0.27'('3
Ty = 0.37T1 + O.37T2 + 0.571'3

7T1+7T2+7Tg:1
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vilket har 16sningen 7 = 0.3021, m = 0.3229 och 73 = 0.3750.

a) Lat tillstandet k vara tillstandet att k olika bilder erhallits, £ = 2,3,4. Om
2 olika bilder erhallits &r sannolikheten att 2 olika bilder erhallits efter nésta
kop lika med sannolikheten att det sist kopta paketet innehaller samma bilder
som de man har. Eftersom det finns (;1) = 6 sitt att vélja ut 2 bilder ur 4 givna
dr denna sannolikhet 1/6. Pa samma sétt 4r sannolikheten att efter nista kop

ha 4 bilder 1/6 och saledes ar sannolikheten att ha 3 bilder 2/3.

Om man har 3 olika bilder ar sannolikheten att efter nésta kop fortfarande
ha 3 bilder 1/2, eftersom de tva nya bilderna skall vara tva av de redan erhallna
och antalet sitt att ta ut tva bilder ur dessa tre givna ar (3) = 3. Sannolikheten
att efter nésta kop ha 4 bilder &r saledes ocksa 3/6=1/2. Tillstand 4 &r givetvis
absorberande. Vi har 6vergangsmatrisen

1/6 2/3 1/6
P=|o0 1/2 1/2
0 0 1

X7 =2, d.v.s. startfordelningen &r (1,0,0).

b) Antalet kop, efter forsta paketet, tills full serie erhallits &r antalet hopp som
kedjan tar tills den absorberas. Med sedvanliga beteckningar har vi

t —1+1t +2t
2 — 62 33
1

t3:1+§t3

vilket har 16sningen ty = 2.8, t3 = 2. Tillsammans med det forsta paketet blir
alltsa den forvintade kostnaden 3.8 - 15 = 57 kronor.

Vi later t; vara forvéintad tid tills absorbtion i C' givet start i tillstand i, ¢ =
A, B, D. Om han star i en viss punkt véljer han en av de mojliga vdgarna och
gar 1 figuren angiven striacka plus den som aterstar da han kommit till nista
punkt. Man inser darfér att

ta=0412+tp)+0.6(4+1p)
tg =0.7(24+1t4) +0.3-8
tp =0.8(4+1t4)+02-5

Detta ekvationssystem dr litt att 16sa och man far t4 = 181/6 = 30%.

Identifiera tillstandet enligt
B skall kasta < 1, A skall kasta < 2, B vinner < 3, A vinner < 4. Satt X,, =
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"det tillstand spelet befinner sig i efter n kast”. Da ar {X,,} en Markovkedja
med tillstandsméngden E = {1,2,3,4} och évergangsmatrisen

1/6 2/6 2/6 1/6
2/6 1/6 1/6 2/6
0o 0 1 0
0o 0 0 1

P =

a) Lat a;3 vara sannolikheten att kedjan absorberas i tillstand 3 givet start i
tillstand 7,7 = 1, 2. Vi soker as3 och far

2 1 2
a13:6+6a13+6a23
1+2 +1
ass = = + -a —a
23 = 5 T g3 T pda

vilket har 16sningen aj3 = 4/7 och ags = 3/7. Sannolikheten att B vinner &r
saledes 3/7.

b) Sétt ¢; lika med forvantad tid tills spelet avslutas vi har

1 2
t1:1+—t1—|——t2

6 6
t—1+2t +1t
2 = gt gt

vilket har l6sningen t; =ty = 2.

Kedjan hoppar ett steg at hoger vid en 6vergang. Tiden som kedjan ligger kvar i
ett tillstand &r ffg(q) eftersom sannolikheten for uthopp ér ¢. Den forvantade ti-
den i ett tillstand &ar %. Efter n—1 uthopp absorberas kedjan och den forvantade

tiden tills detta intraffar ar saledes ”T’l.

Antag att d; > N. Kedjan kan da inte atervidnda till tillstand ¢ annat &n i
d;, 2d;,3d;, . .. steg. Eftersom kedjan kan atervindas till 7 finns en mojlig vag
1T — 13 — iy — .-+ — 1 — 4. Har kan vi anta att 7,4y,1%9,...,7; ar olika
tillstand ty i annat fall kan vi stryka tillstanden mellan tva lika tillstand i
véagen ovan och fortfarande ha en mojlig véig fran ¢ till 7. Men det innebéar att
vagen har hogst N tillstand och kedjan kan aterkomma i hogst N steg till 4.
Denna motségelse visar att d; < N.

a) Viharatt >~ )\”pgl) konvergerar eftersom 0 < pz(?) <Tloch) X A" < 0.

b) (I = AP)Y 2 AP" = 370 (A'P" — 350  XHPMH = 5T NPT —

Yoo AMP" = I, vilket skulle visas.

C) T = Yooy /\”pgy) varfor 7;; > 0 om och endast om pz(?)
d.v.s. om och endast om i — j.

> 0 for nagot n,
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Pa samma sétt erhaller vi att ¢ <= j om och endast om 7;; > 0 och 7;; > 0,
d.v.s. om och endast om 7;7;; > 0.

Tillstandet ¢ dr ett genomgangstillstand om och endast om det finns ett
tillstand j tills vilket ¢ leder, men som ej leder tillbaka till i. Men det &r
detsamma som att det finns ett tillstand j sadant att r;; > 0 och r;; = 0.

a)

0 0 0 0 0  23/48 25/48
0 0 0 0 0 11/18 7/18
/3 2/3 0 0 0 0 0
P*=13/8 5/8 0 0 0 0 0
7/16 9/16 0 0 0 0 0
0 0 5/12 1/8 11/24 0 0
0 0 3/8 1/16 9/16 0 0
och
71/192 121/192 0 0 0 0 0
29/72  43/72 0 0 0 0 0
0 0 7/18 1/12 19/36 0 0
P = 0 0 19/48 3/32 49/96 0 0
0 0 13/32 7/64 31/64 0 0
0 0 0 0 0  157/288 131/288
0 0 0 0 0 37/64  27/64

b) Matriserna P, P? och P? visar att man fran tillstand 1 kan komma till till
var och en av de andra i 1,2 eller 3 steg, och att man fran de 6vriga kan komma
till tillstand 11 1, 2 eller 3 steg. Alla tillstand kommuicerar saledes och kedjan
ar irreducibel

¢) Perioden dr 3. Om Dy = {1,2}, D; = {3,4,5} och Dy = {6,7} gor kedjan
vandringen Dy — D1 — Dy — Dy — - - -

Lat tillstanden 1, 2 och 3 representera att en enhet blivit korrekt, acceptabel
respektive defekt och lat X,, vara tillstandet for den n:te tillverkade enheten.
{X,;n > 1} ar en Markovkedja med vergangsmatris

09 01 0
0.1 0.7 0.2
10 0

Den stationéra sannolikhetsfordelningen ges av w = w P, w1 +mo+7m3 = 1 vilken
har 16sningen m = 5/7,m = 5/21 och 3 = 1/21. Forvintat antal tillverkade
enheter mellan tva defekta (en av dessa dr inkluderad) &r 1/m3 = 21 och
forvantade antalet icke defekta enheter mellan tva justeringar ar saledes 20.

Detta forvintade antal kan ocksa berdknas med absorptionsteknik.
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a) 1 och 5 &r absorberande tillstand, de 6vriga genomgangstillstand.

b) tillstandsrummet kan delas upp i tva irreducibla slutna deltillstandsméngder,
{1,3} och {4,5} och genomgangstillstand {2}

c) {1,3} &r en irreducibel sluten deltillstandsméngd.
{2,7,9} ar en irreducibel sluten deltillstandsméngd.
4,5, 8 och 10 adr genomgangstillstand.

6 ar ett absorberande tillstand.

Kedjan &r &ndlig. Den kan gora vandringen 0 — 1 — 2 — 0 varfor till-
standen kommunicerar, kedjan ar irreducibel. Kedjan kan ocksa gora vand-
ringen 0 — 1 — 0, varfér den kan aterkomma till tillstand 0 i saval 2 som 3
steg. Kedjan &r alltsa aperiodisk och vi har ocksa visat att den &r ergodisk.
Den stationédra fordelningen ges av den stationéra som vi far ur w = wP. Vi
far ekvationssystemet

1 1
To =7T1Z+7T2§
2 1
1 :7T0§+7T2§
1 3
9 :7T0§+7T11

7T0+7T1+7T2:1

Loses ekvationssystemet erhalles 7y = 3/11,m = 4/11,m9 = 4/11. Denna
fordelning ar ocksa den asymptotiska p.

Markovkedjan &dr en A-kedja med tillstanden 1 och 3 som genomgangstillstand
och 2 och 4 absorbtionstillstand. Hérav foljer direkt att

lim P(X, =i)=0, i=1,3

n—oo

Lat nu a; vara sannolikheten att absorberas i tillstand 2 vid start i tillstand
i,7=1,3. Vi far da att

1 1 1
2 = 3 + 302 + 3732
1 1
aszp = 56112 + 5032

som har 16sningen a3 = 0.8 och azs = 0.6. Héarav erhaller vi

P(X, =2) = ip(xo = )P(X, =2 ]| Xo = 1)

| 9 3
L 082 12 0640=046
T T AT R

da n — oo. Av ovanstaende foljer till slut att lim P(X, =4) = 0.54.

n—oo
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a) Man kan ga fran vilket tillstand som helst till de andra tillstanden, sa kedjan
ar irredicibel. Den ar aperiodisk eftersom t.ex. p;; > 0. Eftersom kedjan ar
andlig ar den da ergodisk. Den asymptotiska fordelningen ges av ekvations-
systemet

3 1
7T0:§7T0+§7T1+Z7T2
2 +1
T, = =T —TT
1 ] 0 A 2
2
7T2:§7T0+§7Tl+§ﬂ'2

g+ 7T + 7o = 1

32 52

105 105
b)VIhal"P(}/QZQ|YE):O,}/1:]_):P(X1—|—X2:2|X0:0,X0+X1:
1):P(X1+X2:2|XQ:O,X1:]_>:P(X2:1|X1:1)200Ch
P(X1+X2 =2 | XO = 1,X1 :0) :P(X2 =2 | X1 :O) :3/8 De &r inte lika
och Y-processen ar ej markovsk. Ddremot kan ju eventuellt en gransférdelning
existera, och lat oss se pa detta. Vi har

som har l6sningen my = T = % och mg =

P(Y,=1i)=P(X,+X,_1=1) = Z P(X, 1 =k)P(Xp1+X,=1) | Xpo1=k)
k=0

7

P(Xp1 =k)P(X, =i—k | Xyoy =k) =Y P(Xo1 = k)pris
k=0 k=0

Men vi har ju att P(X,_; = k) — 7 da n — oo och vi erhaller
limy, oo P(Y,, = 1) = Y _o TkPri—k- Med siffror insatta erhaller vi

(4/35,  i=0
7, =1
lim P(Y, =i)={5/21, i=2
o 9/35, =3
|26/105, i =4

Man ser att 2 och 3 dr genomgangstillstand medan {1,4,5} &r en sluten ir-
reducibel deltillstandsméngd. Det finns alltsa endast en irreducibel deltill-
standsméngd och denna ar aperiodisk. Kedjan ar dndlig och saledes ergodisk.
Den asymptotiska fordelningen ges av den stationdra m = wP,> , m, = 1
vilken har 16sningen 7 = 3/13,my = w3 = 0,74 = 4/13 och 75 = 6/13.

1 ar ett genomgangstillstand, {2,5} och {3,4} slutna irreducibla deltillstands-
méngder. Lat A, vara héndelsen att kedjan hamnar i den irredicibla deltill-
standsméngd i vilken k ingar. lim P(X,, = k) = P(lim X,, = k | Ay)P(Ag).

n—oo
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Vi berdknar forst sannolikheterna att kedjan hamnar i de tva deltillstands-

méngderna. Uthoppssannolikheten att hopp fran 1 till {2,5} ar % = %

och fran 1 till {3,4} saledes {. Nér kedjan hamnat i ett av de tva deltill-
standsméngderna far den asymptotiska fordelningen som den stationéra ef-
tersom deltillstandsméngderna &r irredicibla, dndliga och aperiodiska. Da ked-
jan hamnat i {2,5} &r dess 6vergangsmatris

1/3 2/3
1/2 1/2
vars stationdra fordelning ar m = 3/7,m5 = 4/7. Pa samma sétt fas den

stationéra fordelningen for kedjan om den hamnat i {3,4}, 73 = 15/31,m4 =
16/31. Vi erhaller saledes

~

0, k=1
2 3 _ 2 _
9 7 21 k=2
- —ky=07.1 _35 —
fm P(Xy=k) =355 =5 k=
7016 12 g
9 31 279’ -
2 4 _ 8 _
\9 7 63’ k=5

{1,3} och {2,4} &r slutna irreducibla underkedjor. {0} &r ett genomgangs-
tillstand. Gor om dessa underkedjor till absorberande tillstand. Lat a vara
sannolikheten att absorberas i delkedjan {1,3} vi start i tillstand 0. Med ab-
sorptionssannolikhetsteknik erhaller vi

1 1 1
a=7 + 6 + 1%
vilket har losningen a = 5/9. Saledes ar sannolikheten att hamna i deltill-
standsméngden {2,4} lika med 4/9.
Den stationédra fordelningen for {1,3} och {2,4} &r (3/5,2/5) respektive
(3/13,10/13). Harav fas

(

0 k=0
5/9-3/5=1/3 k=1
lim P(X, =k)={4/9-3/13=4/39 k=2
5/9-2/5=2/9 k=3
(4/9-10/13 = 40/117 k=14

Om den réda boken star i position ¢ kan den flyttas till position 1 (ldngst
till vanster), till position 7 + 1 eller sta kvar i samma position efter urval och
aterstillning. Sannolikheten att den flyttas till position 7 + 1 &r sannolikheten
att en av de bocker som star till hoger om den roda dras (N — i stycken) och
sannolikheten for detta dr &=t P& samma sitt kan man analysera 6vriga fall.
Vi far att {X,,;n > 1} dr en Markovkedja med 6vergangssannolikheter
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2 omi=1,2,...,N,j=1

N+1
i—1 .

Py = N omi=j>1

1, N—1i . s .
N omi=12... N-1j=i+1
0 for ovrigt

Kedjan &r éndlig, irreducibel och aperiodisk och saledes ergodisk. Den asymp-
totiska fordelningen ges av den stationéira och vi erhaller ekvationssystemet
N

2 2 2 2 2
7T1:N+17T1+N+17T2+"'+N+17TN:_N+1;7TJZN+1
Wi:Wi_lN;_fl_l Z—f—’ﬂ'i]i[_’_ll, ’L':2,3,...,N

Av den sista ekvationen erhalls successivt
N+1—1 N+1—-(G(—-1 N+1-—i
Ty = Ti—1 ; = T—2 ; ;

N+1-(i—-1) N4+1-(G(i—-2)N+1—-(i—1)

B N+1-i N4+ 1-i 2(N+1-1i)
TN Y1 -(i-2) T "N+1-1  (N+DN
Det géller alltsa att nlglgoP(X" =)= %

Markovkedjan ar odndlig och irreducibel eftersom den fran ett tillstand kan,via
tillstand 0, kan komma till vilket annat tillstand som helst. Kedjan &r aperi-
odisk eftersom den kan ga fran 0 till 0 i ett steg. Betrakta ekvationssystemet
x = x P diar P ar overgangsmatrisen. Det ger ekvationssystemet

L SRS S
0T 70 T i+ 2
1
T — 533’0
1 1
X —Tr1 = —X
2 3 1 2.3 0
1 1
T3 sz al’o
1 1
l‘i = - xi— = " T
i1 G+

Inséttes z; = Lo i hogerledet av den forsta ekvationen erhalles

(+1
i+ 1 > i+2—1
%E:zﬁ—'z+2 Z;z+i i+ 2
1 1 1 1 1
— gl — — 4 )=
QME: z+1 +2)) TR TReT ) =20
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d.v.s. forsta ekvationen ar uppfylld. En stationér fordelning existerar och den

ges av m; = ofo o Summan kan beréknas,
jad
imi :xoi('il)' :330%% :xo(i%—l) = wo(e = 1)
=0 §=0 J : j=1 J: j=0 J:

Vi erhaller alltsa m; = m Kedjan &r ergodisk och den asymptotiska
férdelninge)n ar lika med den stationéra. Oavsett starttillstand j konvergerar

saledes py;’ mot .

a) Betrakta kedjan efter forsta hoppet. Antingen har den gatt till tillstand 0.
Sannolikheten for detta ar g. I annat fall hoppar den till tillstand 2. For att
komma till tillstand 0 maste processen forst besoka tillstand 1 igen. Pa grund
av symmetrin dr denna sannolikhet densamma som att komma fran 1 till 0,
d.v.s. a;. Dérefter har vi samma situation som fran borjan, sannolikheten att
nu na O:an ar a;. Pa grund av Markovkedjeegenskapen dr sannolikheten att
na tillstand 0, ¢ + p - a; - a1, d.v.s. vi har ekvationen a; = ¢ + pa?. Denna
andragradsekvation har losningarna a; = 1 och a; = ¢/p. Eftersom vi har att
a; < 1 &r den sokta sannolikheten a; = ¢q/p.

b) For att vid start i tillstand n na 0, skall kedjan na vérdet till vinster
n ganger. Enligt a) dr denna sannolikhet varje gang ¢/p. Pa grund av att
héndelsen att na vérdet till vanster d&r oberoende av vad som tidigare intraffat,

ar a, = at = (¢/p)".

Lat X, vara partikelns ldge vid tidpunkt n. Da &r {X,;; n > 0} &r en irreducibel
aperiodisk Markovkedja, eftersom partikeln fran ett tillstand kan komma till
vilket annat tillstand som helst och eftersom man kan ga fran 0 till 0 i ett steg.
Enligt sats ar kedjan ergodisk om och endast om

x =zP dir x = (zg,x1,...)
har en 16sning med ) >° z; < oo.

Overgangsmatrisen &r

g% po 0 0 O
@1 0 pp 0 O
0 @ 0 p O

Ekvationssystemet blir utskrivet
To = qoTo + G171

T1 = PoZo + G2

Ti = Pi—1Ti—1 + Qit1%i41
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Vi skall visa att x; = r; uppfyller ekvationssystemet. Vi observerar forst
att ri1 = 17! il och r,_; = n-pfi’l. For ¢ = 1,2,... har vi att hogerledet i
ekvationerna ovan ar p; 17,1+ Giy17it1 = pi,lri% +qi+17’l-qfﬁ =ri(q+pi) =
r; vilket ar vénsterledet i ekvationerna. For ¢ = 0 far vi att qorg + 1 =
qo + qlz—? = qo+po =1 =1g, sa att x; = r; uppfyller ekvationssystemet. Ett
nodvindigt och tillrackligt villkor for att kedjan skall vara ergodisk &ar da att
Yoo i < 00 och den asymptotiska férdelningen ges av den stationéra, med

T4
T = 59 .
Zk:o Tk

33 Fran tillstand k kan endast 6vergang ske till tillstanden &,k 4+ 1,...,n. I till-
stand k gors n — k nya verktyg och antalet, X, av dessa &r som &r felfria ar
Bin(p,n — k). Sannolikheten att r av dessa ar felfria dr saledes (" k) g prkT
for k=0,1,...,n, r=0,1,...,n — k. Denna sannolikhet ar alltsa 6vergangs-
sannolikheten py, j,.

Alla tillstand dr genomgangstillstand utom tillstand n som &r absorberan-

de.
b) Vi har att

i—1

T = 1+an—i,n—i+rxi—7”v L= 1a27"'7n_ 1
r=0

z, =0

C) Pn—in—itr = (i)q”pi_’”. Inséttes detta oc h x;—, = > >, [1 -—(1- p”)i_r} i
hogra ledet i b) erhalles

1+i§§ (:;)q"pi z; [1-(1=p")""] = 1+§:§ (r) =0

~1 +§; : [(; ¢p" - (;) ¢ (p(1=p")""]

()
[()q - () 7' (p(1 = p"))™"] = (binomialteoremet)

=1+>
v=1r

=1+ (1=(1=p)) =D (1-(0-p))=u
v=0 v=0

vilket skulle visas.
d) Vi gor en integraljaimforelse med summan.

Ty = Z (1-(1-p)") ~ / (1= (1 —p")")dz = (gbr substitutionen

v=0 0
1 1 1 — yn 1 1
1-p"=y)= / dy = / Lty +y 4+ 4y dy
VTR Ty T mam g )

oyt 1 o m1, ()
iyt ta sty ln(l/p)/lzcd In(1/p)
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e) Personen tillverkar verktyg efter verktyg tills n felfria erhallits, &ven om han
indelar forfarandet i satser. Lat Y; vara antalet tillverkade verktyg mellan det
i — l:a och i : te felfria, det sista felfria medréknat. Y; ar da for forsta gangen

fordelad, ffg(1 — p) och E(Y;) = ﬁ, i=1,2,...,n. Totala antalet tillverkade

verktyg &r Y =Y, + Y5 + - -+ + Y, och saledes dr E(Y) = %p.

a) Eftersom radsummorna i en intensitetsmatris &r 0 &r den sokta matrisen
-8 4 4
3 -5 2
0 2 =2

b) Tiden, T3, som processen ligger i tillstand 2 &r Exp(g2)=Exp(2). Alltsa ar
P(Ty >1)=e?!=¢"2=0.1353.

c¢) Processens forsta hopp sker fran tillstand 2 till tillstand 1 eftersom inte-
siteten att hoppa till tillstand 0 &r 0. Sannolikheten att nédsta hopp sker till
tillstand 0 &r q19/q1 = 3/5.

d) Om p(t) = (po(t), p1(t), p2(t)) ges ekvationssystemet av p'(t) = p(t)Q eller
utskrivet

Po(t) = —8po(t) + 3p1 (1)
Pi(t) = 4po(t) — 5pa(t) + 2pa(t)
P5(t) = 4po(t) + 2p1(t) — 2pa(t)

Det kan vara illustrativt att hérleda detta ekvationssystem enligt mar-
kovresonemang. I ett tidsintervall av langd h, dr sannolikheten att processen
flyttar sig fran 4 till j, ¢;;h + o(h). Sannolikheten att ligga kvar i tillstand ¢ &r
1 — ¢;h + o(h). Sannolikheten for mer &n en forflyttning &r o(h). Vi far dérfor

po(t+h)=P(X(t+h)=0)
— P(X(t) = 0)(1 — g:h) + P(X(t) = Droh + P(X(t) = 2)gaoh + o(h)
= po(t)(1 = q;h) + p1(t)qroh + pa(t)gaoh 4 o(h)

vilket ger

o(h)

= —po(t)q + p1(t)qro + p2(t) g0 + o

po(t + h) — po(t)
h

Om vi later A ga mot 0 erhalles

Po(t) = —po(t)qi + p1(t)qio + p2(t)ga0 = —8po(t) + 3p1(t)

med siffror insatta. Pa samma sétt fas de 6vriga ekvationerna.

e) Gor om O till ett absorberande tillstand. Lat ¢; vara forvintad tid tills
processen hamnat i tillstand 0, givet start i tillstand ¢, ¢ = 1,2. Vi far da
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ekvationssystemet
1
t = 5 + 04t2
1
=5 +h

vilket har 16sningen ¢; = 2/3 och ¢, = 7/6. Den sokta tiden &r alltsa 7/6.

f) Kedjan &r dndlig och irreducibel, man kan ga fran vilket tillstand som
helst till de andra. Alltsa d&r Markovprocessen ergodisk och den asymptotiska
fordelningen fas ur den stationéra, vilken fas ur ekvationssystemet

wQ =0, my+ m + my = 1 eller utskrivet

—8mg+3m =0
4o — O + 219 =0
g+ 2m — 2m9 =0

mo+m +me =1

Loses detta ekvationssystem erhaller man my = 3/25, m; = 8/25 och m =
14/25.

a)
N 0 1 0
P=1|{1/3 0 2/3
0 1 0

b) Markovprocessen har éndlig tillstandsrum och &r irreducibel. Den dr saledes
ergodisk och den asymptotiska fordelningen ges av den stationdra, w@Q =
0,m +m9 +m3 =1dvs

—7T1+7T2:0
7T1—37T2—|—27T3:0
27T2—27T3:0

7Tl+7TQ+7T3:1

vilket har 16sningen m; = w9 = w3 = 1/3.

Om vi sétter a;; lika med sannolikheten att absorberas i tillstand j givet start
i tillstand 4, 7 = 1,2 j = 3,4, erhaller vi
2 2
13 = 3 + §a23
2 3
Qg3 = 5 + 6043

Loses detta ekvationssystem erhaller man a3 = 8/21 och ags = 11/21. Sanno-
likheten att absorberas i tillstand 4 vid start i tillstand 1 &r a1y = 1 — a13 =
13/21.
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b) Om vi later ¢; vara forvantad tid tills absorbtion vid start i tillstand 4,
erhaller vi

t—1+1t
1=g 1k
t 1+1t
2= 5 T4

Sétt in den andra ekvationen i den forsta och man erhaller ldtt ¢, = 4/21.

Vi berédknar forst den stationéra fordelningen. Den fas ur ekvationssystemet

7Q =0,

—37T0+47T1+7T2:O
7T0—107T1+47T2:O
27T0+67Tl —57T2:O

7T0+7T1+7T2:1

Ekvationssystemet har l6sningen 7y = m = 0.4 och m; = 0.2. Den forvintade

tiden mellan tva ingangar i tillstand 0 &ar - = ﬁ. Det betyder att den
qo70 . 3

forviintade tiden tills processen for tredje gangen besdker tillstand 0 &r 55 =
2.5.

b) Den forvantade tiden som processen ligger i tillstand 1 mellan tva intraden i
tillstand 0 &r qgjro = %. Den forvéantade tiden som processen ligger i tillstand
1 under den tid tills kedjan for tredje gangen aterkommer till tillstand O &r

darfor 3 ganger detta virde, d.v.s. 0.5.

Infor tillstanden

Sp = bada komponenterna hela
S1 = en komponent hel, en komponent felar

S, = bada komponenterna felar

Lat X(t) vara processens tillstand vid tid ¢. {X(¢);t > 0} &r en Markov-
process med intensitetsmatris

=2\ 2\ 0
Q= nr “A-—p A
0 2u -2/

med A = 1/400 och g = 1/20. Om till exempel processen é&r i tillstand S,
kan tva héndelser intréffa, komponent 1 kan brista och komponent tva kan
brista. Bada intraffar med intensitet A och processen hoppar till tillstand Sj.
Intensiteten for detta hopp &r da A+ = 2. Den asymptotiska tillgdngligheten
ar sannolikheten att processen ar i tillstand Sy. Eftersom processen &r dndlig
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och irreducibel &r den asymptotiska sannolikheten lika med den stationéra som
fas ur ekvationssystemet wQ = 0,

—2)\71'0 + U = 0
2Amg — (A + p)my + 2umy =0
ATy — 2ume =0

7T0+7T1+7T2:1

vilket har 16sningen 7o = p?/(A+p)?, m1 = 2 /(A +p)? och w9 = N2/ (A +p)?.
Med siffror insatta fas my = 400/441, m = 40/441 och my = 1/441. Den
asymptotiska tillgdngligheten &r alltsa 400/441 ~ 90.7%.

a) Infor tillstanden Sy;=uppehall, So=regnskur och S3=duggregn och lat X ()
vara tillstandet vid tid ¢. {X (¢);t > 0} &r en Markovprocess med intensitets-

matris
—0.4 0.25-04 0.75-04

Q=|(06-25 —25 04-25
08-5/3 02-5/3 —5/3

Betrakta t.ex. tillstand S;. Om intensiteterna for 6évergang till tillstanden S
och S3 ar g5 respektive ¢13 och ¢1 = q12+¢qi3 géller ju att 1/¢; = 2.5, forvantad
tid i tillstand S;. Hoppsannolikheten till tillstand S5 &r p,5 = ‘2—13 som alltsa ar
0.75, vilket ger 13 = q1p15 = 02%7;’ = 0.3. Pa samma sétt for ovriga évergangar,
qij = Pijq;- Markovprocessen dr dndlig och irreducibel och dérfor existerar en
asymptotisk fordelning. Denna ges av den stationédra fordelningen som fas ur

ekvationssystemet

—0.4m; 4+ 1.5m9 + 4m3/3 =0
0.17’(’1 — 2.571'2 + 7T3/3 =0
0.371'1 + Ty — 577'3/3 =0

7T1+7T2+7T3:1

vilket har 16sningen m = 230/297 ~ 0.7744, m = 16/297 ~ 0.0539 och 73 =
17/99 ~ 0.1717. Sannolikheten for uppehall dr alltsa 0.7744.

b) Den forvantade duggregnstiden plus forvintade regnskurstiden mellan tva

uppehallsperioder dr 2- 4 - = ”5;:3 =7 f;gg%w =67/92 ~ 0.728

Lat X (t) vara partikeln ldge vid tidpunkt ¢. Fran beskrivningen av partikelns
vandring inser man att {X(¢);t > 0} ar en Markovprocess med Overgangs-
intensiteter
a;omj=1+1,1=12,...;,r—1
a.omj=1 i=r
qij = . .
—a;omj=1, t=12...,r

0 for ovrigt
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dvs intensitetsmatrisen ar

—aq aq 0 ... 0 0

0 —ay Q9 ... 0 0

Q=1 : + o
0 0 0 ... —Ar_1 Qp_1
a, 0 0 ... 0 —a,

Markovprocessen ar dndlig, alla tillstand kommunicerar med varandra, d.v.s.
processen ar irreducubel och darmed ergodisk. Den asymptotiska férdelningen
ar lika med den stationéra vilken fas ur w@Q = 0. Detta ger ekvationssystemet

—Q7T + a, T, = 0

Q171 — Q9T = 0

a;—17i—1 — a;m; =0

Ar_1Tp—1 — QpTp = 0

vilket ger a,7, = a,_ 17,1 = Qp_oMp_o = --- = aym d.V.S. T; = “fl. Fran
1
r ° . ° 1/(11 o l/ai
mr = 1 erhaller vi sa m; = —=%t=2— och saledes m; = =<<+=%—. Det
Zk:l k 1 22:1 1/ag v 22:1 1/ay

ger alltsa den asymptotiska fordelningen. Man kan notera att 1/a; &r den
forvantade tid som processen ligger i tillstand 7 innan den hoppar ur, sa resul-
tatet sdger att den asymptotiska sannolikheten att vara i ett visst tillstand &r
proportionell mot den forviantade tiden i detta tillstand, vilket kanske inte ar
sa forvanande.

a) Lat X (t) vara maskinens tillstand vid tid ¢ och sétt ¢; lika med forvantad
tid tills processen nar tillstand 3 givet start i tillstand ¢, ¢ = 1,2. Vi far

t—1+7t
1—8 82
ty = +32t
2736 " 36"

vilket har 16sningen ¢; = 43/64 och to = 5/8. En maskins forviantade livslangd
ar alltsa 43/64 ar.

b) Lat nu u;, ¢ = 1,2, vara den forvantade tiden i tillstand ¢ under maski-
nens livslangd. Den kan beridknas ur den stationéra fordelningen som 1075%3
(forvantad tid i tillstand ¢ mellan tva intrdden i tillstand 3, byte av maskin),
men ocksa genom féljande resonemang. Efter start &r maskinen i tillstand 1 i
forvantad tid 1/8. Antingen gar den sedan till tillstand 3 utan att aterkomma
till tillstand 1. I annat fall gar den till tillstand 2 sedan till tillstand 1 och i sa
fall aterstar igen den forvéantade tiden u; innan maskinen hamnar i tillstand

3. Vi har alltsa

1+7 8
Uy =—=--+=---u
'78g'sg gt
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vilket ger w; = 9/16. Harav foljer att uy = t; — uy = 7/64. Den forvéntade
intékten &r alltsa 100000-% + 400005, = 60625 kronor.

42 Satt pi(t) = P(X(t) =4). Vi erhaller foljande diffekvationssystem.

p1(t) = —4pi(t) + 3p2(t) + 3ps(t)
Ph(t) = pr(t) — Tpa(t)
P5(t) = 3pu(t) + 4pa(t) — 3ps(t)

Bilda nu Laplacetransformen av vénster och hogerled. vi far da
spi(s) = —4pi(s) + 3ps(s) + 3p3(s)

spy(s) = pi(s) — Tps(s)
sp3(s) — 1= 3pi(s) +4p5(s) — 3p3(s)

eftersom Laplacetransformen av pi(t) ar sp;(s) — p;(0). Ekvationssystemet har

16sningen

P TR Vo G- Vi ¢
pl(s)_s(s+7)_ s s+ 7

. 3 3/49  3/7  3/49
pQ(S) = 5 — - 2

s(s+17) s (s+7)2 s+7

. s24+11s+25  25/49 3/7 23/49

pils) = =B, L B

s(s+7)2 s (s+7)2 s+7

Genom invertering av Laplacetransformen har vi till slut

3 3 _
pi(t) = -5 "
3 3 3
pQ(t) — 4_9_ ? 6_7t— Ee—ﬁ
25 3, 24 4
ps(t) = 49+7t +49e

43 Eftersom tunneln dr 1 km lang och bilarna kér med en hastighet av 60 km/timme
har de bilar som finns i tunneln vid en tidpunkt ¢, anldnt under tidsintervallet
[t — 1,t]. Det tar ju en minut att kéra genom tunneln.
Antalet bilar, X, som anlénder i ett tidsintervall av lingd 1 &r Po(2-1). Vi
far att P(X < 3) = 0.8571. Anvéand tabell eller berdkna detta via sannolik-
hetsfunktionen.

44 Vi ser att
1) Z(0) = ( ) +Y(0) =
2) Z(t) - 2(s) = (X(t) -
Po((Ar + Ao)(t — 5))
eftersom summan av tva oberoende Poissonfordelade variabler ar Poissonfordelad.

)) + (Y(t) = Y(s)) dr Po(M1(t — 8) + X2(t — 5))=
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3) Z(ta) — Z(s2) = (X(ta) — X(s2)) + (Y (£2) — Y (s2)) och Z(t1) — Z(s1) =

(X (t1) — X(s1)) + (Y(t1) — Y(s1)) ar oberoende om s; < t; < s9 < to
eftersom X- och Y-processerna ér oberoende och var och en har oberoende
inkrement.

Salunda ar {Z(t);t > 0} en Poissonprocess.

Vi har
P(X(2)=3,X(1)=2,X(5) =5)

)= P(X(1)=2,X(5) =5)
)

= (oberoende inkrement) =

Infor beteckningen Y; = Y (t) och X; = X (¢). Y, = 1 innebér att X ar 2 eller
3. Y} ér icke-avtagande i k och vi har

{Vi=1nYa=1NnY; =1} = {(X7 &r 2 eller 3) N (X &r 2 eller 3) N (X3 &r 2 eller 3)}
:{(Xl =2,X=2,X3 :2)U(X1 =2,X, :2,X3:3)
UX1=2,X2=3X3=3)U(X1=3X2=3,X3=3)}

Vi skall ha sannolikheten for ovanstaende héndelse som &r unionen av fyra
disjunkta héndelser. Om vi noterar att Poissonprocessen har oberoende inkre-
ment far vi sannolikheten for den forsta delhéndelsen till

P(Xl :2,X2 :2,X3:2) :P(Xl :2,X2—X1 :O,Xg—XQ :O)
A2 A2
=P(X; =2)P(Xs — X; =0)P(X3 — Xy, =0) = e—AE et et = e—SAE

eftersom X7, Xy — X; och X3 — X5 &r oberoende och alla Po(1 - \).
Pa liknande sétt erhalles sannolikheterna for de 6vriga delhdndelserna och
summan blir den totala sannolikheten. Man erhaller sa smaningom

P(Y1=1,Y, =1,Y, = 1) = e *A(X?/2 4+ 7)?/6)
Pa samma siitt fas att P(Y, = 1NY; = 1) = e 2 (\2/2+4)3/6) och siledes

PY;=1Y1=1Y,=1)
Vi=1Y,=1)
o eAMNT24+TA3/6)  _\1/2+17A/6

PYs=1|Y,=1Y,=1)=

T e R(O2/2 1 4N/6)  C 1/2140/6
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b) Pa samma séitt som i a) finner man

,3/2+13)/6
3/2+2)\/6

som ej ar lika med sannolikheten i a), och saledes &r Y (t) ej en Markovprocess.

P(Y;=1|Y,=0,Y,=1)=

Antalet kunder som kommer i tidsintervallet (av langd ¢) &r Po(At). Darfor &r

P(X jéimnt) — Z e—AtLt)j _ G_Ati ()\t)%

|
j jamnt J: k=0

k _ k
Men Y 72, (’\Zt; = L5 (RO Ty — L(M 4 o2 eftersom de termer
1 mellanledets summa som har udda k tar ut varandra. Inséttes det sista ut-
trycket i ekvationen ovan fas P(X jamnt) = 1(1 4 e™?). Av P(X udda) =

1 — P(X jamnt) fas den andra likheten.

a) Lat Z = Y (s+t)—Y (s) vara antalet utsinda signaler i tidsintervallet (s, s+
t). Givet att Z = n ar X (t+s)— X (s), antalet registrerade signaler i intervallet,
Bin(n, p) eftersom varje signal registreras med sannolikhet p oberoende av de
andra. Fran satsen om total sannolikhet fas

P(X(t+s)— ZP (t+s)—X(s)=k|Z=n)P(Z=n)
Jrke= [ R = SRSV OV L n—k
— - 1—
Z ( > nl ;e Hin— P 1 P)

= ”*’“ e MpAF & (L= p)A)

Z ! e TR > T
j=0 7=0

e_>‘t+(1_p))‘t(p)\t)k e—pAt(p)\t)k
- ! B k!

dvs X (s+t)—X(s) &r Po(pAt). X-processen har oberoende inkrement eftersom
Y-processen har det, och vidare &r X(0) = 0, varfor {X(¢);¢ > 0} &r en
Poissonprocess.

Ett annat och enklare séitt att héirleda detta &r att betrakta intensiteter.
X-processen hoppar ett steg uppat vid varje 6vergang och man inser att den
ar markovsk eftersom Y -processen ér det. Sannolikheten att en partikel regis-
teras i ett intervall (¢,¢ + h) ar sannolikheten att en partikel sédnds ut och att
denna réknas. Men sannolikheten for detta ar (Ah + o(h))p, d.v.s. pAh + o(h).
Sannolikheten for tva eller fler forflyttningar dr o(h) (minst tva maste ha sénts
ut) och sannolikheten for att ingen forflyttning skett saledes 1 — pAh + o(h).
Men detta definierar ju en fodelseprocess med konstant intensitet pA, d.v.s. en
Poissonprocess.
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b) N ar ffg(p), T} ar Exp(pA) och U; ar Exp(\) for alla 4.

¢) Man har att 77 = U;+Us+- - -+Uy. U-variablerna dr oberoende av varandra
och av N. Om man fran b) noterar vilka férdelningar variablerna har, inses
att sats 6.4 b) ar visad.

49 Lat T, vara tiden da den forsta A-partikeln sidnds ut (efter tid ¢y) och Tp da
B-partikeln sédnds ut. T4 och T dr Exp(A4) respektive Exp(Ag). Tiderna nar
de nar punkten C &r Ty + 1 resektive Ts + 2. Vi soker P(Tp+2 < T4 +1). Vi
far eftersom T4 och T ar oberoende

P(Ty+2<Ty+1)= P(Tg+1<Ty) = // Fr () fr (F)dudt

t+1<u
= / )\Be_)\Btdt/ )\Ae—)\Audu — / )\Be—)\Bte—)\A(t-H)dt
0 t+1 0
- A
— e M —(Aa+AB)E 74 —Aa B
=e Ape dt = e M——2
/0 7 )\A + )\B

50 Sétt U tiden till forsta S-handelse. Da soker vi P(T" > 1NU > T + 2). De
stokastiska variablerna T och U &r oberoende och exponentialférdelade med
intensiteter A4 respektive Ag. Vi far darfor att

oo

fT(t)fU(u)dudt:/ )\Aez\Atdt/ Y=

1 42
t>1Nu>t4+2

_ /OO )\Ae_)\Ate—)\s(t+2)dt _ 6_2)\3 )\A /OO e_()\A+)\5)tdt
1 1
e—(/\A-i-/\s)t o 6)\A—3)\5)\A

*2)\5)\ [ _ _

- ¢ g+ Ag 1 N Aa+ Ag

51 Den trunkerade Poissonprocessen uppfor sig som en otrunkerad Poissonpro-
cess tills den nar upp till viardet M. Eftersom processerna bara kan ga ett steg
uppat och den trunkerade processen absorberas i M &r sannolikheten att den
trunkerade processen natt upp till varden M, densamma som att den otrunke-
rade natt upp till virden M eller hogre. Denna sannolikhet ar P(X (t) > M),

déir X (t) dr Po(\t), d.ves. Pyr(t) = 1 — oM e
52 a) Lat t; vara forvéantad tid i tillstand 4, ¢ = 0, 1, . ... Eftersom fodelseprocessen
enbart gar ett steg uppat vid varje overgang ar forvantad tid till tillstand n

nas, to+t; + -+t =1+1/a+1/a®> +---+ 1/a""!. Detta ér en éndlig

1—(1/a)™
1-1/a

geometrisk serie och summan &r om a # 1. Om a = 1 & summan n.

b) Processen #r reguljir om och endast om summan 1+ 1/a + 1/a®* + -+ =
Yoo 1/at divergerar, vilket den gér om och endast om a < 1.
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53 Fodelseprocessen har intensitetsmatris

A A 0 0
0 -2\ 2\ 0
Q=10 0 -—3x 3\

Sétt pi(t) = P(X(t) = 1). Diffekvationssystemet p'(t) = Qp(t) ger

Pi(t) = =i ()
Ph(t) = —2Apa(t) + Apa(t)

pi(t) = —idpi(t) + (1 — D)Ap;i_1 (1)

Vi ansitter p;(t) = g(t)(1 — g(t))"t, i =1,2,.... Da fas

Pit) = g/ ()(1—g()) " = (i—1)g(t)g' (1) (1—g(t))"* = g'(t) (1—g(t))"*(1—ig(t))

Satter vi in detta uttryck i diffekvationssystemet far vi

g (1 =g(t)) (1 —ig(t)) = —iAg()(1 —g(t))""" + (i = DAg(t)(1 — g(1))"*
= Ag(t)(1 — g(t))"*(ig(t) — 1)

dv.s. ¢ (t) = —Ag(t), vilket har 16sningen g(t) = Ce . Eftersom g(0) =
P(X(0)=1)=14&r C = 1 varfor g(t) = e .

54 a) Lat X(t) vara populationens storlek vid tid ¢. Da &r {X(¢);¢ > 0} &r en
Markovprocess som vid varje hopp hoppar antingen ett steg uppat eller till
tillstandet 0. Sannolikheten att ett hopp sker till 0 &r ﬁ, och hoppen sker
oberoende av varandra och av den tid som processen varit i de olika tillstanden.
Antalet hopp som gors tills handelsen hopp till 0:an ar da ﬁg(ﬁ). Men man
inser med litet eftertanke att antalet hopp som gors tills hopp sker till 0:an,

ér lika med populationens storlek N innan katastrofen. N r alltsa fig(4-).

b) Eftersom katastrof intraffar med intensitet i, oavsett populationens storlek,
ar tidpunkten T, da katastrof sker Exp(pu).

c) Tiden T tills katastrof kan ocksa skrivas T' = T} + Ty + - -+ + Ty, déar T;

ar tiden i tillstand i. T; &r Exp(A 4+ p) och &r oberoende, ¢ = 1,2,.... De

ar ocksa oberoende av N. Sétter vi nu p = /\i_u och v = X\ + p sa har vi

visat, att om 73,75,--- € Exp(v) och N € ffg(p) ar oberoende, sa ar T =
T+ Ty + -+ T €Exp(u)=Exp(pv), vilket ger sats 6.4.
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55 Man inser att { X (¢);¢ > 0} ar en fodelse-dodsprocess med dndligt tillstandsrum.
Den ar alltsa ergodisk. Fodelse- och dodsintensiteter ges av

A = (N — i), i=0,1,2...,N—1
[ = i\, i=12,...,N

Detta kan inses av att i tillstand ¢ var och en partiklarna efter exponenti-
alfordelad tid forflyttas, varvid tillstandet okar eller minskar med 1. Om vi

satter
A1 Ay N(N—=1)---(N—i+1) N
Pi = = m = ], po=1
Hafh - 2
ges den asymptotiska fordelningen av m; = —#-—. Men enligt binomialteore-

j= oﬂJ

met Ar Z;.V:O pj = Z;V 0 ( ) = (1+1)Y =2V Detta ger m; = () (3)" dvs den

asymptotiska férdelmngen ar Bin(N, 5). Om behallare A inte innehaller nagon
partikel ar den forvantade tiden tills den blir tom densamma som forviantade

tiden som processen ligger i tillstanden 1,2,..., N mellan tva intrdden i det

N o
tomma tillstandet. Denna forvantade tid blir Lo M 1Ty _ 2V -1

q0To NATTo ~— N
56 Vi har en fodelse-dodsprocess med
A )+ 1)2
WP W, S () i=0,1,...
1+ 2 1+ 2
i =i(p+v) i=1,2,...
Stt o, — MM Ao A Y (i)2/GHD —
Satt p; = 21;2_%1 — <u+u) 0 z+1 dér p = MV |
En stationér fordelning existerar om » > p; = Y oo, ii—ll < 00. Serien
konvergeral;lom 0 <p< 1l For0<p<l1ar Zfoopl = ZSOOZL _
— o0 t _ 1+2 .
121 0 Z—i—l - 11n( lp) For dessa P ar Zz 0 )\Zpl = Zz 0 )\z——:-_l)) vil-
ken divergerar. En asymptotlsk fordelning existerar alltsa och den ges av den
pi__ _ _p'/(i+1)

stationdra; m; = Sor;  W(/(0—p)

P

i—0 777 och ingen asymptotisk fordelning

Om p > 1 divergerar serien » -
existerar.

57 Lat X (t) vara populationens storlek vid tid t. { X (¢);¢ > 0} &r en fodelsedddsprocess
med fodelse- och dddsintensiteter

Ni=i- A+ A=(0G+1A 1=0,1,2,...
ui:i-i-u:iz,u, 1=1,2,...

Detta kan inses av att processen vid ett tillstand ¢ véntar pa att nagon av
individerna foder en ny individ, eller nagon av dem dor eller att en individ
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immigrerar. Sa snart nagon av dessa hindelser intréffar hoppar processen an-
tingen upp ett steg eller ner ett steg. Vi sdtter nu

Cdodc Ao )T (V)

Pi = - . 5
pape -y (i) ()’ i!

Viharatt > -0 pi =Y 0oy ()‘éf VM < oo, varfor en asymptotisk férdelning
existerar. Denna ges av den stationdra, 7 med m; = p;/ > 2 pi = e N “%,

d.v.s. den asymptotiska fordelningen &r Po(A/p).

b) I detta fall & A\/p = 50. Resultatet i a) ger da att for stora ¢ &r X (¢) sa
gott som Po(50) som &r approximativt N(50,4/50). Vi far saledes att P(X(t) >

60) ~ ®(=20) = ©(1.4142) = 0.9214,

a) Om processen hoppar till hoger fran tillstand 1, skall den for att 6verhuvud-
taget komma till tillstand 0, forst komma tillbaka till tillstand 1, for att darefter
nagon gang komma till 0:an. Pa grund av symmetrin ar forvéantad tid att na
tillstand 1 fran tillstand 2, densamma som att den férvéantade tiden att fran
tillstand 1 na tillstand 0, d.v.s. t;. Sedvanligt absorbtionstidsresonemang ger

oss darfor relationen £, = Flu + /\i—u(h + t1) vilket har 16sningen ¢, = ﬁ

b) Om man startar i tillstand ¢ skall man forst na tillstand i — 1, sedan tillstand

i — 2 0.s.v. De forvintade tiderna for att fran tillstand ¢ komma till ¢ — 1, ar

enligt a) -2, varfor B(T;) = .-

-

a) Lat X (t) vara antalet drenden som &r fore det understa i korgen vid tidpunkt
t (d.v.s. de ovanfor i korgen plus det under behandling). {X(¢);t > 0} dr en
fodelse-dodsprocess med fodelseintensiteter A och dodsintensiteter u. Processen
startar i tillsand n och enligt 16sningen pa uppgift 58 ar en forviantade tiden
tills sista drendet tas ﬁ

b) Betrakta inbdddade hoppkedjan. Hopp sker ett steg uppat med sannolik-
het p = ﬁ och ett steg nerat med sannolikhet ¢ = Fuu Sannolikheten att
tillstand 0 6verhuvudtaget nas, da processen startar i tillstand n, ar enligt
l6sningen av uppgift 31, (¢/p)" = (u/A)™. Sannolikheten att det sista drendet
inte kommer att behandlas &r déarfor 1 — (u/\)".

a) Vi har p = A\/u = 2/3. Enligt sats 7.5 pa sidan 82 fas

1 1
=Bl = A !

och

P(S>2)=1-G(2)=e?~0.135.
b) Enligt sats 7.4 pa sidan 81 fas
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och, se sats 7.3 pa sidan 81,
P(X>6)=) p,=> p(l—p)=1—pp" > p"~
n="7 n="7 n="7

- 1
(1= 0TS = (L= )T = 7 = (2/3) ~ 00585,
k=0
Vi har ett M/M/1-system med p = 1/2 och p = A/ = 2\. Sats 7.5 pa sidan

82 ger
p 2p 4N

pul—p) (L=p) (1-2))

wq:

Villkoret w, < 0.3 ger

4N 0.3
— __<03=4X2<03-0.6\= )< - =0.065.
(1—2\) — - ~ 46
Sétt
oM A (M) e—k A\"
po=1 och p, = 20N n1:(/u) Hc :(_) <c)
s ph2 - nl o Lc pe)  \n
Detta ger

C A C
Sn= (14 )
i=0 pe
och det foljer av sats (6.12) pa sidan 68 att
c\ (A" A\ ¢
Pn = — ] {1+
n) \ uc pe

Speciellt géller nu p, = (1 + —) . Ska detta svara mot en Bin(c, p)-fordelning

sa maste vi ha
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Vi har '
N A= omi=0,1,...,c—1
"o om 1 > c.

Pa i stort sett samma sétt som i problem 62 fas

p’L_ ; i:071’...,c,

) 2 k0O (ﬁ)k
dar (¢)p =clc—=1)---(c—k+1)=cl/k!

Det torde inte ga att associera denna fordelning med nagon mera ” vilkand”
fordelning.

Lat X vara antalet fartyg som ligger i hamnen. Enligt satserna 7.3 och 7.4 pa
sidan 81 géller att

P(X>0)=p och (=E[X]=-—"—,

dér p = A\/p.
Den totala genomsnittliga kostnaden k(u), som funktion av pu, ar

d dA\
k(u):a+bu+cup~l——p:a+bu~|—c)\+—.
1—0p = A

Derivation ger

, dA
k(u):b—m.

Ekvationen k'(p) = 0 har 16sningarna p = A £+ /dA\/b, men da p > X fas
= A+ +/d\/bsom enda giltiga 16sningen. Denna svarar mot ett minimum!

Vi har ett M/M/3-system med (tidsenhet minuter) A = 1/10 och pu = 1/20.
Enligt (7.15) pa sidan 89 fas

w. — Csp
oAl =p)
dér
A2
P= 3, 3
z 4
3:1 22 23 =
s(1+2+5+5%) 9
Detta ger
42
5 80
wq:%ZEQQminuter.
103
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66 Situationen i uppgiften diskuteras i exempel 7.8 pa sidan 90, men vi upprepar
16sningen hér. Enligt foljdsats 7.2 (7.22) pa sidan 90 resp. sats 7.5 pa sidan 82
foljer

Wy = r 5v Tesp. Wy = P
(1—=p?) (1=p)
Detta ger
p
W2 _ p-p) _ 1+P:1+1>2
Yol oonsm P P
67 a) Enligt sats 7.5 pa sidan 82 foljer
P
Ry =—.
=1,
b) Enligt foljdsats 7.2 (7.22) pa sidan 90 foljer
2
p
R, = :
c¢) Vi har
B _p .1_p2:1+p:1+1>2
Ry 1—p p? p p
d.v.s. Ry > R,.

68 Enligt sats 7.5 pa sidan 82 sa géller det for ett M/M/1-system att

p

wq:m.

a) For kassa A giller p = A\/p = (30/60) - 1.5 = 0.75 vilket ger w, = 0.75 -
1.5/0.25 = 4.5 min. Pa motsvarande sétt fas for kassa B att p = \/pu =
(20/60) - 1.5 = 0.5 vilket ger w, = 0.5-1.5/0.5 = 1.5 min.
b) For bade A och B giller att A = (20 + 30)/60 = 5/12 vilket ger
5/12) - 1.5 = 5/8 och saledes fas w, = (5/8) - 1.5/(3/8) = 5/2 = 2.5 min.

p=
c¢) Kassorna utgor nu ett M /M /2-system med A = (20 + 30)/60 = 5/6 och
p=(5/6)-1.5/2=5/8, jmf. b)-delen. Av foljdsats 7.2 (7.22) pa sidan 90 fas

2 5/8)%2-1.5 25-3
5

p(l—p2) (1—(5/82 13-3-2

= 25/26min.

69 Forett M/M/c-system med A = = 1 har vi p = 1/c. Vi betraktarc = 1,2, ...

c=1
p = 1 medfor att w, = oo, d.v.s. att kén "exploderar”.

c=2
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2

Vi har nu p = 1/2. Av foljdsats 7.2 (7.22) pa sidan 90 fas w, = 77— =
1/4
Yi=1/3>02

c=3
Av (7.15) fas

w. — Csp %
N1 =-p) 2
dér
3
: . 2 1 1 C 11 )
(1—p)<§23 E +3u(<3f3;>) Hiditmy) 4w
i=0 '

vilket ger w, = 1/22 < 0.2. Saledes récker 3 kassor.

Lat X (t) vara antalet kunder i system 1 vid tid ¢. Om X (¢) =1,2,...,m —1
vantar system 1 pa att en kund lamnar systemet eller att ny anldnder. Om
X (t) = 0 véntar systemet bara pa att en kund anlédnder, d.v.s. blir fardigexpe-
dierad i system 2. Om X(t) = m véntar system 1 bara pa att en kund blir
fardigexpedierad. Av sats (6.2) pa sidan 49 foljer da att X (¢) dr en fodelse-
dods-process med tillstandsrummet {0, 1, ..., m}, fodelseintensiteter

)\Z’:[LQ, i:O,...,m—l,

och dodsintensiteter
Ui:,&la 221,,m

plz<g), z:(),,m
M1

Vi skiljer nu pa fallen fi; # fis och iy = fio. For fallet fiy # fio fas

Detta ger

1= (/)
;p’ T 1 (/i)

enligt raknereglerna for geometriska summor. Det foljer nu av sats (6.12) pa
sidan 68 att

o P (/) A (/)
' Z;lopz‘ 1 — (f1g/jig )™+ ) s, M.

For fallet fiy = jip fas p; =1 for ¢ = 0,...,m, vilket ger

1=0
och
1 .
b= —F7> 1207 , M
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Lat X (t) vara antalet pagaende samtal vid tiden ¢. Da &r X (¢) en fodelse-dods-
process med alla fodelseintensiteter A; = A och ddédsintensiteter u; = 1u. Sétt,
som vanligt,

oA Ao (A )"

po=1 och p,= =
My o iy n!

Detta ger > ) pi = eMH och det foljer av sats 6.12 pa sidan 68 att

WA

n!

n Y

d.v.s. X ar Po(\/p)-fordelad.

Lat T; vara tidpunkten (rdknat fran stdngningsdags) da den i:te kunden fatt
betjaning, och sétt
SZ' == ,TZ —ﬂ_l, dar TO =0.

Saledes géller det att
12
T == T12 - Z SZ
i=1

Sa ldnge det finns minst 5 kunder i systemet sa arbetar alla 5 kassorna
for fullt, vilket innebér att T3, ..., Ty ar fordelade som minimum av 5 st. obe-
roende Exp(1/8)-fordelade stokastiska variabler, d.v.s. T}, ..., Tg ar Exp(5/8)-
fordelad, se sats (2.3) pa sidan 6. Pa motsvarande sétt dr Ty Exp(4/8)-fordelad

osv. Vidare &ar T1, ..., Ty &r oberoende. Detta ger
8 8 8 8 442
ET|=8--+-+-+- = — =29
7] =38 5+4+3+2+8 T 9.5,

LRIORORCRORE -

och

Vi betecknar taxibilarnas och kundernas ankomstintensiteter med Ap resp. Ag.
Lat (Xr(t), Xk (t)) vara antalet taxibilar resp. kunder vid stationen vid tid ¢.
De mojliga tillstanden &r

(0,3), (0,2), (0,1), (0,0), (1,0), (2,0), (3,0),...

dér en Overgang at hoger sker da en bil kommer, d.v.s. med intensitet Ay, och
en overgang at vinster da en kund kommer, d.v.s. med intensitet \x. Bildar
vi nu

X(t) = Xp(t) — Xk(t) + 3,

sa ar X (t) en fodelse-dods-process med fodelseintensiteter A och dodsintensi-
teter Ag. (Det extra 743" &r till for att ge X (¢) det vanliga tillstandsrummet.)
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Bortsett fran beteckningarna for intensiteterna sa ar X (t) den fodelse-dods-
process som beskriver antalet kunder i ett M /M /1-system. Det foljer saledes
fran sats 7.3 pa sidan 81 att

p, = lim P(X(t) =n)=p"(1 —p), forn=0,1,...,

t—00
under forutsattning att p = Ap/Ax < 1. I vart fall & p =1/1.25 = 0.8.
a) Vi far, jmf. sats 7.4 pa sidan 81,

E[X7] =Y np"(1—p)=p*> np"(1-p)

=pr=-"1 = 0.81/0.2 = 2.048.
b) Vi far
E[Xk] = 3py +2p, + 1py = (3+2p+ p*)(1 — p) = 1.048.
En alternativ 16sning ar foljande:

EXg]=E-X + Xp+3]=———4+_F

+3=-4+4+2.048+3 =1.048.
1l—p 1-—p

¢) En kund bortfaller med sannolikheten p, = (1 — p) = 0.2. I medeltal
kommer 60 \x = 75 kunder/timme, vilket medfor att i medeltal bortfaller
Do - 60 g = 0.2 - 75 = 15 kunder/timme.

74 Vi kan skriva U = U; 4+ Uy dar U; = 1/3 minut och Uy &r Exp(1)-fordelad.
Observera att U inte dr exponentialfordelad. Med sedvanliga beteckningar fas

1 4
VIO)=V({U)+V(U)=0+1=
1 4 2
= )\ . b = — - = —,
P 2'3° 3
Detta ger, se sats 7.14 pa sidan 100,
4/9 1 25
by=———F |1+—= ] ==
2-1/3 16/9 24
Vidare fas med sats 7.1 pa sidan 79 att
2 25 41
= =—-—+4+—=—=171
b=rrbi=5+9"%

75 Betrakta en kund och lat IV vara antalet drenden som kunden har, d.v.s.

P(N=1)=P(N =2)=1/2.
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Lat U vara kundens betjaningstid och U;, i = 1,2, vara drendenas betjanings-

tider. Detta innebar att
N

U:ZUZ-

i=1
d.v.s. U ér en stokastisk summa. Eftersom U; dr Exp(u)-fordelad sa géller det
att

E[U)=1/u och E[U=V[U]+EU*=1/p*+1/p* = 2/1i°.
Av detta fas

E[U] = %E[U IN=1]+ %E[U IN=9 = %E[Ul] 4 %E[Ul A

11 12 3
T2p 2p 2
och
E[U% = %E[UQ | N =1] + %E[W | N = 2]
= 1E[Uf] - 1E[(U1 + Us)?] = 12, 1E[lﬂ + U3 + 2U,Us)]
2 2 2uz 2 bR

2N2+2N2 /12‘

=52
Detta ger slutligen

12 1(2 2+11)_12 16 4
2\ @ pp

V[U]ZE[UQ]—E[U]in—(3>2:i—i:l.

pro \2p) 2 A 42
b) Systemet &r ett M/G/1-system, och det foljer av avsnitt 7.4.1 att
3\
= A\E|U] = —.
p Ul=3 .

Det foljer nu av sats 7.14 pa sidan 100 att
2 ViU 8p?
2(1=p)
under forutséttning att p < 1.
c) Av sats 7.1 pa sidan 79 fas

p(9 —p)
€:p+£q—9(1_p)
TN 9IN1-)p)

£ p(9—p)
A 9Nl —p)
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Det beskrivna systemet &r ett Jacksonnétverk med parametrar
m = cpo=c =1
A=A A=0
p2=1 pp=p pa=1-p
Fran (7.40) far vi
Al = A + (1 —p)AQ och A2 = Al

vilket ger

A

A1 = A2 - -
p

Av satserna 7.16 och 7.3 pa sidorna 107 och 81 foljer att

Prpn = DPn = plf(l _pl) pg(l _p2)7 for k’,’l’L = Oala"'7

dér p; = A/(pfi1) och ps = A/(pfiz). Man kan observera att detta system é&r likt
fleranvandarsystemet som diskuterades i exempel 7.16 pa sidan 108. Skillnaden
ar fran vilket delsystem som kunder kan forsvinna.
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77 Jackson-natverk!

Hs
M1 H2

A /\1 099/\1 /\2 /\3 01/\3

0.8A,

Hs3
0.01A, 0.9A

Vi far \ 015 .
A= A+001A;, dves. Ay = = —=2 — 2
1= AF00IA, dvs A= a8 = 5790 = 33

Ay = 0.99A; + 0.9A5 + 0.8A5 och A3 = 0.2A, vilket ger

A
Ay =0.99—— +0.9-0.2A5 + 0.8A,, d.v.s.

0.99
A 015
*= g0z ooz oA =020 =15

Vi far vidare (p; nodernas betjéningsfaktorer)

1 A 533 1
= — = 10, - — = =— < 17
=0 PL=2l 7710 66
1 Ay 75
— =10 2 75 <1
2 0.1 ) P2 [is 10 )
1 As 15
Hs =02 ™" P o 2.5

Genomsnitten antalet "kunder” (d.v.s. jobb) i de tre delsystemen blir alltsa

0 = — = — =0.0154
"T1-p  1-1/66 65 ’

1—py 1-075
23 2.0.15

g g = = .
T 1—p2 1-0.152 0.3069,

d.v.s. totalt finns i systemet ¢ = {1 + {5 4+ {3 = 3.3213 jobb i genomsnitt.

och

W = £ =330 — 22,65 tidsenheter.

0

ST
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Litteraturforteckning

Litteraturen inom markovprocessteorin dr mycket omfattande. En modern och
trevlig bok, som kriaver ungefir samma forkunskaper som detta kompendium
ar [11]. Den dr mer omfattande dn detta kompendium och behandlar ocksa
martingaler, potentialteori, elektriska nétverk och brownsk rérelse. Aven andra
tillimpningar tas upp, sasom biologiska tillimpningar av Markovkedjor.

[6] omfattar forutom Markovprocesser dven allmédn sannolikhetsteori och
konvergens av fordelningar. Den innehaller ocksa ett stort antal problem
att 16sa. Aven [12] omfattar allmin sannolikhetsteori, men behandlar #ven
Markov- och Poissonprocesser. [13] behandlar enbart stokastiska processer mer
ingaende &n [12]. Bada ger manga tillimpningar pa processteori.

[4] &r en klassisk bok. Den behandlar sannolikhetsteori, diskreta stokastiska
variabler, slumpvandring (random walk) och Markovkedjor. Boken innehaller
manga intressevickande exempel och varje kapitel avslutas med flera problem.
Feller har ocksa skrivit en Volume II, som ar matematiskt sett svarare och
behandlar kontinuerliga stokastiska variabler och processer i kontinuerlig tid.

Beviset av ergodicitet i detta kompendium, anvénder kopplingsteknik. [10]
behandlar kopplingsmetoder med flera exempel fran Markovkedjor.

[7] ger en omfattande framstdllning av Markovkedjor i diskret tid. Den &r
lamplig for hogre studier i markovteori.

En trevlig framstéllning av koteorin, pa ungefir samma niva och med lik-
nande innehall som detta kompendium, aterfinns i [1]. Denna bok kan varmt
rekomenderas som brevidlasningslitteratur for den som vill ha mera kott pa be-
nen. Den som — senare — behdver en mera omfattande framstéallning hénvisas
t.ex. till [8] och [9].

[14] ar den klassiska framstéllningen av avancerad koteori da ankomstpro-
cessen ar en fornyelseprocess.

En modern behandling av aterkopplade system finner man i [3], som dock
kraver omfattande kunskaper om stokastiska processer. Boken kan rekommen-
deras for doktorander i matematisk statistik eller i optimeringslara och system-
teori med en inriktning at stokastisk analys. Standardverket om G /G /c-system
ar [5]. Denna bok &r dock mycket svarlidst och och rekomenderas i forsta hand
for doktor(and)er i matematisk statistik med en inriktning at punktprocesser.

[1] Allen, A. (1990) Probability, Statistics and Queueing Theory with Com-
puter Science Applications. Academic Press, New York.
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