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Andra intervallskattningar

* Vi har sett att vi givet ett stickprov och under
vissa antaganden kan gora
intervallskattningar for vantevarden

* Man kan aven gor intervallskattningar for
varianser i normalférdelningar och for
proportioner i binomialfordelingar



Konfidensintervall for varians i
normalfordelning
* Vivet att vi givet ett stickprov X, ..., X, kan

skatta populationsvariansen % med
stickprovsvariansen
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Konfidensintervall fOr varians i
normalfordelning

 Om stickprovet kommer fran en
normalfordelning galler att

(n—1)S?
52

har x-férdelning (”chi-tvd”) med n — 1
frihetsgrader



Y*-fordelning

* Tithetsfunktionen for y?-férdelningen med 1,
2,3,4,6 och 9 frihetsgrader
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x?*-férdelning

* Viser att x*-fordelade s.v. dr positiva och att titheterna
ar skeva (asymmetriska)

* Precis som for normalfordelning och t-férdelning finns
inga slutna uttryck for fordelningsfunktionen sa man
maste sla i tabeller eller anvanda numerik om man vill
bestimma sannolikheter for x?-fordelade s.v.

e Det tal som avgransar arean under tathetsfunktionens
graf sa att a - 100% av arean finns ovanfor talet kallar
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Konfidensintervall fOr varians i
normalfordelning

e Sa om vivill goraett (1 — a) - 100%-igt konfidensintervall
for variansen i en normalfordelning ska vi alltsa "klamma
in”
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mellan de tal x*, _ och x? sddana att
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Konfidensintervall fOr varians i
normalfordelning

 Moblerar vi om i parentesen far vi

=1—-a
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* Om viobserverar x4, ..., X,, observerar vi ju ocksa %

och konfidensintervallet
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Exempel

* Viobserverar stickprovet
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* Stickprovet passerar ett normalfordelningstest



Exempel

* Vivill skapa ett 95%-igt konfidensintervall for variansen

i den normalfordelning som stickprovet antas komma
ifran

* Viharatts? = 4.41 ochn = 10 ger vid koll i appendix
att X%, gzs 0 = 19.02 och x* 5c o = 2.70

* Det foljer att konfidensintervallet blir

9-441 9-441
19.02 ° 2.70

~ [2.09,14.7]



Konfidensintervall for o

* Om man istallet vill ha konfidensintervall for
standardavvikelsen i en normalférdelning gor
man ett for variansen och “drar roten ur”

* | exemplet ovan far vi alltsa ett 95%-igt
konfidensintervall fér o som ar

[v2.09,V14.7] ~ [1.45,3.83]



Ensidiga konfidensgranser for 0% och @

* Om viistallet vill gora ensidiga (1 — a) - 100%-iga
konfidensgranser far vi dessa genom att “lagga hela a
pa ena sidan”

* Alltsa, en undre respektive 6vre (1 — «) - 100%-ig
konfidensgrins for g2 ges av

n—1)s* : n—1)s*
(2 ) respektive (2 )
X" an-1 X"1-an-1

* Motsvarande for o fas genom att “dra roten ur”



Exempel

* Med samma data som i det tvasidiga exemplet
far vi en 6vre 95% konfidensgrans for g2

genom att leta upp x20_959 = 3.33 i appendix
och "pussla ihop” enligt

(n—1)s? 9-4.41
= ~ 11.9
3.33

2
X 1-an-1



Konfidensintervall for proportioner

* Vivet att om parametern nien
binomialfordelning ar stor sa kan
binomialférdelningen approximeras med
normalfordelning (CGS)

* Detta betyder att om vi har stora stickprov sa kan
vi med hjalp av normalférdelning “klamma in” en
populationsproportion motsvarande parametern
p i en binomialférdelning i ett konfidensintervall



Konfidensintervall for proportioner

e Alltsa: Om X ar binomialfordelad med parametrar n och p, dar n ar
stort, och vi skattarp med p = X/nsa ar

X—np p—p

Jip(A—p) Jp(l —p)

n

approximativt standard normalfordelad, vilket ger att

Pl =24/ < PP SZgnp|*l-a

p(1—p)
n




Konfidensintervall for proportioner

e Moblerar vi om far vi att

For att kunna skapa konfidensintervallet fran observerade data maste p
ersattas med p under rottecknet

* S3 det approximativt (1 — ) - 100%-iga konfidensintervallet fas ur

A p(1—p)
p iZa/Z\/

n



Exempel

* Fran ett stickprov av storlek 200 observerar vi
att 82 personer ar for trangselskatt i Goteborg

* Vivill gora ett (approximativt) 95%-igt
konfidensintervall for hur stor andel av
Goteborgs befolkning som ar for trangselskatt



Exempel

82

* Viobserverar alltsa attp = 700 = 0.41

* Vivetatt z; 9,5 = 1.96 sa det sokta
konfidensintervallet blir

0.41-0.59

0.41 4+ 1.96
- \ 200

alltsa [0.34, 0.48]



Hur stort stickprov behovs for en viss
intervallbredd?

* Om vi vill att konfidensintervallet for proportionen ska
ha bredden 2E kan vi fa detta om vi viljer
stickprovsstorleken

e Detta forutsatter dock att vi har en uppfattning om vad
p ar. Det kanske vi har fran en pilotstudie...



Hur stort stickprov behovs for en viss
intervallbredd?

* Om vi inte har nagon uppfattning om vad p ar
vet vi alla fall att p(1 — p) < 0.25

e Sa "worst case” ar att

2

n =025 (ZOI‘E/Z)



Exempel

Vi vill gora om undersokningen om trangselskatten sa att vi far ett
95%-igt konfidensintervall som ar 1 procentenhet brett

Om vi anvander den forra studien som “riktmarke” far vi att vi ska

anvanda ett stickprov av storlek (avrundat upp till narmsta
hundratal)

n= (%)zpu —p) = (%)2 . 0.41 - 0.59 ~ 37200

Utan “riktmarket” skulle vi fa

2
Z 2 1.96
n=0.25- ( ‘2/2) = 0.25 - (M) ~ 38500



Hypotestest

* | exempelvis en ti
askburkar kan vi
ourkarna fylls pa

lverkningprocess av 33cl
na anledning att tro att

ite for mycket

* Vivill testa sanningshalten i detta med hjalp av

stickprovsdata

* Visatter upp en nollhypotes (null hypothesis), Hy,
och en mothypotes (alternativ hypothesis), H4



Hypotesprovning

e | fallet med laskburkarna ar det vantevardet,
u, for hur mycket lask som finns i burkarna, vi
ska "testa”

* Hypoteserna blir
HO: ,U, — 33
Hl: ,U, > 33

-

Mothypotesen ar “det vi tror”



Hypotesprovning

* FOr stickprovet X4, ..., X,; som antas komma
fran en normalférdelning vet vi att kvoten

ar t-fordelad med n — 1 frihetsgrader



Hypotesprovning

e Sa for att utfora hypotesprovningen ska vi jamfora
det observerade vardet pa kvoten med en t-
kvantil, £, ,—4, alltsa det tal som har a - 100% av
arean under tathetsfunktionen till héger om sig

* Det ar vanligt att man valjer a = 0.05

* Nedan ska vi se vad ett specifikt val av a har for
implikationer



Hypotesprovning

* Om det observerade vardet for kvoten ar storre
an ty ,—1 foérkastar vi nollhypotesen. Vi drar alltsa
slutsatsen att burkarna fylls for mycket

* Om det observerade vardet pa kvoten inte ar
storre an t, ,—1 kan vi inte forkasta nollhypotesen
och har darmed inte heller nagot fog for att pasta
att burkarna fylls for mycket



Hypotesprovning
Vilken t-kvantil ska man valja?

Vid hypotesprovning finns foljande mojligheter

Sannolikheten att gora Typ I-fel kallas signifikansniva,
betecknas a, och bestammer vilken t-kvantil vi ska
jamfora kvoten med

Sannolikheten att gor Typ lI-fel betecknas 3



Hypotesprovning

e Antag att vi bestammer oss for &« = 0.05 och
att vi bland 30 slumpmassigt valda lasburkar
observerar x = 33.3 och s = 0.36

* Det observerade vardet pa kvoten blir da

Stickprovsmedelvardet Nollhypotesens varde pa u

33.3—33

~ 4.56
?.36/\/%\

Stickprovsstorleken

Stickprovsstandardavvikelsen



Hypotesprovning

e Vardet pa kvoten (4.56) ska alltsa jamforas

med t-kvantilen for 29 frihetsgrader och
a = 0.05

* Vifinnerty -1 = tg0529 = 1.699 i appendix

 Vikan alltsa forkasta nollhypotesen och gott
pasta att burkarna fylls for mycket



Forkastelseomrade

* | fallet med laskburkarna har vi forkastelseomradet
(critical region, region of rejection) som ar skuggat i
bilden

e Det skuggade omradet ar alltsa (i det har fallet)
sannolikheten att en t,9-fordelad slumpvariabel tar ett
varde stdrre an 1.699



p-varde

* | hypotesprovningssammanhang forekommer
ofta uttrycket p-virde

e p-vardet sager hur sannolikt det ar att vart
obserververade stickprov ser ut som det gor
(eller “varre”) om nollhypotesen ar sann

Vi forkastar nollhypotesen om p-vardet ar
mindre an «



p-varde

* | fallet med laskburkarna blir p-vardet (rakna i
exempelvis Excel; 1-T.DIST(4,56;29;TRUE))

P(t,q > 4.56) = 0.000043

e Det ar alltsa hogst osannolikt att laskburkarna
kommer fran en fordelning med vantevarde
33cl



Olika hypoteser

* Vikan prova olika hypoteser kring en
populationsparameter 6

* Ensidiga
HO: 6 — 00
Hl: 8 > 00
eller
HO: H — HO

H1:9 < 60



Olika hypoteser
e Tvasidiga

HO:Q — 60
H1:9 == 90

* For laskburkarna kanske vi istallet vill préva

HO:M' — 33
Hl:l/l + 33



Fler laskburkar och tvasidigt

* Om vi fortsatt anvander @ = 0.05 men tar ut ett
stickprov om 36 burkar, far x = 33.2 och
s = 0.38, ska vi férkasta nollhypotesen om

X— xX—
E st eller < —t
s/ 35,0.025 S/\/— 35,0.025
33.2—33
* t350.025 = 2.03 (appendix) och = ~

s/\/_ 0.38//36
3.16 sa vi forkastar nollhypotsen



Forkastelseomrade

e Nar vi testar tvasidigt med signifikansniva
a = 0.05 ar forkastelseomradet de 2.5% av

sannolikheten langst till vanster och langst till
hoger




Hypotesprovning vs. konfidensintervall

| fallet med laskburkarna skulle vi fa det 95%-
konfidensintervallet

(33.2 —2.03-0.38/+/36,33.2 + 2.03 - 0.38//36)
~ (33.07, 33.33)

* Nollhypotesens u = 33 finns alltsa inte med i intervallet

* Nar det galler vantevarden hos normalfordelningar kan
man lika garna gora (tvasidiga) konfidensintervall som
(tvasidig) hypotesprovning



Tankbara parametrar for hypotestest

* Vantevarde, u, hos normalférdelning med kand
varians testas mha den standard normalfordelade
kvoten

och det observerade vardet utvarderas mot
standard normalkvantil



Tankbara parametrar for hypotestest

* Vantevarde, u, hos normalférdelning med okand
varians testas som vi sett mha den t,,_-férdelade
kvoten

och det observerade vardet utvarderas mot
t,,—1-kvantil



Tankbara parametrar for hypotestest

* Proportionen, p, hos binomialférdelning testas
mha den approximativt standard
normalfordelade kvoten

N

p—P
Jp(1—p)/n

och det observerade vardet utvarderas mot
standard normalkvantil



Hypotest for proportion

* Vitror att andelen laskburkar som ar overfyllda ar
storrean 0.4

e Vistaller upp hypoteserna

Ho:p — 04‘
Hl:p > 04‘

e Vi tar ett stickprov om 28 burkar och upptacker
att 15 burkar ar overfyllda



Hypotest for proportion

 Det observerade vardet for kvoten blir alltsa

15/28 — 0.4
J0.4-0.6/28

~ 1.466

* Om vi arbetar med a = 0.05 ar
normalkvantilen zy 55 = 1.64 sa vi kan inte
forkasta nollhypotesen



Reflektion

e Att man inte kan forkasta nollhypotesen
betyder inte nddvandigtvis att nollhypotesen
ar sann, bara att man inte har “nog bevis” att
forkasta den



