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Forelasning 13



Jamforelser mellan tva populationer

 Hittills har vi gjort konfidensintervall och tester
kring parametrar i EN population

* | praktiska sammanhang ar man ofta intresserad
av att jamfora tva populationer

* Man kanske vill jamféra andelen som rostar “rod-
gront” i Goteborg med motsvarande andel i
Stockholm eller medelaldern i Halmstad med
medelaldern i Falkenberg



Tester for tva normalfordelade
populationer

* Antag att vi har stickprov X4, ..., X15,, fran en

normalférdelning med vantevarde u, och
standardavvikelse g; och stickprov
X321y «es X2, fran en normalférdelning med

vantevarde u, och standardavvikelse o,

* Da kan vi utfora hypotestester och skapa
konfidensintervall for u; — u, och oy /0



Tester for tva normalfordelade
populationer

* Hur testerna utfors beror pa vad man anser sig veta
“fran borjan”

e Det forsta man behover fundera pa ar om
populationerna ar oberoende

 Om viska jamfora medelaldern i Halmstad med
medelaldern i Falkenberg antar vi att populationerna ar
oberoende men om vi mater kolesterolhalten hos
patienter fore och efter behandling ar populationen
“fore” inte oberoende av populationen “efter”



Jamforelse av vantevarden

Vi vill testa

Ho: py — 2 = 4y
Hy:pg — pp # Ag

Eller motsvarande med ensidig Hq, alltsa puy — u, > Ag eller uy — u, < Ay

Precis som i tester for en population satter vi “det vi anar” eller "vill visa” i
Hy

Om vi tror att medelaldern i Halmstad ar hogre an medelaldern i
Falkenberg och vill visa/statistiskt sakerstalla detta blir mothypotesen
Uy — U, > 0 darindex 1 och 2 betyder Halmstad respektive Falkenberg



Jamforelse av vantevarden

 Den "snallaste” situationen ar att populationerna
ar oberoende och standardavvikelserna ar kanda

e Om sa ar fallet anvander vi den standard
normalfordelade testfunktionen




Jamforelse av vantevarden

Forkastelseregionen bestams (som vanligt) av testets signifikansniva och
om mothypotesen ar en eller tvasidig

Om testet pa signifikansniva a gors ensidigt nedat (Hy: uqy — U, < 4Ap)
forskastar vi nollhypotesen om vi observerar att testfunktionen ar mindre
an —z,

Om testet pa signifikansniva a gors ensidigt uppat (Hy: uq — uy > 4p)
forskastar vi nollhypotesen om vi observerar att testfunktionen ar storre
an z,

Om testet pa signifikansniva a gors tvasidigt (Hy: uy — u, # Ag) forskastar
vi nollhypotesen om vi observerar att testfunktionen ar mindre an
— Zg /7 €ller storre an z, /,



Jamforelse av vantevarden

e Vifar ett 95% konfidensintervall for skillnaden i
vantevarden ur

X1 — X +1.96 |
1~ X2 TR

* Atttalet A, inte finns med i intervallet ar
ekvivalent med att i testet observera
testfunktionens varde i forkastelseregionen



Exempel

e Vivill testa

Ho: pg —pp =0
Hitpg —pp >0

pa 0.05-niva davivetatto; = 1ocho, = 1.5
och observerar x; = 1.8 och X, = 0.7 fran
stickprov av storlek ny = 12 ochn, = 10



Exempel

Detta ger oss det observerade vardet pa testfunktionen

1.8 —0.7
12 1.52
\/12 0

Det observerade vardet ar stdrre an zy 55 = 1.64 vilket
innebar att vi kan férskasta nollhypotesen

~ 1.98

Vi har alltsa statistiskt sakerstallt att vantevardet for
population 1 ar storre en vantevardet for population 2



Exempel

* Vi kunde dragit samma slutsats utifran den
(ensidiga) 95%-konfidensgransen

1.8 —0.7 — 1.64 ° 1o 0.19
. . . Vlzl 10 ~~ .

* Alltsa, den undre konfidensgransen ar positiv
sa “nollan finns inte med”



Om stdavv ar okanda

* Om man inte kanner standardavvikelserna
maste de skattas fran data

* For att gora detta anvands
stickprovsstandardavvikelserna

e Hur testfunktionen ser ut beror pa om
standardavvikelserna kan anses lika eller ej...



Hypotestest for skillnad i varians
mellan tva populationer
e Att testa om standardavvikelserna kan anses

lika gors genom att testa om varianserna kan
anses lika

e Vi skall alltsa testa

2 = g,2

2

HO:O-l
H1: 0'12 . o))



F-fordelning

e Testfunktionen som anvands ar

512/012
522/022

dar 512 och 522 ar stickprovsvarianserna fran
population 1 respektive population 2 foljer en sa
kallad F-fordelning medn; — 1 ochn, — 1
frihetsgrader



F-fordelning (tathetsfunktion)
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F-fordelning

* Under nollhypotesen om lika
(populations)varianser har vi att

512/012 512
522/022 - 522

NFnl—l,nz—l

* For kvantilerna galler att (verifiera detta)

fC(,V]_,VZ — 1/f1—a,V2,V1



Exempel

e Antag nu att vi for tva oberoende stickprov
(fran normalférdelningar), av storlek n; = 16
respektive n, = 19, observerat s; = 2.76 och
s, = 1.98 och vill testa om varianserna ar
olika, dvs

. 2 2
HO'O-l — 09

H1: 0'12 . 0-22



Exempel

* Vivill gora detta pa a = 0.10-niva och ska
forkasta nollhypotesen om vardet pa kvoten

blir stérre an fy 951518 = 2.27

* Efter att ha observerat s;4 > 51 behdver vi inte
fundera pa alternativet att - =< foos1518 <1
2



Exempel

e Vihar att

st _ (296 2.23 < 2.27
s,2  \198/) ~— 7 |

* Vikan alltsa inte forkasta nollhypotesen och betraktar
darfor populationsvarianserna som lika.

* Observera (kolla tabellen i appendix) att om
stickprovsstorleken hade okat tillrackligt mycket och
stickprovsvarianserna hallits konstanta hade vi forkastat
nollhypotesen



Konfidensintervall

* Vi kan aven skapa konfidensintervall for
kvoten av varianser

e Ett tvasidigt (1 — a) - 100% konfidensintervall
0'12

for — gesav
2

512 S 2

2 fl—a/z,nz—l,nl—l ) 9 fa/z,nz—l,nl—l
52 52




Jamforelse av vantevarde

e Om standardavvikelserna ar okanda men kan anses lika anvander vi
den t,, yn,—2-fordelade testfunktionen

1, 1
Spm

dar den poolade variansen sz ges av

(ny — 1)S1% + (np — 1)S,°

S,% =
P ny+n, —2




Jamforelse av vantevarden

Forkastelseregionen bestams (som vanligt) av testets signifikansniva och
om mothypotesen ar en eller tvasidig

Om testet pa signifikansniva a gors ensidigt nedat (Hy: uqy — U, < 4Ap)
forskastar vi nollhypotesen om vi observerar att testfunktionen ar mindre

an — ta,nl +n,-2

Om testet pa signifikansniva a gors ensidigt uppat (Hy: uq — uy > 4p)
forskastar vi nollhypotesen om vi observerar att testfunktionen ar storre
an ta,n1+n2—2

Om testet pa signifikansniva a gors tvasidigt (Hy: uy — u, # Ag) forskastar
vi nollhypotesen om vi observerar att testfunktionen ar mindre an
—ta/2n,+n,—2 ellerstorreanty /o n 1n,—2



Exempel

* Antag att vi i situationen dar vi for tva
oberoende stickprov (fran
normalférdelningar), av storlek n; = 16
respektive n, = 19, observerat s; = 2.76 och
s, = 1.98 ocksa observerat X; = 3.46 och
X, = 1.92 och vill pa 0.05-niva testa

Ho: py —pp =1
Hitpy —pup # 1



Exempel

e Vi har sett att vi i den har situationen kan anta
att standardavvikelserna ar lika sa vi anvander
den t, 4+n,—2 = tzz-fOrdelade testfunktionen

X, —X,—1

1 1
SP\/16 F 19




Exempel

* Viobserverar

2= (ny — Ds1% + (np; — 1)s,? _
p ny +n, — 2

15-2.76% + 18 - 1.984

~ 5.60
33

Sa det observerade vardet pa testfunktionen blir
346 —-192 -1

~ (0.67
1 1
v 5.60 16 + 19




Exempel

* Eftersom vi testar tvasidigt pa 0.05-niva ska vi forskasta
nollhypotesen om det observerade vardet pa
testfunktionen ar mindre an —t; o,5 33 eller storre an

t0.025,33

* | appendix finner vi inte nagra t-kvantiler fér 33
frinetsgrader sa vi kikar istallet i raden for 30 frihetsgrader

* Vianvander hellre ett lagre frihetsgradstal an ett hogre
eftersom vi da minskar risken att gora ett typ-I fel. Vi har ju
att t3o har tyngre svansar an t33 sa vi maste “ga langre ut”
for att kunna forkasta om vi anvander ett lagre
frinetsgradstal



Exempel

* Vifinner i appendix att t( 92530 = 2.042 sa vi kan
inte forskasta nollhypotesen

* Vi har alltsa inte fog for att saga att skillnaden i
vantevarden ar nagot annat an 1

 Minns att detta inte nddvandigtvis betyder att
skillnaden i vantevarden ar 1 utan bara att vi inte

har "bevis nog” for att skillnaden i vantevarden
inte ar 1



Jamforelse av vantevarden

e Vifar ett 95% konfidensintervall for skillnaden i
vantevarden ur

X1 = X2 T tO.OZS,n1+n2—25p !

\

* Atttalet A, inte finns med iintervallet nar
ekvivalent med att i testet observera
testfunktionens varde i forkastelseregionen



Exempel

 Med data enligt exemplet ovan far vi det 95%-iga
konfidensintervallet

46 —1.92 £ V5.
3.46 —1.92 + 560V16+19

alltsa [0.74,2.34]

e Eftersom talet 1 finns med i intervallet kan vi inte
forkasta nollhypotesen



Jamforelse av vantevarde

* Om standardavvikelserna ar okanda men ej kan anses lika anvander vi den ¢, -
fordelade testfunktionen

Xl - Xz - AO
jslz N S,*
nq n;

dar frihetsgradstalet v ges som heltalsdelen av

(224 i)z

nq n;

(512/711)2 n (Szz/nz)z
n1 — 1 nz — 1



Jamforelse av vantevarden

Forkastelseregionen bestams (som vanligt) av testets signifikansniva och
om mothypotesen ar en eller tvasidig

Om testet pa signifikansniva a gors ensidigt nedat (Hy: uqy — U, < 4Ap)
forskastar vi nollhypotesen om vi observerar att testfunktionen ar mindre
an —tg,

Om testet pa signifikansniva a gors ensidigt uppat (Hy: i — y > Ap)
forskastar vi nollhypotesen om vi observerar att testfunktionen ar storre
antgy,

Om testet pa signifikansniva a gors tvasidigt (Hy: uq — u, # Ag) forskastar
vi nollhypotesen om vi observerar att testfunktionen ar mindre an —t, /5,
eller stérreant,



Jamforelse av vantevarden

e Vifar ett 95% konfidensintervall for skillnaden i
vantevarden ur

X1 — Xy T o025 |
'V\l n, Ny

* Atttalet A, inte finns med iintervallet nar
ekvivalent med att i testet observera
testfunktionens varde i forkastelseregionen



Jamforelse av vantevarden

* Om vi har parvisa stickprov
(X11,X21), oo, (X15, X5,,) fran till exempel en
"fore/efter-studie” ar ju inte populationerna
oberoende

e FOr att testa hypoteser kring skillnaden i
vantevarden mellan fore och efter betraktar vi
differenserna

Dy = X171 — X319, s Dy = Xy — Xy



Jamforelse av vantevarden

* Om standardavvikelsen op for differenserna ar
kand anvander vi den standard
normalfordelade testfunktionen

_ 1
D—-Ay 7 i=1Di — Ao

op/Vn - op/\n

for att testa och skapa konfidensintervall



Jamforelse av vantevarden

* Forkastelseregioner och konfidensintervall blir
precis som for enstickprovsfallet, alltsa for ett
tvasidigt test pa signifikansniva a forkastar vi
nollhypotesen om vi observerar att kvoten ar
mindre an —z, /, eller storre an z, /, och

motsvarande konfidensintervall ges av

d + Zg /2 op /AN



Jamforelse av vantevarden

* Om standardavvikelsen o for differenserna ar
okand anvander vi den t,,_;-fordelade
testfunktionen

D — A,
Sp/\n

for att testa och skapa konfidensintervall, Sp ar
stickprovsstandardavvikelsen for differenserna



Jamforelse av vantevarden

* Forkastelseregioner och konfidensintervall blir
precis som for enstickprovsfallet, alltsa for ett
tvasidigt test pa signifikansniva a forkastar vi
nollhypotesen om vi observerar att kvoten ar
mindre an —t, /, n—1 ellerstorrean ty /4
och motsvarande konfidensintervall ges av

d+ te/on-15p/Vn



Jamforelse av proportioner

* Det kan sa klart ocksa vara av intresse att jamfora
proportioner mellan populationer

 Om vi antar att vi i tva oberoende populationer
kan ta stickprov pa ja/nej-fragor kanske vi vill
statistiskt sakerstalla en skillnad i “ja-frekvens”
mellan populationerna

* Viantar alltsa att andelen p; i den ena
populationen svarar ja och andelen p, i den
andra populationen svarar ja



Jamforelse av proportioner

* Om vi vill testa for skillnad i proportioner blir vara
hypoteser

Hy: p1 = p2
Hy: py #p,

* Om viistallet vill visa/statistiskt sakerstalla att p; < p,
blir Hi: p1 < py

* Eller om viistallet vill visa/statistiskt sakerstalla att
p1 > py blir Hy:p; > p,



Jamforelse av proportioner

e FOr utfora testet anvander vi den approximativt
standard normalfordelade testfunktionen

N N

P1 — P2
n ~(1 1
\/p(l—p) (n1 | nz)

dar p; och p, och n, och n, ar stickprovsandelarna
respektive stickprovsstorlekarna for population 1
och 2 och p = (n1P1 + nzp2)/(ng + ny)




Jamforelse av proportioner

Forkastelseregionen bestams (som vanligt) av testets signifikansniva och
om mothypotesen ar en eller tvasidig

Om testet pa signifikansniva a gors ensidigt nedat (H;:p; — p, < 0)
forskastar vi nollhypotesen om vi observerar att testfunktionen ar mindre
an —z,

Om testet pa signifikansniva a gors ensidigt uppat (Hy: p; — p, > 0)
forskastar vi nollhypotesen om vi observerar att testfunktionen ar storre
an z,

Om testet pa signifikansniva a gors tvasidigt (H,: p; — p, # 0) forskastar
vi nollhypotesen om vi observerar att testfunktionen ar mindre an
— Zg /o €ller storre an z, /,



Konfidensintervall

 Motsvarande konfidensintervall ges av

p1(1 —P1) N P> (1 —py)
nq np

p1— D2 * Za /2
N

e Eftersom “standardavvikelsebiten” ser annorlunda ut
for konfidensintervallet jamfort med testfunktionen
kan vi inte dra ekvivalenta slutsatser kring
proportionerna pa det satt vi kunde gora for
vantevardena



Exempel

* Viobserverar att 42 av 100 slumpmassigt
tillfragade personer i Goteborg sager att de
skulle rosta rodgront och att 72 av 200

slumpmassigt tillfragade Stockholmare skulle
rosta rodgront

e Kan vi baserat pa detta pa 0.05-niva statistiskt
sakerstalla det ar storre andel som rostar
rodgront i Goteborg an i Stockholm?



Exempel

* Vi har alltsa hypoteserna (Goteborg ar 1 och Sthim 2)

Hy: p1 = p»
Hi: p1 > py
 Viobserverar
D1 — Do 0.42 — 0.36

~ 1.01

\/A(l_ﬁ) (LJFL) ~V0.38-0.62-0.015



Exempel

Vi vet att om vi testar ensidigt uppat pa 0.05-niva sa ska vi forkasta
nollhypotesen om vi observerar at testfunktionen ar storre an 1.64

Vi observerar 1.01 och kan alltsa inte forkasta nollhypotesen

Vi kan alltsa inte sakerstalla en skillnad i andelar som rostar
rodgront

Observera aterigen att detta inte behover betyda att nollhypotesen
ar sann. Om stickprovsproportionerna hallits konstanta och
stickprovsstorlekarna 6kats hade vi kunnat forkasta nollhypotesen...



p-varden

e p-vardet ar:

* jfallet med ensidigt test nedat/uppat
sannolikheten att testfunktionen blir
mindre/storre an det observerade vardet

| fallet med tvasidigt test tva ganger
sannolikheten att testfunktionen storre an
beloppet av det observerade vardet



Exempel
e | fallet med andelarna observerade vi vardet
1.01 vid ett ensidigt test uppat och vet att

testfunktionen ar approximativt standard
normalférdelad

e p-vardet blir darfor

P(Z>1.01) =1 — ®(1.01) ~ 0.16



p-varden

* Om vi arbetar med t-fordelade testfunktioner
kan vi inte hitta p-varden i tabellerna eftersom
vi bara har specifika t-kvantiler

* Om man vill kan man i dessa fall anvanda Excel
eller Matlab eller nagot annat program som
ger de sokta p-vardena



