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Forelasning 2



Slumpforsok

 Med slumpforsok (random experiment) menar
vi forsok som upprepade ganger utfors pa
samma satt men som kan fa olika utfall

* Enkla exempel ar slantsingling och
tarningskast



Utfallsrum

e Utfallsrum (sample space) ar mangden av alla mojliga
utfall for ett slumpforsok. Vi betecknar utfallsrummet S

* Vid slantsingling ar utfallsrummet

S = {Krona, Klave}

* Vid tarningskast ar utfallsrummet

S =1{1,2,3,4,5,6}



Kontinuerliga och diskreta utfallsrum

e Visager att utfallsrummet ar diskret (discrete)
om vi kan skapa en lista (mojligen oandligt
lang) av de mojliga utfallen

e Visager att utfallsrummet ar kontinuerligt
(continuous) om det innehaller ett intervall
(andligt eller oandligt) av de reella talen



Exempel

* Nar vi singlar slant eller kastar tarning ar
utfallsrummet diskret

 Om vi knacker en 15 cm lang penna kan
brottpunkten hamna var som helst mellan 0
och 15 cm (i alla fall om vi tanker oss att vi kan
mata hur noggrant som helst) och darmed ar
utfallsrummet kontinuerligt



Handelse

* En hdndelse (event) ar en delmangd (subset)
av utfallsrummet

e Vitarningskast har vi till exempel handelsen
”udda” {1,3,5}

* Nar vi knacker pennan har vi till exmpel
handelsen att brottpunkten hamnar mellan

tre och sju cm {(3,7)}



Operationer pa mandger/event

e For tva handelser A och B introducerar vi
operationerna:

* Union A U B som betyder att A eller B eller
bada intraffar (nar vi sager “eller” menar vi
inte "antingen eller”)

e Snitt (intersection) A N B som betyder att
bade A och B intraffar



Venn-diagram

ANRB arrod A U B ar rod



Komplement

* Komplementet (the complement) A’ till en
handelse A ar handelsen att A inte intraffar

A’ ar rod



Disjunkta eller omsesidigt uteslutande
handelser

Om “snittet ar tomt” skriver vi A N B = @ och sager att A
och B ar disjunkta eller 6msesidigt uteslutande (disjoint or
mutually exclusive)

Om sa ar fallet kan alltsa inte A och B intraffa "samtidigt”
Observeraatt AN A’ = @ alltid!



Sannolikheter

e FOor en handelse E skriver vi sannolikheten
att E intraffar som

P(E)

e FOor en handelse E skriver vi sannolikheten
att E inte intraffar som

P(E")



Exempel

e Lat E vara handelsen att en tarning visar fler
an fyra prickar. Da ar

P(E) = % och P(E') = %



Sannolikheter

e For handelserna A och B skriver vi sannolikheten
att atminstone en av dem intraffar som

P(A U B)

e For handelserna A och B skriver vi sannolikheten
att bada intraffar som

P(A N B)



Exempel

e Lat A vara handelsen att tarningen visar tre
eller fler prickar och B vara handelsen att
tarningen visar en prick. Da ar

P(AUB)=§ ochP(ANB) =0



Sannolikhetsaxiomen

Grundstenarna pa vilka sannolikhetsteorin
byggs kallas sannolikhetsaxiomen

P(S) =1
0<PA) <1

OmANB =@saP(AUB) = P(A) + P(B)



Foljder av axiomen

P(A) =1 — P(A)
P(AUB) =P(A)+ P(B)— P(ANB)
Om A dr en delméngd av B sa P(4) < P(B)

Det ar en bra dvning att verifiera dessa samband
utifran axiomen och grafiskt m h a Venn-diagram!



Exempel

* Sannolikheten att det regnar idag ar 0.6, darfor ar
sannolikheten att det inte regnar 0.4

* Sannolikheten att tarningen visar udda eller
storre an 3 ar1/2+1/2-1/6=5/6

* Sannolikheten att tarningen visar mindre an 3 ar
1/3 och sannolikheten att den visar mindre én 4
ar1/2



Flera handelser

 Sambandet P(AUB) = P(4A) + P(B) —
P(A n B) kallas ibland additionsregeln och
kan generaliseras till att galla fler an tva
handelser

* FOr tre handelser 4, B, C far man (Venn-
diagram) P(AUB UC) = P(A) + P(B) +
P(C)— P(ANB)—P(ANnC)—P(BNC) +
P(ANBNC)



Exempel

 Mattias ar i sportaffaren. Slh att han koper ett
par sockar ar 0.7, slh att han koper ett par skor
ar 0.3, slh att han koper en boll ar 0.2, slh att
nan koper bade sockar och skor ar 0.25, slh att
nan koper bade sockar och boll ar 0.15, slh att
nan koper bade skor och boll ar 0.12 och slh
att han koper alla tre grejerna ar 0.05. Vad ar
slh att han koper atminstone en av grejerna?




Exempel forts.

P(AUBUC) =
P(A) +P(B)+P(C)— P(ANB)—P(ANC)

—P(BNC) A

= 0.7 -

-P(ANBNC)

- 0.3 -

-0.2—-0.25-0.15-10.12
= 0.73

0.05



Omesesidigt uteslutande eller disjunkta
handelser

* Om det for handelserna E4, ..., E}, galler att
E;NE; = @forallai # j géller dven att

* Speciellt har vi (obs att N "binder hardare” an U)

P(A) =P(ANBUANB")
=P(ANB)+P(ANB")



Betingad sannolikhet

* | vissa sammanhang paverkas sannolikheten for en viss
handelse av en annan handelse

* FOr tva handelser A och B ges den betingade sannolikheten
(conditional probability) for ” A givet B” av

P(AN B)
P(B)

P(A|B) =

* Vikan tanka pa detta som att vi reducerar utfallsrummet till
handelsen B



Exempel

e Viser fran exemplet om Mattias i sportaffaren
att om nu A ar "kopa sockar”, B ar “kopa skor”
(och C ar "kopa boll”) har vi att sannolikheten

att Mattias koper ett par sockar givet att han
kbper ett par skor ar

P(ANB) 0.25




Bayes sats

Bayes sats (foljer ur definitionen av betingad slh)

P(A|B)P(B)

P(BIA) = ——5

Sannolikheten att Mattias koper ett par skor givet att han kdper ett
par sockar kan alltsa beraknas som

0.25
(%5) 03

~ 0.36
0.7

P(B|A) =

Observera att det racker att veta P(A|B)...



Total sannolikhet

 Observera att man med hjalp av betingad sannolikhet
kan skriva

P(A) =P(AnB)+ P(ANB")
= P(A|B)P(B) + P(A|B")P(B')

* Om det for handelserna E4, ..., Ej, galler att
Ui'(=1 E; = S och E; N Ej forallai + j kan vi skriva

P(A)=PANE)+--+P(ANE,)
= P(A|E1)P(Ey) + -+ P(A|E)P(Ey)



Bayes sats for flera handelser

* Om det for handelserna Ey, ..., E}, galler att
Ué‘=1Ei = Soch E; N Ej foralla i # j har vi for
handelsen A med P(4) > 0 att

P(A|E;)P(E;)

P(Ei|A) — P(A|E1)P(E1) 4 o 4 P(A|Ek)P(Ek)




Oberoende handelser

e Tva handelser A och B ar oberoende
(independent) om

P(ANB) = P(A)P(B)

* Lat A vara handelsen en tarning visar 6 i forsta
kastet och B vara det andra kastet blir en sexa.

e DddrP(ANB) = 1/136 (ett av 36 mojliga utfall)
och P(A)P(B) = =1/36

N | =

6



Oberoende handelser

* Definitionen P(AN B) = P(A)P(B) ar
ekvivalent med (de ekvivalenta sambanden)

P(A|B) = P(A) och P(B|A) = P(B)

* Ovning: Visaatt P(AN B) = P(A)P(B) ger
att P(A' N B') = P(A")P(B")



Observation

* OmP(A) >00chP(B)>00chANB =@sa
kan inte A och B vara oberoende

P(ANnB) =0menP(A)P(B) >0

« OmP(A) > 0och P(B) > 0och A ochB ar
oberoende sa kan detintegidllaatt AN B =@

P(ANB) = P(A)P(B) > 0



Slumpvariabler eller stokastiska
variabler

* En stokastisk variabel (random variable) X ar en
funktion fran utfallsrummet till de reella talen

X:S->R

* Till exempel kan vi lata X vara fortjansten i ett
spel med slansingling dar du vinner S1 om myntet
visar krona och forlorar S1 om myntet visar klave



Stokastiska variabler

* | slantsinglingsspelet har vi att
PX=1)=P(X=-1)=0.5

* | slantsinglingsspelet ar X diskret eftersom X tar
varden i en diskret mangd (enstaka punkter)

* En stokastisk variabel kallas kontinuerlig om den
varden i ett intervall



Exempel

 Kontinuerliga: Elektrisk stromstyrka, langd, tryck,
temperatur, tid...

* Diskreta: Antal bilar pa en bro vid en viss tidpunkt, andelen
defekta enheter i ett begransat parti av produkter, antalet
ettor bland hundra tarningskast...

 Man bor observera att man till exempel for elektrisk
stromstyrka troligen har en viss matnoggrannhet hos sin
ampere-matare och att detta borde goéra stromstyrkan
diskret. Men troligen kan instrumentet visa sa manga olika
varden att det ar behandigare att betrakta stromstyrkan
som kontinuerlig...



