TMS136

Forelasning 3



Diskreta stokastiska variabler

* Diskreta stokastiska variabler ar stokastiska
variabler som tar varden i diskreta mangder

e Speciellt ar de s.v. som kan ta andligt manga
varden diskreta

 Man (kan om man vill) definiera diskreta s.v.
som kan ta (upprakneligt) oandligt manga
varden



Enkelt exempel

* Nar vi kastar en tarning kan vi definieraens.v. X
som tar vardet 0 om tarningen visar en eller tva
prickar och som tar vardet 1 annars

e Vi har da att
P(X=0)=1/3ochP(X=1)=2/3

 S.v. som bara kan ta tva olika varden kallas ibland
Bernoulli-variabler



Annat exempel

* Vi kan om vi vill definiera en s.v. X som tar
varden bland de positiva heltalen sadan att

PX=k)=27F
* Observera att

P(S) =1 eftersom Y 2% =1



Allmant

* FOr en diskret s.v. X som kan ta varden
X1, X5, ... kan vi definiera en massfunktion

(probability mass function) f sadan att

* f(x;) =0
* Zalla xif(xi) =1
* f(x) =PX = x;)



Exempel

En viss s.v. X kan ta vardena 0,1,2,3,4 och har
massfunktionen

2x + 1
25

flx) =

D& ir P(X = 3) = f(3) = 7/25

Vi har7aveq2att P2<X<4)=f2)+f(3) =

|
25 25 25




Fordelningsfunktion

e Fordelningnsfunktionen (cumulative
distribution function) F for en s.v. X definieras
av

F(x) =P(X <x)
* Om X ar diskret med massfunktion f har vi att

F(x) = inSxf(xi)



Egenskaper hos fordelningsfunktionen

* Om X ar diskret galler att

0<F(x)<1
och

om x <y saar F(x) < F(y)



Observation

* Om X ar diskret galler att

PX>x)=1—-P(X <x)=1-F(x)

Vi har aven att

Pla<X<b)=F()—F(a)



Vantevarde

e Man summerar oftast en “s.v.:s beteende” med
ett lagesmatt och ett spridningsmatt

* Viintevdrdet (expected value) u = E(X) av en

” »n

diskret s.v. X besriver laget ("mitten”, “centrum”)
och ges av

EQ) = ) xf(x)

alla x



Tolkning

 Vitanker oss att vi kan generera slumptal fran
var (diskreta) s.v.

e Efter varje nytt genererat slumptal beraknar vi
medelvardet av de hittills genererade talen

* Detta medelvarde kommer konvergera mot
E (X) da antalet genererade slumptal vaxer



Exempel

* Om vi kastar tarning och X ar antal prickar
tarningen visar har vi

1
EX)=-(1+2+3+4+5+6) =35

e Sa om vi kastar tarningen upprepade ganger
kommer medelvardet av vad tarningen visat
narma sig 3.5 vilket ju ocksa ar “mitt emellan” 1
och 6...



Varians

Varians ar ett spridningsmatt som ger en uppfattning om
“hur stor slumpen ar”

Variansen sager nagot om hur mycket man kan forvanta sig
att s.v.:n sprider sina varden runt p = E(X)

Variansen g% = V(X)) for en diskret s.v. X ges av

=V(X) =EX —p)?

= ) OG- = ) X0 -

alla x alla x



Standardavvikelse

 Viser att om ”vara data” har enheten kr sa
kommer variansen ha enheten “kr i kvadrat”

* |bland vill man beskriva spridningen i samma
enhet som “data” och tar darfor roten ur
variansen och kallar detta standardavvikelsen
(standard deviation)

o =+ 0%



Vantevardet av en funktion av en s.v.

 |bland ar det av intresse att berakna vantevardet
av en funktion av en en diskret s.v.

e Om vilater h vara den aktuella funktionen har vi
att

ElROO1 = ) hGOf ()

alla x



Diskret likformig fordelning

* Antal prickar vid tarningskast ar ett exempel pa
en diskret likformig fordelning (discrete uniform
distribution)

* Generellt sager vi att X ar diskret likformigt
féordelad om X kan ta varden x4, ..., x,, och det
galler att

f(x;)) =P(X = x;) =% forallai =1,..,n



Vantevarde och varians

* Om X ar diskret likformigt fordelad och tar
varden bland de pa varandra féljande heltalen
a,a+ 1, ..., b galler att (verifiera detta)

b+ a

E(X) = >

och

_ 2 __
V(x) = (b—a -1|—21) 1




Exempel

e For antal prickar vid tarningskast har vi alltsa

(b—a+1)2—-1 35

V(X) = = —
(X) 12 12

* "Det har talet” sager inte sa mycket i sig. Det
ar forst nar man jamfor varianser mellan s.v.
som det blir meningsfullt...



Binomialfordelning

* Visade tidigare att s.v. som bara tar varden O eller
1 kallas Bernoulli-variabler

* Vitanker oss att vi kastar en tarning tio ganger
och vill bestamma sannolikheten att vi har ett
visst antal sexor bland de tio kasten

* Vigor alltsa samma experiment tio (oberoende)
ganger och varje gang ar slh 1/6 att det blir en
sexa



Binomialfordelning

* Antalet sexor bland de tio kasten ar summan
av tio identiska Bernoulli-variabler sadana att
de tar vardet 1 med slh 1/6 och vardet 0 med
slh 5/6

* Visager att antalet sexor bland tio kast ar

binomialférdelat med parametrar n = 10 och

1
pP=z



Binomialfordelning

* Allmant sager vi att X ar binomialférdelad med

parametrar n och p om massfunktionen for X ges
av

o = ()P -p

* Binomialfordelningen "uppstar” nar man vill
betrakta sannolikheter foér antalet ”lyckade” i en
"n lang” serie oberoende och identiska forsok dar
varje forsok ar lyckat med slh p



Varfor ser massfunktionen ut som den
gor?
 Om vi atergar till antalet sexor i en serie om tio
tarningskast ar det klart att sannolikheten att fa tre

3 e\ 7
(X} (X [} (o) 1 5

sexor (sag) bor innehalla uttrycket (g) (g) eftersom

det ar just tre sexor och sju “icke-sexor” | serien

* Sedan bor man tanka {)8 att tre sexor kan placeras ut

pa tio positioner pa ( 3 ) = 120 satt...

e Sannolikheten for tre sexor bor bli (130) (%)3 (2)7



Vantevarde och varians

Om X ar binomialférdelad med parametrar n och p ar
E(X) =np

Observera att ett lagt p bor ge en liten andel lyckade forsok
i serien och ett hogt p bor ge en stor andel lyckade forsok i
serien

Variansen ar V(X) = np(1 — p)

Spridningen bor bli som storst om p = 0.5 eftersom det i
medeltal bor bli lika manga lyckade som misslyckade
forsok...



Geometrisk fordelning

 Geometrisk fordelning handlar ocksa om
”"Bernoulli-férsok” men nu ar vi intresserade
av antalet forsok tills vi far ett lyckat

e Visager att X har geometrisk férdelning med
parameter p (slh for lyckat forsék) om
massfunktionen ges av

fxX)=AQ-p)*'p



Exempel

e Sannoliketen att vi kastar en tarning 5 ganger
tills vi far en sexa ar alltsa

5\" 1



Vantevarde och varians

* Man kan visa att om X har geometrisk
fordelning med parameter p sa ar

E(X) =% och V(X) = 1;—;’

e Viforvantar oss alltsa att behova kasta
tarningen sex ganger for att fa en sexa...



Poissonfordelning

* Antag att vi vill rakna hur manga fordon som kor
over Alvsborgsbron per dag eller hur manga
kunder som gar in pa ICA Maxi per timme.

* Under vissa tekniska antaganden ar antalen ovan
Poissonfordelade med parameter A > 0 och
massfunktionen ges av

—Axx

e
flx) = o x=01,2...




Vantevarde och varians

e Man visa att om X ar Poissonfordelad
parameter A sa galler att

E(X)=X och V(X)=A

e Parametern A ar alltsa det forvantade antalet
handelser under en tidsenhet



Poissonfordelning

* Det galler aven att summan av
Poissonfordelade slumpvariabler ar
Poissonfordelad
* Om X och X, ar Poissonfordelade med
vantevarden A, respektive A, galler att
X1 + X, ar Poissonférdelad med vantevarde

A+ Ay




Poissonfordelning

En datorfirma rapporterar att deras stora
server har haft driftstopp tre ganger de
hundra senaste dagarna.

Vad ar sannolikheten att man inte har nagra
driftstopp under en dag?

Vad ar sannolikheten for ett eller fler
driftstopp under en dag?

Vad ar sannolikheten for minst tva driftstopp
under en tredagarsperiod?



Poissonfordelning

* Losningar under antagande om
Poissonfordelning med forvantat antal

driftstopp under en dag % = 0.03:

P(inga driftstopp under en dag) =

e—0.035 930
0!

P(X = 0]A = 0.03) = =003 ~ 0.97




Poissonfordelning

P( minst ett driftstopp under endag) = P(X = 1|A = 0.03) =
1-P(X=0A=0.03) =

8_0'030.030
1— o =1-¢7%03%0.03

P(minst tva driftstopp under en tredagarsperiod)
=P(X =2|A=0.09) =
1-PX=0A=0.09) — P(X=1|A=0.09) =

e 9990.09° ¢79990.091

_ _ — 1 _ »—0.09 _ —0.09
1 0] T =1-e 0.09e ~ 0.0038




