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Forelasning 4



Kontinuerliga stokastiska variabler

* Kontinuerliga stokastiska variabler ar
stokastiska variabler som tar varden i intervall

av den reella axeln

* Det kan handla om langder, temperaturer,
vikter, stromstyrkor osv...



Enkelt exempel

 Vigar, utan att kolla tidtabeller eller klockor, ut
till Chalmershallplatsen for att ta vagnen eller
bussen ner till stan

e Vantetiden tills ett [ampligt transportmedel
kommer kan modelleras med en kontinuerlig
stokastisk variabel



Allmant

* For en kontinuerlig s.v. X finns en
tathetsfunktion (probability density function)
f sadan att

« f(x)=0
« [ f0dx =1
* Pla< X <bh)= f:f(x)dx



Observation
+ P(S) = [_ f(x)dx =1

* Pla<X<b)=Pla<X<b)=

Pla<X<b)=Pla<X<)bh)
eftersom
PX=b)=P(X =qa) = fbbf(x)dx = f;f(x)dx =0



Fordelningsfunktionen for kontinuerlig
S.V.

* For en kontinuerlig s.v. X ges
féordelningsfunktionen av

F(x) = P(X < x) = f F () dy
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upp till x”
* Observeraatt F'(x) = f(x)



Egenskaper hos fordelningsfunktionen

* Om X ar kontinuerlig galler att

0<F(x)<1
och
om x <y saar F(x) < F(y)



Observation

* Om X ar kontinuerlig galler att

PX>x)=PX=2x)=1—-PX <x)
=1-PX<x)=1-F(x)

Vi har aven att

Pla<X<b)=F()—F(a)



Vantevardet for en kontinuerlig s.v.

e Vantevardet for en kontinuerlig s.v. X ges av

E(X) = fooxf(x)dx

* Om g ar nagon funktion har vi att

E(g(X)) = f 90O f () dx



Tolkning

 Vitanker oss att vi kan generera slumptal fran
var (kontinuerliga) s.v.

e Efter varje nytt genererat slumptal beraknar vi
medelvardet av de hittills genererade talen

* Detta medelvarde kommer konvergera mot
E (X) da antalet genererade slumptal vaxer



Variansen for en kontinuerlig s.v.

e Variansen for en kontinuerlig s.v. X med
vantevarde u ges av (verifiera sista likheten)

V(X) = E(X — p)? = j (x — W2 (X)dx =

= fooxzf(x)(;lx—,u2

— OO



Exempel

En viss s.v. X kan ta varden i intervallet (0, 1) och har
tathetsfunktionen

f(x) = Csin(x), 0<x<m
Vad ar konstanten C?

Det ska alltsa galla att

1= J_o:of(x)dx =C jonsin(x) dx = 2C

Alltsa maste viha C =



Exempel fortsattning

* VadarE(X)?
e Vi har att

E(X) = f_oo xf(x)dx = %f:xsin(x)dx = g

e Detta hade man kunnat gissa eftersom
tathetsfunktionen ar symmetrisk runt %



Kontinuerlig likformig fordelning

 Om vivet att vagnen till stan gar var tionde minut och vi gar
ut till hallplatsen pa mafa utan att kolla klockan ar
vantetiden tills vagnen kommer likformigt fordelad pa
intervallet [0,10)

* Lite mer precist ar sannolikheten att vi vantar mellan tva
och tre minuter lika stor som att vi vantar mellan sju och
atta minuter.

* QObservera att nar vi tanker oss vantetiden som en
kontinuerlig s.v. blir det med nodvandighet sa att
sannolikheten att vi vantar prick atta minuter (eller prick
vilken tid som helst mellan noll och tio) ar noll!



Kontinuerlig likformig fordelning

* Generellt sager vi att X ar kontinuerligt
likformigt férdelad pa intervallet (a, b) om
tathetsfunktionen for X ar

f(x)

1
f(x):b_a,a<x<b =

f(x) =0, annars




Fordelningsfunktionen

Vi ser att for X kontinuerligt likformigt
fordelad pa intervallet (a, b) sa har vi att

F(x)=0omx<a
F(x)——f y——oma<x<b

F(xX)=1omx=>b F0



Vantevarde och varians

* Om X ar kontinuerligt likformigt fordelad pa
(a, b) galler att

b+ a
2

E(X) =

och

h — 2
VX)) = ( 12a)




Exempel forts

* Den forvantade tiden vi vantar tills vagnen
kommer om vi antar att det ar tio minuter
mellan avgangarna (och inte vet vad klockan
ar da vi staller oss pa hallplatsen) ar alltsa fem
minuter

* Alltsa, om vi skulle upprepa “experimentet”
manga ganger skulle medelvantetiden narma
sig fem minuter



Exponentialfordelning

 En annan fordelning som ar viktig da man talar
om vantetider eller livslangder ar
exponentialfordelningen

* Visager att X ar exponentialférdelad med
parameter A > 0 om tathetsfunktionen for X

ges av iy | o
1.2 — )\ =1
f(x) — }\e_}\x;x > O 1.0 A=15
0.8
f(x) = 0,annars \

0.0 1 2 3 4 5



Fordelningsfunktionen

* Om X ar exponentialféordelad med parameter
A ges fordelningsfunktionen av

e F(x) =0 omx <0

e FxX)=1—e™™ omx >0




Exponentialfordelade s.v. ar dementa...

* Om man modellerar livslangden for
exempelvis en elektronikkomponent med en
exponentialfordelad s.v. far man en speciell
egenskap pa kopet...

e Man kanske undrar “vad ar slh att
komponenten lever i ytterligare y tidsenheter
om den redan levt i x tidsenheter?”



Exponetialfordelade s.v. ar dementa...

* Observervera att om vi later X vara den
exponentialfordelade livslangden sa har vi att

PX>x+y X >x)
P(X > x)

PX>x+ylX>x)=

P(X >x+ e ~AMx+y)
= ( y)= =e N =PX >vy)
P(X > x) e M




Exponentialfordelade s.v. ar dementa...

* Om vi nu ska modellera en livslangd med
exponentialfordelning finns alltsa inget
“aldrande” i modellen

 Man sager att exponentialfordelningen ar
minneslés



Vantevarde och varians

* Om X ar exponentialféordelad med parameter
A har vi att (verifiera detta)

E(X) =% och V(X) =Ai2



Kopplingen mellan exponential och
Poisson

 Kom ihag vi sager att (den diskreta) s.v.:n X ar
Poissonfordelad med parameter A > 0 om
massfunktionen ges av

flx) = X

x!

, x=0,1,2..

* Poissonfordelningen anvands ofta till att rakna
antalet handelser i ett visst tidsintervall,
exempelvis antal utstralade alfapartiklar fran ett
radioaktivt material eller antalet kunder som
kommer till en butik...



Kopplingen mellan exponential och
Poisson

Om man antar att tiderna mellan handelserna ar
oberoende och exponentialfordelade med paramater A
kommer antalet handelser att vara Poissonfordelade med
samma parameter A

Om vi vet att det i medelvantetiden mellan att tva kunder
kommer till en affar ar en halv minut och antar att tiderna
mellan kundernas ankomster ar oberoende och
exponentialfordelade betyder detta att sannolikheten att
det kommer tre kunder under en minut ar

e~2723

37 ~ (.18




Varldens viktigaste fordelning

 Den mest forekommande fordelningen i varlden
ar normalférdelningen
Speciellt viktig ar den fordelning vi kallar standard
normal

e Visager att X ar standard normalférdelad om
tathetsfunktionen for X ges av

Standard normal distribution

f(x)_\/: 2
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Varldens viktigaste fordelning

e Att man sager standard normal har att gora
med att vantevardet ar noll och
standardavvikelsen ar ett

e Utifran en standard normalfordelad s.v. X kan
man skapa en normalférdelad s.v. Y med
vantevarde u och standardavvikelse o genom
att lata

Y=u+oX



Varldens viktigaste fordelning

* OmY ar normalférdelad med vantevarde u
och standardavvikelse o ges tatheten av
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The red curve is the sfandard normal dizinbufion




Varldens viktigaste fordelning
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Dark blue is less than one standard deviation away from the &
mean. For the normal distribution, this accounts for about 68%
of the set, while two standard deviations from the mean
(medium and dark blue) account for about 95%, and three

standard deviations {light, medium, and dark blue) account for
about 99.7%.



Varldens viktigaste fordelning

 SaomY ar normalfordelad med vantevarde U
och standardavvikelse o galler att T ar standard
normal.

* Detta ar viktigt att forsta eftersom om man vill
finna sannolikheter for normalférdelade s.v.
maste man ibland transformera till standard
normal (man kan inte skriva upp
fordelningsfunktionen och maste leta i tabeller
eller anvanda numerik)



Varldens viktigaste fordelning

e Eftersom standard normal forekommer sa ofta l[ater man i
manga bocker bokstaven Z vara reserverad for s.v. med
standard normalférdelning

* Aven fordelningsfunktionen reserveras ofta en egen symbol

d(z) =P(Z < z2) =\/%_ng e_x;dx

e Varden pa @ for olika z brukar vara tabellerade i
statistikbockers appendix



Varldens viktigaste fordelning

e Sannolikheten att Z < z ar arean under
"klockan” fran ”laaaac

* Till exempel har vi ®(1.18) = P(Z < 1.18) =
0.8810




Symmetrier

e Eftersom “klockan” ar symmetrisk foljer att
d(—z)=1—-P(2)

* Verifiera detta genom att rita nagra "fyllda
klockor” for olika varden pa z



Och nu undrar ni varfor den ar sa viktig

* Normalférdelningen ar viktig dels for att manga statistiska
metoder bygger pa att man har normalférdelade data

* Men det mest remarkabla av alla resultat i
sannolikhetsteorin har ocksa med normalférdelningen att

gora

* Det ar namligen sa att om man har ett stickprov fran vilken
som helst fordelning (som har valdefinierat vantevarde och
varians) sa kommer stickprovsmedelvardets fordelning
konvergera mot normalfordelning da stickprovsstorleken
vaxer. Mer om detta senare...



Exempel

e Lat X varanormal u = 2 och o = 0.5. Vad ar
sannolikhetenatt X > 17

* Losning (verifiera likheterna)

X—2 1-2
P(X21)=P( >—>:P(zz—2)

0.5 — 0.5

=P(Z<2)=d(2)=0.977



Approximationer

 Som en foljd av resultatet som “hintades” om
ovan har man att bade binomialfordelning och

Poissonfordelning kan approximeras med
normalférdelning

* Man kan alltsa approximera (vissa) diskreta
fordelningar med en kontinuerlig (!)



Approximation av binomial med
normal

* Om X ar binomialférdelad med parametrar n och
p galler att

X —np
Jnp(1—p)

ar approximativt standard normalférdelad.

* Approximationen blir battre ju storre n ar men
kan anses dugligomnp > 5ochn(l —p) > 5



Kontinuitetskorrigering

 Man kan battre pa normalapproximationen av
binomial genom kontinuitetskorrigering

P(XSx)zP(XSx+O.5)zP(ZSX-I_O'S_np)
Jynp(1 —p)
x—05—np
PX>x)=P(X>x—-05)~P|Z>
VR0 ( x/np(l—p)>



Approximation av Poisson med normal

e Om X ar Poissonfordelad med parameter A galler att

X—A

VA

ar approximativt standard normalférdelad.

e Approximationen blir battre ju storre A ar men kan anses duglig da
A>5

e Precis som for normalapproximation av binomial kan man aven har
gora (pa precis samma satt) kontinuitetskorrigering for att fa en
battre approximation



