TMS136

Forelasning 5



Tva eller flera stokastiska variabler

* | manga situationer ar det av intresse att betrakta
fler an en s.v. at gangen

* Speciellt gér man det ”i statistik” dar man nastan
alltid jobbar med stickprov

* Med ett stickprov menar vi har inte observerade
data utan en uppsattning oberoende (definieras
lite langre fram) och likafordelade s.v.



Till att borja med

e | vissa situationer ar man intresserade av hur
tva s.v. beror av varandra

* Till exempel kan man vara intresserad av att
prediktera ett aktiepris utifran ett index



Tva diskreta

e FOr tva diskreta s.v. X och Y kan vi definiera en
gemensam massfunktion (joint probability
mass function) fxy(x,y) som ar sadan att

1. fXY(x':V) = 0
Z. ZallaxzallanyY(x' y) =1
3 fxy(x,y) =P(X=x,Y =y)



Tva kontinuerliga

e FoOr tva kontinuerliga s.v. X och Y kan vi
definiera en gemensam tdathetsfunktion (joint

probability density function) fyy(x,y) som ar
sadan att

1. fXY(x':V) = 0
2. [ 120 fry (x, y)dxdy=1

3. P((X,Y) € B) = [[,, fxvr(x,y)dxdy



Exempel

e Lat X vara tiden (i ms) tills din dator far kontakt med en
viss server och Y vara tiden (i ms) (fran dess du
begarde kontakt med servern) tills servern “slapper in”
dig.

* Detarklartatt X <Y
* Baserat pa historiska data har vi kommit fram till att

fyy(x,v) = 6 X 10°exp(—0.001x — 0.002y) forx <y



Exempel fortsattning

e Observera att

| fov e ydaady

S8

exp(—0.001x — 0.002y) dydx

RS88

=6 X 10‘6j
0

00)

=3 X 10_3f exp(—0.003x)dx = 1
0



Exempel fortsattning

* Vihar aven att (kolla att integralerna “stammer”)

P(X < 1000,Y < 2000)

1000 2000
=6 x 107° f j exp(—0.001x — 0.002y) dydx
0 X

1000

=3x 1073 f exp(—0.003x) — exp(—4 — 0.001x) dx

0
~ 0.915



"Marginaler”

* Om man for en gemensam massfunktion summerar
over den ena s.v./n:s mojliga varden far man
(marginal)massfunktionen foér den andra s.v./n

fx(x) = z fxv(x,¥)

alla y
och

fry) = z fxv(x,y)

alla x



"Marginaler”

* Om man for en gemensam tathetsfunktion integrerar
over den ena s.v./n:s vardemangd far man
(marginal)titheten for den andra s.v./n

fx(x) = ffxy(x:)’)dy

och

fry) = f fxy (x, y)dx



Exempel fortsattning

* Om viserverexemplet” enbart ar intresserade av
P(Y > 2000) kan vi fa denna ur (kom ihag att Y > X)

P(Y > 2000)

2000 oo

=6 X 107° f f exp(—0.001x — 0.002y)dydx
2000

+6 x 107 j j exp(—0.001x — 0.002y)dydx ~ 0.05
2000 x



Exempel fortsattning

* Vikan ocksa berakna P(Y > 2000) ur marginaltatheten for
Y

* Marginaltatheten fas ur (kom ihagatt X <Y)

o) = j Fer (e, ) dx

y
=6x10°° j exp(—0.001x — 0.002y) dx

0
=6 X 1073exp(—0.002y)(1 — exp(—0.001y))



Exempel fortsattning

e Vihar da att

P(Y > 2000)

0.0)

= 0.006 f exp(—0.002y) (1 — exp(—0.001y))dy

2000
~ 0.05



Betingade fordelningar

* For diskreta s.v. X och Y kan vi definiera
betingade massfunktioner enligt

fxv(x,y)

fxy(x) =PX =x|Y =y) = )

fxv(x,y)
fx(x)

frix) =P =y|lX =x) =



Betingade fordelningar

* Det galler att

Z. Zallafoly(x) =1

* "Samma” galler sa klart dven for fy, ()



Betingade fordelningar

* For kontinuerliga s.v. X och Y kan vi definiera
betingade tdthetsfunktioner enligt

~ fxr (6, Y)
Sy ) ="£ 0
frpe(y) = 2L

fx(x)



Betingade fordelningar

* Det galler att

2. f_oooo fxjy(x)dx =1

3. PYEB|IX =x) = [, fxy(x)dx

* “Samma” galler sa klart dven for fy, ()



Exempel forts

* | ”serverexemplet” har vi (kolla detta)

fx(x) = 0.003exp(—0.003x)

* Detfoljer (féor x > 0 och x < y) att

fxy (X, ¥)
fx(x)

fria(y) = = 0.002exp(0.002x — 0.002y)



Exempel forts

* Till exempel kan vi berakna

P(Y > 2000|X = 1500)

= [ FrnsooGddy = 0002¢% [ e=00vay
2000 2000

~ (0.363



Betingat vantevarde/varians

 Man kan definiera betingat vantevarde enligt

00

:
j Vivix(y)dy
Uyl = E(Y[x) = -




Betingat vantevarde/varians

* Och betingad varians enligt

r (0.0
f (y = tye) frix(3)dy
oy = V(Y]x) =+

z (y o .uY|x)2fY|x(Y)

\ alla y



Exempel forts.

* | "serverexemplet” kan vi till exempel berakna
(minns att Y > X och anvand partiell
integration)

0.0)

E(Y|X = 1500) = 0.002¢° f ye 9002y dy

1500
= 2000



Oberoende s.v.

e Visager att tva s.v. X och Y om nagot (och
darmed alla) av féljande ekvivalenta samband
galler

1 fxy(,y) = fx(X)fy(y)
2. friy () = fr(x)

3. fY|x(y) = fyr(y)
4 P(XeAYeB)=P(XeAP(Y €B)



Exempel

 Antag att X ochY ar langden respektive
diametern for en viss typ av skruv

 Antag vidare att X och Y ar oberoende, X ar
normalfordelad med vantevarde 10.5 mm och
varians 0.0025 (mm)”2 och Y ar normalfordelad

med vantevarde 3.2 mm och varians 0.0036
(mm)A2

* Berdkna P(10.4 < X < 10.6,3.15 <Y < 3.25)



Exempel forts

 Viharda att

P(10.4 < X < 10.6,3.15 < Y < 3.25)
= P(10.4 < X < 10.6)P(3.15 < Y < 3.25)

_(10.4-10.5 7 10.6 — 10.5
B 0.05 0.05

<Z<

3.15 — 3.2 3.25 — 3.2
% 0.06 0.06

~ P(—2<Z<2)P(-0.83 < Z<0.83)
= (29(2) - 1)(29(0.83) — 1) = 0.57



Fler an tva s.v.

 Man kan generalisera allt som galler for tva s.v. till
att galla flera s.v.

* Till exempel kan man definiera multivariata
tatheter och massfunktioner analogt med det vi
sett ovan

* Marginalerna (for en eller flera s.v.) fas genom att
integrera/summera 6ver den/de s.v. “man vill ha
bort”



Fler an tva s.v.

* Om mass-/tathetsfunktionen for Xj, ..., X, ar

le---Xp (x1) ey xp) ga”er att Xli ,Xp ar
oberoende om och endast om

le...Xp (xl' ""xp) — le (xl) pr (xp)

for alla x4, ..., xp



