TMS136: Dataanalys och statistik — Tentamen
2013-08-27

Examinator och jour: Mattias Sunden, tel. 0730 79 29 79

Hjilpmedel: Chalmersgodkiind riknare och formelsamling (formelsamling de-
las ut med tentan).

Betygsgrinser: For betyg 3 krivs 14 poéng, for 4 krivs 20 poéng och for
betyg 5 krivs 27 podng. Totalt finns 35 poéng.

Om du vill att jag skall mejla dig resultatet nir jag rdttat klart din tenta kan
du skriva din mejladress pa det sista pappret du limnar in. Skriv i sa fall girna
lasligt. Observera att tentan i detta fall kanske inte blir anonym, sa strunta i
det om det kdnns viktigt.

Fullstdndiga och vdlmotiverade l6sningar skall ges till varje upp-
gift!

1. Definiera foljande begrepp: Ldsningar

(a) Signifikansniva. Sannolikheten att gora ett typ I-fel (forkasta nollhy-
potesen da nollhypotesen dr sann) (1p)

(b) Styrka. Sannolikheten att inte gira ett typ II-fel (att inte gora ett
typ Il-fel betyder att man forkastar nollhypotesen da nollhypotesen
ar falsk) (1p)

(¢) Vantevirdesriktighet. En skattare dr vintevirdesriktig om vintevdrdet
av skattaren dr precis den parameter som skattaren avser (1p)

(d) Av tva vintevirdesriktiga skattare (for samma parameter) viiljer du
den med? Minst varians (1p)

2. Ett elevrad bestaende av tre killar och tre tjejer ska viljas bland 7 killar
och 8 tjejer. Den ena killen dr syskon med den ena tjejen. Vad &r sanno-
likheten att:

(a) Bada syskonen hamnar i elevradet? (2p)

Losning: Om bada syskonen ska vara med aterstar att vilja 2 av
6 killar och 2 av 7 tjejer. Detta kan goras pa
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sitt. Det finns alltsa 315 gynnsamma utfall. Antalet mojliga utfall
vid val av elevrad blir
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Sa sannolikheten att bada syskonen hamnar i elevradet ar
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(b) Inget av syskonen hamnar i elevradet? (2p)

Losning: Om inget av syskonen ska vara med ska man vélja 3 av
6 killar och 3 av 7 tjejer. Detta kan goras pa
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sitt. Det finns alltsa 700 gynnsamma utfall. Sa sannolikheten att
bada syskonen hamnar i elevradet ar
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3. Som ni siikert vet har Franska Ligue 1 precis dragit igang och da maste vi
ju ha en fotbollsfraga. Jag har kollat upp lite statistik pa Zlatan. Han gor
mal i ungefir 65% av matcherna och hans lag PSG vinner 84% av dessa
matcher. PSG vinner 52% av matcherna dér Zlatan inte gor mal. Om PSG
vinner en match, vad dr sannolikheten att Zlatan gjorde mal? (4p)

Losning: Lat V' vara hédndelsen att PSG vinner och Z vara héndelsen
att Zlatan gér mal. Vi har da att

P(Z) =0.65, P(V|Z) =084, P(V|Z') = 0.52.
Den sannolikhet vi ska beriikna &r P(Z|V). Enligt Bayes sats foljer att

P(V|Z)P(Z) 0.84-0.65
P(Z|V) = = =0.75.
() PVIZ)P(Z) + P(V|Z)P(Z) _ 0.84-065+052-035 017

4. Lat X och Y vara oberoende och (kontinuerligt) likformigt fordelade pa
intervallet [0,1]. Lat C och A vara omkretsen respektive arean av en rek-
tangel med sidorna X och Y. Berdkna kovariansen Cov(C, A). (4p)

Lésning: Vi har att C' = 2X + 2Y och A = XY. Det f6ljer (bilinjari-
tet hos kovariansoperatorn) att

Cov(C,A) = Cov(2X +2Y,XY) =2Cov(X, XY) +2Cou(Y, XY).
Eftersom X och Y &ar oberoende har vi

Cov(X,XY) = E[X?Y] — (E[X])*E[Y]

1 1 1 2 1 2
1 1 1 1
= 2?ydxdy — (/ xdx) / ydy = = — () L=
/o /o 0 0 6 \2) 2 u
Av symmetriskél dr ocksa Cov(Y, XY) = . Det féljer att Cov(C, A) = &.

5. Tiden mellan landningar pa en flygplats ér exponentialférdelad med
vantevirde 2 minuter. Antag att ett plan precis har landat. Vad ar sanno-
likheten att det under under nistkommande fem minuter landar atminstone
tre plan? (4p)



Losning: Under antagande om att tiderna mellan landningar &r oberoen-
de foljer att antalet plan som landar under en minut &r Poissonférdelat
med véntevirde 0.5 plan. Under antagande om att landingar fran en mi-
nut till en annan sker oberoende foljer att antalet landningar under fem
minuter dr Poissonférdelat med vintevirde 2.5 plan. Lat N ara antalet
plan som landar under fem minuter. Den sckta sannolikheten blir da
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. Under en Gyllene Tider-konsert spelas 22 latar. Den forvintade lingden
for en Gyllene Tider-lat &r tre minuter och 30 sekunder. Standardavvikel-
sen for en latlingd ar 45 sekunder. Under antagande om att latlingderna
ar oberoende av varandra och att latarna véljs godtyckligt bland odndligt
manga GT-latar, vad &dr sannolikheten att den sammanlagda latlingden
under en konsert dr stérre dn en timme och 15 minuter? (3p)

Losning: Enligt CGS &r den sammanlagda latlangden approximativt nor-
malférdelad med véntevirde 22 - 210 = 4620 sekunder och standardavvi-
kelse v/22 - 45. Om vi later X; vara lingden for en lat i = 1,...,22 foljer
att den sokta sannolikheten &r (vi rdknar i sekunder och later Z beteckna
en N(0,1)-variabel...)
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. Lat Xy, ..., X, vara ett stickprov fran en fordelning med tédthetsfunktion
flx)=Xe ™", 2>0,A>0.
Bestém Maximum likelihood-skattaren for A. (3p)

Losning: Med den givna tathetsfunktionen foljer att likelihood-funktionen
ar
L(A) = A"e =X

Detta betyder att log-likelihood-funktionen &r
1) =nlnXd =AY X,

Deriverar vi [ (med avseende pa A\) och sétter derivatan lika med noll foljer
att ML-skattaren for A &r ﬁ = %

. Punkter (X,Y") pa enhetscirkeln genereras slumpméssigt genom att lata
X =cosZ och Y =sinZ dir Z ér (kontinuerligt) likformigt fordelad pa
intervallet [0, 27).

(a) Vad dr véntevirdet for X7 (ingen beridkning krivs) (1p)

Losning: Vintevirdet dr noll eftersom det &r lika stor area ovanfor
x-axeln som under x-axeln i integrationsomradet.

~ 0.72.



(b) Ar X och Y okorrelerade? (2p)

Losning: Ja, eftersom Cov(X,Y) = E[XY] hér och
1
E[XY] = E[cos Zsin Z] = §E[sin(2Z)} =0.

(c) Ar X och Y oberoende? (2p)
Lésning: Nej, eftersom X = 4/1 — Y2,

9. En leverantor av muttrar pastar att antalet defekta muttrar i de lador om
50 muttrar som han levererar dr binomialférdelat. Du testar 100 lador for
att undersoka om leveratorens pastaende stammer. Du finner noll defekta
muttrar i 44 lador, en defekt mutter i 36 lador, tva defekta muttrar i 18
lador och fyra defekta muttrar i resterande lador. Stéll upp ldmpliga hy-
poteser och testa leveratérens pastaende. (4p)

Losning: Vi ska anvénda ett goodness of fit-test med nollhypotesen att
antalet defekta muttrar i en lada &r binomial fordelat med n = 50 och
nagon proportion p. Vi véljer signifikansnivan o = 0.05. Vi har inget
viarde pa p sa vi skattar p fran vara observerade data. Vi observerar att
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Om vi later X vara antalet defekta muttrar i en lada har vi alltsa under

nollhypotesen att
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P(X =0) = <125> ~ 0.4464

Det foljer att
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P(X > 3) ~ 0.0460

Det ger i sin tur att de forvéintade antalen lador med 0, 1,2 respektive fler
an 3 defekta muttrar ar

Ey =0.4464 - 100 = 44.64, E; = 0.3630 - 100 = 36.30,

Ey =0.1446 - 100 = 14.46, E5 = 0.0460 - 100 = 4.64.



Det observerade virdet pa den x? med tva frihetsgrader-fordelade test-
statistikan blir alltsa

(44 — 44.64)2 (36 —36.30)2 (18 — 14.46) (2 — 4.64)2

1464 36.30 a6 T ae T8

Det kritiska virdet &r 5.99 sa vi kan alltsa inte forkasta nollhypotesen. Vi
har alltsa inte fog for att siga att leverantoren ljuger.



