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Forelasning 10



Intervallskattningar

Vi har sett att vi givet ett stickprov kan gora
punktskattningar for fordelnings-/populationsparametrar

En punkskattning ar som vi minns ett tal som ar en
(forhoppningsvis kvalificerad) gissning av ett
parametervarde

Vi vill kanske fa en uppfattning om vilken precision en
punktskattning skattning har, alltsa troliggora att den
"ligger i en viss harad”

Nedan ska vi kika pa hur man gor konfidensintervall for
parametrar



Konfidensintervall

* Givet stickprovet X, ..., X,, fran en
normalfordelning med (okant) vantevarde u
och (kdnd) varians g vet vi att

ar standard normalfordelad



Konfidensintervall

* Det betyder ju exempelvis att

X—u
o/\n

P (—1.96 < < 1.96) = 0.95

vilket ju efter lite "ommaoblering” ger att

P(X—1960/yn<pu <X+ 1960/yn) = 0.95



Konfidensintervall

* Vikallar
X+1960/\n
ett 95%-igt konfidensintervall for u

* Som vi ser blir “precisionen” battre (intervallet
blir smalare) med ett storre stickprov, vilket ju
borde vara fallet...



Konfidensintervall

* Om viobserverar x4, ..., X, fran en normalférdelning med kand
standardavvikelse o observerar vi ocksa det 95%-iga konfidensintervallet

X+ 1960/+/n
for u

e Omviobserverar 1.3,1.4,1.5,1.1, 1.2 fran en normalférdelning med
o = 0.5 observerar vi alltsa det 95%-iga konfidensintervallet

1.3+ 1.96-0.5/4/5

eller [0.86,1.74]



Konfidensintervall

e Det ar frestande att tolka detta som att
10.86, 1.74] med 95% sannolikhet “tacker in”

u

* Denna tolkning ar FEL eftersom det "inte finns
nagon slump kvar”, det ar ju
intervallgranserna i harledningen som ar
stokastiska inte de observerade
intervallgranserna och u ar ju deterministisk



Konfidensintervall

* Den korrekta tolkningen ar att om vi
gor/observerar manga 95%-iga konfidensintervall
(inte bara i situationen ovan utan allmant)
kommer 95% av dessa att tacka parametrarna de
“uttalar” sig om

* Om vivill kan vi saga att vi tacker parametern
med 95% konfidens, men att efter att man
observerat ett stickprov gora ett utlatande om
med vilken sannolikhet man tacker parametern ar
alltsa inte mojligt



Konfidensintervall

* Det ar vanligt att man gor 95%-iga konfidensintervall men om vi i
situationen med ett okant vantevarde for en normalférdelning med
kand varians vill gora ett (1 — a) - 100%-igt konfidensintervall far vi

detta genom att ersatta 1.96 med z, /, dar
D(z4/2) =1— /2
 Konfidensintervallet blir da
Xt Zg/ o/\n

 Om konfidensgraden 6kas blir alltsa intervallet bredare (om man
ska ha 100% konfidens blir intervallet hur brett som helst)



Konfidensintervall

* Det finns alltsa en "trade-off” mellan konfidensgrad och
stickprovsstorlek

 Om viisituationen ovan och for en given konfidensgrad vill
ha en viss bredd pa vart konfidensintervall kan vi rakna ut
hur stort stickprov som behovs

* LatE = z,/, 0//n. Da har vi ju att

= ()

2




Exempel

* Om viisituationen ovan vill gora ett 95%-igt
konfidensintervall med bredd 0.4 har vi alltsa
E=022,/,, =196, =0.5farvi

(19605 e
T\ T2 ) T

Vi avrundar uppat till 25



Ensidiga konfidensgranser

* De konfidensintervall vi hittills sett ar
tvasidiga, de har alltsa bade undre och ovre
grans

Vi kan ocksa gora ensidiga konfidensintervall,
eller konfidensgrdnser som har antingen en
undre eller en évre grans



Ensidiga konfidensgranser

* | situationen ovan far vi en dvre 95%-ig
konfidensgrans ur

X+ 1.640/\n
* En undre 95%-ig konfidensgrans ges av

X —1.640/\n



Observation

* Vihar alltsa lagt “hela a” pa ena sidan, minns
att ®(1.64) = 0.95

* Om viistallet vill gbra ensidiga

(1 — a) - 100%-iga konfidensgranser ersatter
vil.6dmedz, dird(z,) =1—«



Om variansen ar okand da?

 Om man har stora stickprov (typ n = 100) far man ett
(1 — a) - 100%-igt konfidensintervall for u i
normalfordelningen ur

fiza/z S/\/ﬁ

dar s ar den observerade stickprovsstandardavvikelsen,
alltsa




Mer allmant vid stora stickprov

« Om den skattare & man anviander for att
punktskatta sin parameter 0 ar approximativt
normalférdelad, asymptotiskst vvr och har en
standardavvikelse som kan skattas fran data
med skattaren o far vi vid ett stort stickprov

ett (1 — a) - 100%-igt konfidensintervall for 6
ur

0 T Zy/203



Exempel

Pa FL 9 sag vi att ML-skattaren for a i en likformig
fordelning pa [0, a] &r @ = max(X;)

Vi vet att ML-skattare ar asymptotiskt vvr och approximativ
normalférdelade

e a® s
(n+2)(n+1)2

Vi sag ocksa att variansen for a ar

O = - a2
a— Jm+2)(n+1)2 = n

Sa vifar ett 95% Kl for a ur a + 1.96%



Om variansen ar okand da?

 Om man har sma stickprov (typ n < 100) far
man ett (1 — a) - 100%-igt konfidensintervall
for u i normalfordelningen ur

XX lg/2n-1 s/\Vn

* Och nuundrarni:vad ar t,/,,_1?!?!



t-fordelning

* Givet stickprovet X, ..., X,, fran en
normalfordelning med (okant) vantevarde u
och (okind) varians g siger man att

ar t-fordelad med n — 1 frihetsgrader



t-fordelning

e t-fordelningen uppkommer alltsa da vi i
"kvoten” byter ut
populationsstandardavvikelsen mot
stickprovsstandardavvikelsen

e t-fordelningen paminner om standard
normalférdelningen eftersom
tathetsfunktionen ar en symmetrisk (runt y-
axeln) klockform



t-fordelning

Tathetsfunktionen o0.40
0.35¢+

0.30}
med 1, 2, 5 och 0.95)

for t-fordelning

“valdigt manga”  o.20}
0.15}
0.10}
0.05}
0.00

frinetsgrader




t-fordelning

* Viser alltsa att t-fordelningen (for laga
frihnetsgrader) har “tyngre svansar” an standard
normal, den ger alltsa storre sannolikhet (an
standard normal) at utfall langt ifran noll

* Det arjurimligt att S (i nagon mening)
konvergerar mot o da stickprovet vaxer och detta
avspeglas i t-fordelningen med att den
konvergerar mot standard normal da stickprovet
vaxer



t-fordelning
* Talet t,/, n—dr alltsa det tal sadant att
P(Tho1 Stajon) =1—a/2
dar T,,_, ar t-férdelad med n — 1 frihetsgrader

* Det finns inga slutna uttryck for sannolikheter av
typ den ovan men vifinner talent, /5,1 |
appendix



Exempel

* Om vi aterigen observerar 1.3,1.4,1.5,1.1,1.2
fran en normalfordelning fast nu med okand
varians och vill gora ett 95%-igt konfidensintervall
behover vi alltsa berakna s

e \ihar att

1
s% = Z(1.32 +1.4°+1.5%+ 1.1+ 1.22 —5-1.3%) = 0.025



Exempel

* Saviharalltsas = 0.158
* Vifinner ty o254 = 2.78 i appendix

e Vi far alltsa konfidensintervallet

1.3+ 2.78-0.158//5

eller [1.10, 1.50]



Viktigt

* Observera att intervallet for vantevardet da
variansen ar okand och stickprovet ar litet
forutsatter normalfordelade data

 Man maste alltsa verifiera/anta att data kan
anses normalfordelade om det ska vara
meningsfullt att konsturera ett “sadant
intervall”



