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Forelasning 1



Varfor?

* Om vi gor matningar vill vi modellera och
kvantifiera de osakerheter som obonhorligen

finns

* Om vi handlar med vardepapper vill vi modellera
och kvantifiera de risker som finns

* Om viforskar fram nya
mediciner vill vi sakerstalla
deras effekter
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“Data don’t make any sense,
we will have to resort to statistics.”



Statistik

* Nar vi har pratar om statistik menar vi inte NHL:s
skytteliga, Premier League-tabellen eller vilket batting
average en baseball-spelare har

* Vi menar snarare slutsatser om populationer baserade
pa stickprov

* Vi har alltsa en grupp av objekt vi vill uttala oss om dar
vi kikar pa nagra av objekten och baserat pa vad vi
finner for dessa extrapolerar vi resultaten till hela
gruppen samtidigt som vi har koll pa vilken osakerhet
extrapolationen har



Statistik

* | fallen med matosakerheter, risker vid
vardepappershantering och sakerstallande av
mediciners effekter vill vi baserat pa stickprov och/eller
historiska data bilda oss uppfattningar om vilka
mekanismer som styr matningarna, vardepappren och
medicinernas effekter

Vi kommer att modellera dessa mekanismer som
slumpvariabler...

* Innan vi nar fram till slumpvariabler behover vi lite
sannolikhetsteoretiska grunder



Slumpforsok

 Med slumpforsok (random experiment) menar
vi forsok som upprepade ganger utfors pa
samma satt men som kan fa olika utfall

* Enkla exempel ar slantsingling och
tarningskast
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Utfallsrum

Utfallsrum (sample space) ar mangden av alla mojliga utfall for ett
slumpforsok. Vi betecknar utfallsrummet S

Vid slantsingling ar utfallsrummet
S = {Krona, Klave}

Vid tarningskast ar utfallsrummet

S =1{1,2,3,4,5,6)

Sample Space for Choosing a Card from a Deck

Ace 2 3 ) 5 E T g 9 10 Jack  GQueen Hing
vy ¥V ¥V ¥V ¥V VYV VY Y VvV EYyYY
Ace 2 <l 4 5 5 T g 3 10 Jack Queen King
* ¢ ¢ ¢ ¢ + + ¢ 4+ o ¢ o o

Frary 2 2 4 5 E 7 2 ] 10 Jack CGueen King
A A A A A A M S KA A A »
A 2 3 4 5 E T g 9 10 Jack  GQueen Hing
C I T T T S T - R R R



Kontinuerliga och diskreta utfallsrum

e Visager att utfallsrummet ar diskret (discrete)
om vi kan skapa en lista (mojligen oandligt
lang) av de moaijliga utfallen

e Visager att utfallsrummet ar kontinuerligt
(continuous) om det innehaller ett intervall
(andligt eller oandligt) av de reella talen



Exempel

e Nar visinglar slant, kastar tarning eller drar kort ur en kortlek ar
utfallsrummet diskret

* Om viknacker en 15 cm lang penna kan brottpunkten hamna var som
helst mellan 0 och 15 cm (i alla fall om vi tanker oss att vi kan mata hur
noggrant som helst) och darmed ar utfallsrummet kontinuerligt




Handelse

* En hdndelse (event) ar en delmangd (subset)
av utfallsrummet

* Vitarningskast har vi till exempel handelsen
”udda” {1,3,5}

* Nar vi knacker pennan har vi till exmpel
handelsen att brottpunkten hamnar mellan

tre och sju cm {(3,7)}



Operationer pa mandger/event

e For tva handelser A och B introducerar vi
operationerna:

 Union A U B som betyder att A eller B eller
bada intraffar (nar vi sager "eller” menar vi
inte “antingen eller”)

e Snitt (intersection) A N B som betyder att
bade A och B intraffar



Venn-diagram

ANRB arrod A U B ar rod



Exempel

 Vilater A vara handelsen att vi vinner pa v75
och B vara handelsen att vi vinner pa
stryktipset

D3 ar A U B handelsen att vi vinner pa
atminstone ett av spelen

* Och A N B ar handelsen att vi vinner pa bade
v75 och stryktipset



Komplement

* Komplementet (the complement) A’ till en
handelse A ar handelsen att A inte intraffar

A’ ar rod



Disjunkta eller omsesidigt uteslutande
handelser

 Om ”snittet ar tomt” skriver vi A N B = @ och sager att A och B ar
disjunkta eller 6msesidigt uteslutande (disjoint or mutually
exclusive)

 Om sa ar fallet kan alltsa inte A och B intraffa “samtidigt”

e Observeraatt AN A’ = @ alltid! (Det kan inte bade regna och vara
uppehall)



Multiplikationsregeln

 Om ett experiment bestar av k steg som
oberoende av varandra kan utfalla pa n4, ..., ng
satt kan hela experimentet fa

nl 5 oo = nk
olika utfall

* Lite langre fram kommer vi gdra en skarpare
definition av oberoende



Exempel

* Ett experiment bestar av delexperimenten kasta en
vanlig tarning, singla en slant och snurra ett
roulettehjul

* Att kasta en tarning kan utfalla pa sex olika satt, att
singla en slant kan utfalla pa tva olika satt och att
snurra ett roulettehjul kan utfalla pa 37 olika satt

e Eftersom delexperimenten ar oberoende av varandra
(utfallet av det ena paverkar inte utfallet av det andra)
kan alltsa hela experimentet utfallapa 6 - 2 - 37 = 444
olika satt



Att rakna...

* Den klassiska definitionen av sannolikhet
sager ju att att sannolikheten ar “antalet
gynnsamma utfall delat pa antalet mojliga
utfall”

e Det ar sa klart viktigt att kunna rakna hur
manga gynnsamma och mojliga utfall det finns
| olika situtationer...



Permutationer

Om vi har bokstaverna a, b, ¢ kan dessa ordnas
abc, acb, bac, bca, cab, cba
Det finns alltsa 6 = 3 - 2 - 1 mojliga permutationer

Vi kan tdanka oss att bokstaverna ligger i en 1ada och vi drar
en i taget utan aterlaggning och lagger dem pa ett bord fran
vanster till hoger

Den forsta bokstaven ar en av tre majliga, den andra ar en
av tva maijliga och till slut finns en kvar...



Permutationer, generellt

* n (olika) objekt kan utan aterlaggning dras i

n=nn-1)..2-1
olika ordningar

* Observera att detta foljer fran
multiplikationsregeln



Permutationer av delmangder

 Om det finns n olika objekt och vi drar r av dessa utan
aterlaggning kan detta goras pa
n!

"=n(n—1)~-(n—r—1)=(n_r)!

(olika) satt

* Vihar 5 olika bocker i en lada och vill stalla 3
(ggdtyckllgt valda) av dessa i bokhyllan. Det finns da

(5-3) 21 5:4 -3 = 60 mojliga "bokuppstadllningar”




Om det finns dubletter da?

* Omviharn =nq + -+ n, objekt dar n, ar av
typ 1, n, arav typ 2 o s v kan dragningen utan
aterlaggning se ut pa

nl!"'nr!
olika satt

* Bokstaverna A,B,B,A kan ordnas pa ;—; = 6 satt...



Kombinationer

* Visag att nar vi pratar om permutationer sa
spelar ordningen pa objekten roll

* Om vi till exempel drar fem kort pa mafa ur en
kortlek och vill bestamma sannolikheten att vi far
“farg” spelar ordningen ingen roll

* Om viinte bryr oss om ordningen utan bara
fragar oss; Pa hur manga satt kan man (utan
aterlaggning) valja r av n objekt pratar vi om
kombinationer



Kombinationer

* Omfem lag(1,2,3,4,5) deltar i en turnering
dar “alla ska mota alla en gang” blir det 10

matcher:
(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(2,3),(2,4),(2,5),(3,4),(3,5),(4,5)

e Vikan skriva detta som

. 5 5! 5! 5-4
— p— =—=—=1
6 () 21(5—=2)! 2131 2-1 0




Kombinationer, generellt

Om vi valjer r av n olika objekt finns det

n!

n —
Cr r'(n—r1)!

olika kombinationer

Om vidrar 5 av 52 kort i en vanlig kortlek kan detta goras pa
Cs°% = 2598960 olika sitt

Farg kan fas pa 4 - Cs*> = 5148 olika satt

5148

Sannolikheten att fa farg ar alltsa
2598960

= 0.002




Exempel

* | en klass finns 13 tjejer och 12 killar

* En kommitté med tre tjejer och tre killar ska
utses. Hur manga olika kommittéer kan man
skapa?

 Multiplikationsregeln ger
13! _ 12! _13-12-11 _ 12-11-10

C:17 - Cy° = = = 62920
3!10! 3!9! 3-2-1 3-2-1




Exempel, fortsattning

* Den ena killen ar syskon med den ena tjejen. Pa
hur manga satt kan kommittén se ut om bada

syskonen ar med?

* Om "tvingar in” syskonen finns det kvar att valja 2
tjejer bland 12 och 2 killar bland 11

* Multiplikationsprincipen ger

12! 11! 1211 11-10
= - = 3630

12 11
CZ ) Cz — " —
210! 2!9] 2:1 2:1




Exempel, fortsattning

 Hur manga olika kommittéer kan vi skapa om inte
nagot av syskonen inte far vara med?

 Om syskonen inte far vara med ska 3 tjejer valjas
bland 12 och 3 killar valjas bland 11

* Multiplikationsprincipen ger

12 11 12! 11! 12-11-10 11-10-9
C12-Ctt == = = - = 36300
319! 318! 3:2:1 3:2:1




Sannolikheter

FOor en handelse E skriver vi sannolikheten att E intraffar som
P(E)
FOor en handelse E skriver vi sannolikheten att E inte intraffar som

P(E")

For handelserna A och B skriver vi sannolikheten att atminstone en av dem
intraffar som

P(AU B)
For handelserna A och B skriver vi sannolikheten att bada intraffar som

P(AN B)



Sannolikhetsaxiomen

Grundstenarna pa vilka sannolikhetsteorin
byggs kallas sannolikhetsaxiomen

P(S) =1
0<PA) <1

OmANB =0@siP(AUB) = P(A) + P(B)



Foljder av axiomen

P(A) =1 — P(A)
P(AUB) =P(A)+ P(B)— P(ANB)
Om A dr en delméngd av B sa P(4) < P(B)

Det ar en bra dvning att verifiera dessa samband
utifran axiomen och grafiskt m h a Venn-diagram!



Exempel

* Sannolikheten att det regnar idag ar 0.6, darfor ar
sannolikheten att det inte regnar 0.4

* Sannolikheten att tarningen visar udda eller
storre an 3 ar 1/2+1/2-1/6=5/6

* Sannolikheten att tarningen visar mindre an 3 ar

1/3 och sannolikheten att den visar mindre an 4
ar1/2



Flera handelser

* Sambandet P(AU B) = P(A) + P(B) —
P(A n B) kallas ibland additionsregeln och
kan generaliseras till att galla fler an tva
handelser

* FOr tre handelser 4, B, C far man (Venn-
diagram) P(AUB UC) = P(A) + P(B) +
P(C)— P(ANB)—P(ANnC)—P(BNC) +
P(ANBNC)



Omesesidigt uteslutande eller disjunkta
handelser

* Om det for handelserna E4, ..., E}, galler att
E;NE; = @forallai # j géller dven att

e Speciellt har vi (obs att N "binder hardare” an U)

P(A)=P(ANBUANB")
=P(ANB)+P(ANB")



Betingad sannolikhet

* | vissa sammanhang paverkas sannolikheten for en viss
handelse av en annan handelse

* FOr tva handelser A och B ges den betingade sannolikheten
(conditional probability) for ” A givet B” av

P(AN B)
P(B)

P(A|B) =

* Vikan tanka pa detta som att vi reducerar utfallsrummet till
handelsen B



Exempel

e Lat R vara handelsen att det regnar och U vara
handelsen att du har ett paraply

* Sannolikheten att det regnar ar 0.6 och
sannolikheten att du gar med ett paraply och att
det regnar ar 0.3. Sannolikheten att du har ett
paraply givet att det regnar ar

P(UNR 0.3
P(UIR) = (P(g) ) _ =05




Bayes sats

e Bayes sats (foljer ur definitionen av betingad slh)

P(B|A)P(A)
P(B)

P(A|B) =

* Sannolikheten att det regnar givet att du har ett
paraply ar alltsa

P(U|R)P(R)

PRRIV) = =57




Total sannolikhet

 Observera att man med hjalp av betingad sannolikhet
kan skriva

P(A) =P(AnB)+ P(ANB")
= P(A|B)P(B) + P(A|B")P(B')

* Omdet for handelserna E4, ..., Ej, galler att
Ui-‘zl E; = S och E; N Ej forallai + j kan vi skriva

P(A)=PANE)+--+P(ANEy)
= P(A|E1)P(Ey) + -+ P(A|E)P(Ey)



Exempel

* | ett visst experiment finns tva urnor innehallande
svarta och vita bollar. Initialt innehaller den ena
urnan fem svarta och sju vita bollar och den
andra urnan sex svarta och atta vita bollar. Tva
bollar dras pa mafa fran urnan med fem svarta
och sju vita bollar och de tva bollarna laggs i
urnan som fran borjan innehdll sex svarta och
atta vita bollar. Darefter dras tre bollar fran urnan
till vilken de tva bollarna flyttades. Vad ar
sannolikheten att alla tre bollarna ar vita?



Exempel forts.

* | det forsta steget kan tre olika saker ske; att man
flyttar tva svarta bollar, att man flyttar en svart
och en vit eller att man flyttar tva vita, Om vi

kallar dessa handelser SS, SV, VIV har vi att

P(SS) = @ — 3_53’ P(SV) = (i)(i) _ 35
() _

(5)
(12) 29

P(VV) =
2

() o



Exempel forts.

* Givet handelserna S§S, SV, VV har vi alltsa efter "flytten”
antingen atta svarta och atta vita bollar eller sju svarta och
nio vita eller sex svarta och tio vita i den urnan till vilken
bollarna flyttades. Om vi kallar handelsen att dra tre vita (ur
urnan till vilken bollarna flyttades) VVV har vi da

(5) (3) 3
P(VVV|SS) = m = — P(VVVlSV) =
(130) 3
P(VVV|VV) = (1—6) =
3

w
w



Exempel forts.
* Vifar alltsa

P(VVV)
= P(VVV N SS) + P(VVV N SV) + P(VVV N VV)

= P(VVVI|SS)P(SS) + P(VVV|SV)P(SV)
+ P(VVVIVV)P(VV) =

1 5 N 3 35+ 3 7
1033 2066 1422

~ (.16



Bayes sats for flera handelser

* Om det for handelserna Ey, ..., E}, galler att
Ui‘=1Ei = S och E; N Ej foralla i # j har vi for
hiandelsen 4 med P(4) > 0 att

P(A|E;)P(E;)

P(Ei|A) = P(A|E))P(E{) + -+ P(A|E,)P(Ey)




Oberoende handelser

 Tva handelser A och B ar oberoende
(independent) om

P(ANB) = P(A)P(B)

* Lat A vara handelsen en tarning visar 6 i forsta
kastet och B vara det andra kastet blir en sexa.

e DaddrP(ANB) = 1/136 (ett av 36 mojliga utfall)
och P(A)P(B) = =1/36

N | =

6



Oberoende handelser

 Definitionen P(AN B) = P(A)P(B) ar
ekvivalent med (de ekvivalenta sambanden)

P(A|B) = P(A) och P(B|A) = P(B)

* Ovning: Visa att P(A N B) = P(A)P(B) ger
att P(4’ N B") = P(A")P(B")



OBS!

Man ska inte blanda ihop disjunkta handelser med
oberoende handelser!

Disjunkta betyder att P(ANB) =0

Oberoende betyder att P(AN B) = P(A)P(B)

Man ser alltsa att tva disjunkta handelser A och B sadana
att P(A) > 0 och P(B) > 0 inte kan vara oberoende.

Pa samma satt kan inte tva oberoende handelser med
positiva sannolikheter vara disjunkta



Slumpvariabler eller stokastiska
variabler

* En stokastisk variabel (random variable) X ar en
funktion fran utfallsrummet till de reella talen

X:S-oR

* Till exempel kan vi lata X vara fortjansten i ett
spel med slansingling dar du vinner S1 om myntet
visar krona och foérlorar S1 om myntet visar klave



Stokastiska variabler

* | slantsinglingsspelet har vi att
PX=1)=PX=-1)=0.5

* | slantsinglingsspelet ar X diskret eftersom X tar
varden i en diskret mangd (enstaka punkter)

* En stokastisk variabel kallas kontinuerlig om den
ta vilket som helst varde i ett visst intervall



Exempel

 Kontinuerliga: Elektrisk stromstyrka, langd, tryck,
temperatur, tid...

* Diskreta: Antal bilar pa en bro vid en viss tidpunkt, andelen
defekta enheter i ett parti av produkter, antalet ettor bland
hundra tarningskast...

 Man bor observera att man till exempel for elektrisk
stromstyrka troligen har en viss matnoggrannhet hos sin
ampere-matare och att detta borde gora stromstyrkan
diskret. Men troligen kan instrumentet visa sa manga olika
varden att det ar behandigare att betrakta stromstyrkan
som kontinuerlig...



