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Forelasning 6



Kovarians och korrelation

e Fortvas.v. X ochY ar man ofta intresserad av
hur “"de samverkar”

e Ett satt att mata deras linjara beroende ar
kallas kovarians

e FOr att definiera kovarians behover vi kunna
berakna vantevardet av en funktion av de tva
S.V.



Vantevardet av en funktion

* For X och Y med gemensam mass-
/tathetsfunktion fyy (x,y) och h(x,y) nagon
reellvard funktion har vi

rZalla X Zalla y h(x» y)fXY (x: Y)

E(h(X,Y)) = U= 1% h(xy) fiy (x, ) dxdy




Kovarians

* Kovariansen mellan X och Y ar ett matt pa
deras linjara beroende och definieras som
(verifiera sista likheten)

oxy = cov(X,Y) = E((X — ux) (Y — .UY))

= E(XY) — uxpy



Exempel

* | bilden nedan ser vi parvisa observationer av att index och
en aktie
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* Det verkar finnas ett linjart beroende...



Korrelation

* En kovarians kan bli 3000 utan att det linjara sambandet ar sarskilt starkt

* FOr att fa ett matt som battre forklarar hur starkt det linjara sambandet ar
anvander man oftast korrelation

WHAT'S FREAKING US OUT HERE IS THAT WE'VE
FOUND A CORRELATION BETWEEN OWNINC CATS
AND BEINC STRUCK BY LICATNING

_cov(X,Y)  oxy
- JVOOV(Y)  0x0y

Pxy




Egenskaper

Man kan visa (6vning) att —1 < pyy < 1
Om pyy = —1gdllerattY = aX + b,dara <0
Om pyy = 1gallerattY = aX + b,dara >0

Sa korrelationer nara —1 eller 1 betyder starkt linjart
samband mellan X och Y



VIKTIGT!

* Om X ochY ar oberoende harviatt pyy =0
eftersom E(XY) = E(X)E(Y) (varfor?)

* Att pyy = 0 betyderiallmanhet inte att X och
Y ar oberoende

e Detta kan finnas beroenden mellan X och Y
som inte ar linjara...



Exempel

. Lat W vara likformigt fordelad pa (0,2m) och lat X = Cos(W) och
= sin(W)

e Paret (X,Y) ar alltsa en punkt
pa enhetscirkeln

 Observeraatt E(X) =E(Y)=0
av symmetriskal och att

E(XY) = %E(sin(ZW)) =053 pyy =0

e MenX =+V1—-Y2sdomY = 1saarX = 0 vilket betyder att X
och Y inte ar oberoende



Rakneregler och observationer

* Per definition ar cov(X,X) = V(X)

* Vi har att
VIX+Y)=cov(X+Y,X1Y)
= cov(X,X) + cov(X,Y) + cov(Y,X) + cov(Y,Y)

=VX)+ V() £ 2cov(X,Y)



Rakneregler och observationer

e Om X ochY ar oberoende har vi

V(X +Y)=V(X)+ V()

* Observera att det ALDRIG NAGONSIN blir ett
minus mellan varianserna i hogerledet

e Varianser ar per definition icke-negativa...



Linjarkombinationer av s.v.

e Lat X4, ..., Xy varas.v. och ¢y, ..., ¢, vara
konstanter. Vi kallar

Y =1 X1+ + cp Xy,

en linjarkombination av Xy, ..., X,



Vantevarde/Varians

e Ur definitionen av vantevarde foljer (verifiera) att
EQY)=ciE(Xy) + -+ c,E(Xp)
» Ur definitionen av varians/kovarians foljer (verifiera) att

V() = c?V(Xy) + -+ ¢,*V (X))

= &
+ZZ Z cicjcov(Xi,Xj)

i=1 j=i+1




Varians forts

* Om X, ..., Xy ar oberoende galler att
V() =2V (Xy) + -+ 2V (X,)

 Minns att oberoende implicerar okorrelerad
(men inte tvartom) sa kovarianstermerna
forsvinner om de stokastiska variablerna ar

oberoende



Av speciellt intresse ar

* Om X3, ..., X}, ar oberoende och likafordelade

(stickprov) ar man ofta intresserad av
stickprovsmedelvardet

_1v
X=— Xi
p

l



Vantevarde/varians

e Vihar att

1% 1%
E(X) = E(;E&) = 52 E(X;) = E(X;)

och




Normalfordelning

* Om Xy, ..., Xp ar oberoende och normalfordelade
med vantevarden p, Sy och
standardavvikelser gy, ..., oy galler att

Y — C1X1 + + chp

ar normalfordelad med vantevarde

C1fq + -+ + Cypy, och varians ¢ 20y % + -+ + %03,



Exempel

e Lat X och Y vara oberoende dar X ar normalfordelad
med vantevarde 2 och varians 1 och Y ar
normalfordelad med vantevarde 3 och varians 4

e Daharvifor W = 3X + 5Y att W ar normalfordelad
med vantevarde

E(W) =3E(X)+5E(Y) =21
och

Var(W) = 3?Var(X) + 5%Var(Y) = 109



Exempel

* Burkfyllningsvolymen i en laskfabrik ar normalférdelad med
vantevarde 33 cl och standardavvikelse 0.2 cl
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e Vad ar (under antagande om att volymerna ar oberoende)
sannolikheten att medelvolymen av tio burkar éverstiger 33.1
cl?



Exempel forts

* Enligt ovan ar medelvolymen normalfordelad med vantevarde 33cl och
standardavvikelse 0.2 /v 10.

 Viharda att

_ T—u 331-
P(X>33.1)=P< - ”)

NI

— P <Z 5331 33) P(Z > 1.58)
N 0.2/v10 | '

=1 — ®(1.58) ~ 0.06



