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Olika skattningsmetoder

Givet ett stickprov finns det en mangd olika metoder for att gora
punktskattningar (point estimates) av fordelnings-
/populationsparametrar

En punkskattning ar ett tal som ar en (forhoppningsvis kvalificerad)
gissning av ett parametervarde

Vi ska kika pa tva olika metoder:

Momentmetoden som handlar om att skatta teoretiska moment
med stickprovsmoment

Maximum likelihood som handlar om att hitta vilka
parametervarden som “troligast ligger bakom” stickprovet



Momentmetoden

Vi kallar E(X™) m-temomentet for X
m = 1 ger forstamomentet eller vantevardet
m = 2 ger andramomentet

Varians ar alltsa “andramomentet minus forsta
momentet i kvadrat”

Givet stickprovet X, ..., X,, kan vi skatta E(X™) med

1 .
- . X;™ (m-te stickprovsmomentet)



Momentmetoden

* Lat X4, ..., X;, vara stickprov fran en férdelning med okanda
parametrar 64, ..., 0.

* Momentskattarna @1, e @k fas genom att ersatta de k

forsta populationsmomente? E(X),..,E Xk) med de k
forsta stickprovsmomenten ;Z?ﬂxi» ...,;Z?leik

* Alltsa; Om parametern 6; kan uttryckas som en funktion
0,=f EE(X), ...,E(Xk)) fas momentskattaren ur

A 1 1 ) .
0; = f | r X .y ?leik) for samma funktion f



Exempel

* Antag att stickprovet X3, ..., X;,;, kommer fran en
exponentialfordelning med okand parameter A
och vi vill skatta A med dess momentskattare

* Vivetatt E(X;) == V| skattar E(X;) med X och
far momentskattaren A = = for A

: 1, .
* Om viobserverat x4, ..., X, bllrgvar skattning av
A



Exempel

* Antag att stickprovet X3, ..., X;,, kommer fran en
normalfordelning med okanda parametrar u och o2
och vi vill skatta i och % med dess momentskattare

+ Vivetatt E(X;) = poch E(X;2) — (E(X))" = 62 savi
far momentskattarna
=X
och

n
—~ 1 _
0% = sziz - (X)?
i=1



Maximum Likelihood

* Lat x4, ..., x,, vara ett observerat stickprov fran en
fordelning med tathet/massfunktion f och
okanda parametrar 64, ..., 8. ML-skattarna
@1, . @k fas genom att maximera likelihood-
funktionen

n
L(6;, ..., 0,) = ﬂf(xi; 6.) ... 0,)
=1

med avseende pa 04, ..., 0,



Maximum Likelihood

* [ntuitionen ar att ML ger de parametervarden som
mest troligt har genererat stickprovet

* | manga fall ar det behandigare att arbeta med /og-
likelihood-funktionen

l(@l, cer Hk) — lnL(Hl, ey Hk)

* Maximering av [ med avseende pa 6y, ..., 0, ger
samma skattningar som maximering av L med
avseende pa 0y, ..., 04



Exempel

* Antag att vi observerat x4, ..., x,, fran en Bernoulli-
fordelning och vill skatta parametern p

e Ddharviatt f(x;p) =p*(1 —p)1 %, x=0,1

e Likelihood-funktionen blir

n
L(p) — pri(l — p)l_xi — pz?=1 xi(l — p)n—ZTiLl Xi
=1



Exempel

e Att maximera L ar bokigt, sa vi valjer att arbeta
med

(p)=npYi;x+In(1—p)(n — XL x;)

* Derivering med avseende pa p ger

dl 12” 1 ( Z" )
- = X ; n — X
dp p i=1 | — P i=1 l




Exempel

e Satter vi derivatan lika med noll far vi
n
p=r
— X
n l
=1

S& ML-skattaren fér p ar alltsd p = X och om vi
observerat x4, ..., X, blir X var skattning av p



Exempel

* Antag att vi observerat x4, ..., x,, fran en

normalfordelnlngfordelnlng och vill “ML-skatta”
parameterarna u och o2

Vi har att likelihood-funktionen ar

n 2
’ — ‘ ‘ 2
L \V21mo? 2 o

1
- (2ma2)n/2 exp{ 202 Z(xl 1 }




Exempel

* "Log-likelihooden” blir

n

n 1
2\ — 2 2
U, 0%) = =5 In(2m0?) = > Z(xi - 1)
1=
e Derivering m.a.p. u ger u = x sa ML-skattaren
for u ar

a=X



Exempel

 Derivering avl m.a.p. o? ger

17’l
2 _ N2
g —né (x; — )
=1

sa ML-skattaren for o2 ar

n
— 1 —
o == E X;* — (X)?
=1



Observation

Vi ser att Momentskattaren och ML-skattaren for variansen i en
normalfordelning “ar samma”

Den ar inte vvr, ty (verifiera likheterna)

=25 s sy = (-

Man kan alltsa férvanta sig en underskattad varians om man
anvander denna skattaren for sma stickprov. A andra sidan vet vi att
S? ar vvr sa vi kanske hellre anviander den fér sma stickprov



Egenskaper hos ML-skattare

Under generella villkor galler att ML-skattare
ar

Asymptotiskt vvr, alltsa bias avtar da
stickprovsstorleken vaxer

De har liten varians
De ar approximativt normalférdelade



Invarians hos ML-skattare

e Om §1, . ék ar ML-skattarna for parametrarna 64, ..., 6y

galler for nagon funktion h att h(él, e ék) ar ML-skattare
for h(@l, ey Qk)

 Exempel: Visag att ML-skattaren for variansen i en
normalfordelning ar

n
— 1 —
o =— E X" = (X)?
i=1

« Invariansegenskapen ger att vV o2 &r ML-skattaren for
standardavvikelsen i samma normalférdelning. Har ar alltsa

h(x) = Vx



Nackdelar med ML

e Det ar inte alltid sa latt att maximera likelihood-
funktionen..
* Om exempelvis X ar likformigt fordelad pa

intervallet |0, a] har vi att tatheten for X ar 1/a
pa intervallet och noll annars.

* FOr ett stickprov av storlek n blir likelihood-
funktionen (som vi anvander vid skattning av a)

1
L(Cl) — E



Nackdelar med ML

e Om videriverar likelihood-funktionen far vi

dL_
da

—nan~1

som ju ar negativ for a > 0. Sa vi kan inte hitta ML-skattaren for a med vara
”vanliga” analysmetoder

 Men eftersom L ar avtagande i a har vi att L maximeras om vi, givet ett
observerat stickprov x4, ..., X;,, satter a = max(x;)

* ML-skattaren for a ar alltsa @ = max(X;)

e Detta ar ju nagorlunda rimligt eftersom a aldrig kan vara mindre an den
storsta stickprovsobservationen (eller hur?)



Egenskaper hos ML-skattaren for ovre
gransen i likformig fordelning

e Vi har alltsa att ML-skattaren for a i en
likformig fordelning pa [0, a] 4r @ = max(X;)

* Ardennavvr? Alltsd ar E(@) = a?

* FOr att avgora detta maste vi ta reda pa
tatheten for a



Egenskaper hos ML-skattaren for ovre
gransen i likformig fordelning

Om den storsta ar mindre an x sa
ar alla mindre an x (och vice versa)

e Viharfor0 < x < a att

P@<x)=Pmax(X;) <x)=PX{<x,.., X, < x)
n X\
= (P <) = (E)

Oberoende

e Satatheten for ad ar




Egenskaper hos ML-skattaren for ovre
gransen i likformig fordelning

* Det foljer att (verifiera sista olikheten)

a

E(a) = jxn

0

n-—1 n

dx =

a
am n+1

o Alltsa ar ML-skattaren inte vvr eftersom

E(A) - n _ a
e YT YT T

 Men den ar asymptotiskt vvr, eller hur?



Egenskaper hos ML-skattaren for ovre
gransen i likformig fordelning

 Andramomentet blir (verifiera)

X n 2

a
n+2

n—1
p dx =

a
E(a%) = szn
0

e Savariansen ar (verifiera)

V) = no (n )2_ n ,
Yoar2t T\t Thrmrn2”




Egenskaper hos ML-skattaren for ovre
gransen i likformig fordelning

e Det foljer att MSE ar (minns; varians plus
kvadrerad bias)

n a 2
(n+2)(n+1)2a2 | ( n+1)
2 2

"+ 2+ D7




Momentskattaren for dvre gransen i
likformig fordelning pa [0, a

Vi vet att om X ar (kontinuerligt) likformigt
fordelad pa [0,a] sd ar E(X) = %

Det foljer att momentskattaren for a ar 2X
Momentskattaren ar alltsa vvr (eller hur?)

Detta talar till momentskattarens fordel



Momentskattarens varians

 Vivet att

_ _. 4 4 a* ’
V(2X) = 4V(X) = -V(X;) = 5% - ;l_n

 Eftersom momentskattaren ar vvr sa ar MISE
och varians lika



Relativ effektivitet mellan ML- och
momentskattaren

e Vi har att kvoten av MSE for ML-skattaren och MSE for
momentskattaren blir

2

CEDCES 61
a C m+2)(n+1)
3n

e Detta betyder att for stickprovsstorlekar storre an 2 sa
har ML-skattaren lagre MSE vilket talar till ML-
skattarens fordel vid sadana stickprovsstorlekar.



