TMS136: Dataanalys och statistik — Tentamen
2013-10-26 med l6sningar

Examinator och jour: Mattias Sunden, tel. 0730 79 29 79

Hjilpmedel: Chalmersgodkiind riknare och formelsamling (formelsamling de-
las ut med tentan).

Betygsgrinser: For betyg 3 krivs 14 poéng, for 4 krivs 20 poéng och for
betyg 5 krivs 27 podng. Totalt finns 35 poéng.

Om du vill att jag skall mejla dig resultatet nir jag rdttat klart din tenta kan
du skriva din mejladress pa det sista pappret du limnar in. Skriv i sa fall girna
lasligt. Observera att tentan i detta fall kanske inte blir anonym, sa strunta i
det om det kdnns viktigt.

Fullstdndiga och vdlmotiverade l6sningar skall ges till varje upp-
gift!

1. Definiera f6ljande begrepp:
(a) Bias. (1p)
Losning: Om 0 #r en skattare (inte skattning) for parametern 6

ges skattarens bias av F (é) — #. Bias ar alltsa ett matt hur stor en

eventuell systematisk avvikelse ar i medeltal.

(b) Styrka. (1p)

Losning: Sannolikheten att forkasta en falsk nollhypotes. Ett matt
pa ett hypotestests férmaga att uppticka avvikelser fran nollhypote-
sen.

(c¢) Typ I-fel. (1p)

Losning: Att forkasta en sann nollhypotes.

(d) Konfidensgrad for ett tvasidigt konfidensintervall. (1p)

Losning: Om ett tvasidigt konfidensintervall har konfidensgraden
(1 — @)100% kommer upprepade observationer konfidensintervallet
téicka den aktuella populationsparametern i (1 — «)100% av fallen.

2. T en mork garderob ligger n olika par skor huller om buller. Du strécker
in handen och tar tva skor pa mafa. Los foljande bade for fixt n och da
n — oo:

(a) Sannolikheten att fa ett sammanhorande par? (2p)



Losning: Att vilja tva skor bland 2n skor kan goras pa (22”) sétt
sa det finns (22") mojliga utfall. Det finns precis n sammanhorande
par sa ett sammanhanorande par kan véljas pa precis n siatt. Alltsa
dr antalet gynnsamma utfall n. Det foljer att sannolikheten for att
fa ett sammanhorande par ar

n = n = " = — 0’ n — O,
(Zn) (2n)! 2n(2n—1) n —1
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Sa for ett fixt n dr sannolikheten ﬁ och sannolikheten gar mot 0
da n véaxer.

(b) Sannolikheten att fa en hogersko och en vénstersko? (2p)

Det finns n vinsterskor och n hogerskor sa antalet mojligheter att
vilja en av varje dr n2. Det finns alltsd n? gynnsamma utfall. Det
foljer att den sokta sannolikheten &r

n? n? n? n 1 0
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( 2 ) 2!1(2n—2)! 2 2n—1 2 n

Sa for ett fixt n dr sannolikheten och sannolikheten gar mot %

_1
1
2=

da n vaxer.

3. Fore en opinionsundersokning kring hur man skulle rosta om det vore
val idag férmodar man att 36% skulle résta pa Socialdemokraterna, 25%
skulle rosta pa Moderaterna, 12% skulle rosta pa Folkpartiet och resteran-
de skulle rosta pa de mindre partierna eller blankt. Det visade sig bland
10000 tillfragade att 3727 personer skulle résta pa Socialdemokraterna,
2418 skulle rosta pa Moderaterna, 1223 skulle rosta pa Folkpartiet och
att resterande skulle rosta pa de mindre partierna eller blankt. Finns det
anledning att dndra den formodade fordelningen? (4p)

Losning: Har dr det ldmpligt att gora ett Goodness-of-fit-test da det
handlar om hur manga neheter som hamnar i olika kategorier. Da det &r
10000 som till fragats foljer att de forvantade frekvenserna ér 3600, 2500,
1200 och 2700 for Socialdemokraterna, Moderaterna, Folkpartiet respekti-
ve Ovriga partier eller blankt. Vi far da att den observerade testfunktionen

O-E)?
Z( E > _

(3727 — 3600)° | (2418 — 2500)° | (1223 — 1200)* (2632 — 2700)°
3600 2500 1200 2700

Eftersom vi inte skattat nagra parametrar dr antalet frihetsgrader 3. Enligt
chi-tva-tabell &r det kritsiska virdet pa 0.05-niva 7.815 sa pa den nivan
skulle vi forkasta nollhypotesen om att den formade fordelningen stdmmer
och har saledes skil att éindra den férmodade fordelningen. Skulle vi ex-
emplevis vilja att gora testet pa signifikansnivan 0.01 skulle det kritiska
vardet vara 11.345 och da skulle man inte forkasta nollhypotesen.

~ 9.32.




4. Nér man 6verfor information i form av ettor och nollor pa en brusig kanal
héander ibland att skickade nollor tas emot som ettor och skickade ettor
tas emot som nollor. Sannolikheten att en skickad nolla tas emot som en
etta dr ¢ och sannolikheten att en skickad etta tas emot som en nolla ar
€. Man skickar ungefiir lika manga nollor som ettor. Lat X vara det som
sands och Y vara det som tas emot.

(a) Bestém massfunktionen for Y (3p)

Losning: Ur texten fas P(Y = 1| X =0) =0, PY =0/ X =1) =€
och P(X = 1) = P(X = 0) = 3. Enligt definitionen av betingad
sannolikhet foljer att

P(Y =1)=P(Y =1|X =0)P(X = 0)+P(Y = 1|[X = 1)P(X = 1) =

1 1 1—€e+9
Vi far da att

och det foljer att massfunktionen fér Y &r

Fu) = (1—;+5)y (1—;S+e)1y

(b) Bestam korrelationen mellan X och Y (3p)

Losning: Korrelationen mellan X och Y ges av

E(XY) - E(X)E(Y)

VX)V(Y)
Vi har att
E(XY)=P(X=1Y=1)=PY =1X=1)P(X =1)= 1;,
B(X) =1, By)=1"c"C
V(X) = B(X?) ~ (B(X) =5~ =1

och att

l—e+d [(1—e+d)\’
V) =B (V) - (B0 = T (R
Det foljer att korrelationen mellan X och Y é&r

1—e 11—e+d 1—ec—34§

\/1 (m _ (%M)?) V1I—(e—0)2




5. Tiderna mellan kunders ankomster till kassa 8 pa ICA Maxi &r obero-
ende och exponentialférdelade med véantevirde 45 sekunder. Antag att
en kund just kom till kassan. Vad &r sannolikheten att det under under
niistkommande fyra timmar kommer atminstone 330 kunder till kassan?

(4p)

Losning: Att tiderna mellan kundernas ankomster &r oberoende och ex-
ponentialférdelade med vantevirde 45 sekunder betyder att antalet kun-
der som kommer till kassan under 45 sekunder &r Poissonfordelade med
vantevirde A = 1. Det foljer att antalet kunder som kommer till kassan un-
der fyra timmar &r Poissonfordelat med véntevéirde A = 4-3600/45 = 320.
Vi har da med hjilp av CGS, om X &r antalet kunder under fyra timmar,

att
330 — 320

V320

Sannolikheten att atminstone 330 kunder kommer till kassan under fyra
timmar ar alltsa ungefir 29 procent.

P(X >330)~ P (Z > ) ~1—®(0.56) ~ 0.29.

6. Fran tva oberoende grupper av bilar har bransleférbrukningen i liter per
mil métts upp med foljande stickprovsresultat

(a) 0.92,1.01,0.86,0.95,1.03,1.12,0.91,0.86
(b) 0.71,0.67,0.72,0.63,0.58,0.65,0.59,0.71,0.57

Ar detta tillréckligt for att pa signifikansnivan 0.05 och under antagande
om lika populationsvarianser siga att den normalférdelade grupp(b) har
ldgre forvintad brinsleforbrukning én den normalférdelade grupp(a)? (4p)

Losning: Vi later indexet 1 beteckna gruppen fran vilken stickprovet av
storlek n; = 8 kommer och 2 beteckna gruppen fran vilken stickprovet av
storlek ny = 9 kommer. Vi ska testa hypoteserna

Ho:pp—p2=0
leul—,u2>0.

Da vi kan anta att populationsvarianserna ar lika anvinder vi testfunk-
tionen

X1 - X — A

/1 1]
Sp ot

dir X, dr medelvirdet for stickrpovet fran grupp 1, X, dr medelvirdet
for stickrpovet fran grupp 2, Ag dr nollhypotesens véirde pa skillnaden i
populationsmedelvérden p; — pa och S, ér den poolade stickprovsstandar-
davvikelsen som ges av

" \/(nll)s%ﬂnzns;

ny+no —2

Vi observerar Z; = 0.96, Zo = 0.65, 57 = 0.0082 och s3 = 0.0035 s&

7-0.0082 + 8 - 0.0035
Sp = \/ + = 0.075,

15



vilket, med Ay = 0 ger den observerade testfunktionen
0.96 — 0.65

1,1

0.075y/5+ 3

= 8.50

De kritiska vérdet &r tp.05,15 = 1.753 sa vi kan forkasta nollhypotesen.
Sa bilgruppen varifran stickprovet av storlek nio kommer har alltsa en
signifikant lagre medelférbrukning dn bilgruppen varifran stickprovet av
storlek atta kommer.

. I VLE-uppgifterna har vi sett att man givet ett stickprov Xy, ..., X,, fran en
likformig fordelning pa intervallet [0,b] kan skatta ett oként b med exem-
pelvis ML-skattaren max(X7, ..., X,,) eller momentskattaren 2X. Finn ett
argument som talar for att anvinda momentskattaren 6ver ML-skattaren.
Finn minst tva argument som talar for att anvianda ML-skattaren over
momentskattaren. Argumenten maste motiveras vil. (5p)

Losning: Momentskattaren dr unbiased eftersom
E(2X)=2E(X) = giE(Xi) 20
n = n 2

ML-skattaren dr inte unbiased eftersom

b
n nb
E (max(Xy, ..., Xp)) = — n=l —
(aX( 1, ) )) bn/ox Tl+1

1

dér vi fatt tdtheten, f(z) = "rbt; for 0 < & < b och 0 annars, for ML-

skattaren som derivatan m.a.p. z av dess fordelningsfunktion

F(z) = P(max(Xy,..,X,) <2)=P(X; <uz,...X, <z)=

(P(X; <)) = (%)0 <z<b

och F(z) = 0 annars. Sa ur “biassynpunkt” &r momentskattaren béttre &n
ML-skattaren. ML-skattaren &ar battre &n momentskattren eftersom som
den aldrig kan ge den orimliga skattningen att b skulle vara mindre &n en
av stickprovsmedlemmarna. ML-skattaren ar béttre &n momentskattaren
eftersom MSE for ML-skattaren ar

nb

b2
n+1+ ’

E (maX(Xl, o X)) — b)2) - F ((maX(Xl, ...,Xn))2) Y

dar

b 2
b

( . 2) Tl/ an—1 _ T 7
E ((max(X1, ..., X)) = x T2

sa MSE for ML-skattaren blir
nb? 2nb? 5 2b2

n+2 n+1 (n+2)(n+1)’
medan MSE for momentskattaren ar

E((2X -0)") =4E ((X)") - 2B (2X) +? =



AV (X) +4 (B (X)) —20* +° = 4i+4£—b2—ﬁ
C12n 4 © 3n

sa kvoten av MSE for ML-skattaren och MSE for momentskattaren blir

6n
" cin=1,2..
(n+2)(n+1) —

med likhet for n = 1, n = 2 och olikhet for n > 2 sa i alla praktiskt
relevanta situationer har ML-skattaren ldgre MSE &n momentskattaren.

8. Lat Xy, ..., X, vara ett stickprov fran en fordelning med téthetsfunktionen

(a)

flz) = 56_12/(20), x>0,60>0.

Bestdm ML-skattaren for 6. (2p)

Losning: Likelihood-funktionen ges av

o-115

Det ér behéndigare att maximera log-likelikelihood-funktionen istéllet
sa vi tar fram den;

1(0)=1InL(0 Zlnxl nlng — 023312

Vi deriverar [(6) och far ekvationen

n 1 — 9
i=1

och det foljer att ML-skattaren &r 6 = =5 X2

o2/ _ i@ —psn o2

Hn

Q:\H

Man kan visa att E(X;) = /% och V(X;) = 45%6. Vad blir ML-
skattarens bias? (2p)

Losning: Vi har att

. (v<xi> " <E<Xi>>2) - % (4‘”9+ 9;) 0,

sa ML-skattaren dr unbiased.

Lycka till!



