Losningar till tentamen 2018-08-28 Sannolikhetsteori och statistik TMS137

1. Herrarna far heta 1, 2, 3 och deras hattar numreras motsvarande. Det finns 6 mojliga
sétt att para hattarna med herrarna:

123, 132, 213, 231, 312, 321,

dér tex 213 betecknar att herre 1 far hatt 2, herre 2 hatt 1 och herre 3 hatt 3, osv. Av
dessa 6 mojligheter har foljande 2 egenskapen att ingen herre far riatt hatt:

231, 312.
Sannolikheten dr dérfor 2/6 = .
2. (a) Vihar
1 1
1= f(t)dt:0.3+/(1—at)dt:0.3+1—a/2,
-0.3 0
sala=06]
(b) Fordelningsfunktionen ar F(t) = P(X < t) f f(s)ds. Lat oss behandla de

tre intervallen ¢t < —0.3, —0.3 <t < 0 0< t < 1samtt 2 1 separat. Om t < —0.3
sa dr F(t) =0ochom t > 1sa ér F(t) = 1. Om —0.3 <t < 0 sa géller

t
F(t) :/ lds=1t+0.3.
—-0.3
Om 0 <t <1 sa giller
0 t
F(t) :/ 1ds+/ (1—as)ds =0.3+t—0.3t°.
—0.3 0

Sa svaret blir:

0, om t < —0.3,
Ft) = t+ 0.3, om —0.3<1t<0,

03+t—0.3t2, om0<t<l,

1, omt > 1.

(c) Vintevirdet ges av

E(X)—/1 tf(t)dt—/o3tdt+/01t(1—at)dt

0.3 —0.
1 13
= (02) + 3 —0.63 =10.255|.
(d)

P(IX —05/<06)=P(-01<X<11)=1-P(X <-01)=1-02=[08]

3. (a) Man kan ta sig fran A till B sa lénge inte bada vigarna mellan dem &r igensnoade,
vilket har sannolikhet |1 — p?




(b) Vi delar upp i tva fall: man kan inte ens ta sig fran A till B, eller man kan ta

sig fran A till B men inte vidare till C. Den forsta mojligheten har sannolikhet
p?, den andra (1 — p?)p? (dér (1 — p?) ger sannolikheten att AB #r passerbar
och p? att BC inte &r det). Eftersom de tva fallen &r oférenliga si blir svaret

p* + (1 —p?)p* =2p? — p.

(¢c) Med hjilp av vad vi rdknade ut ovan sa ser vi att

P(A < B men B ¢ C)
P(A# Q)

(1

_A=pp? 1
2p2_p4

= 57|

P(A< B|A#hC) =

4. Héar handlar det om hypergeometrisk férdelning Hyp(V,n, p) med urval n = 5, sanno-
likhet p = m/N = 0.06 och populationsstorlek N = 100 i delarna (a) och (b), samt
N = 3550 i del (c).

(a) Med formeln for hypergeometrisk fordelning far vi

(5) ()
1(5)0)

~ 0.0267.

—

(b) Svaret fas genom att summera sannolikheterna for exakt 0 och exakt 1:

()

94y (6
GIG) o972

Vi tillimpar approximation med Poissonférdelning, Hyp(V, n, p)~Po(np) om p +
n/N < 0.1 vilket géller hiar da p + n/N = 0.06 + 5/3550 ~ 0.061. Vi har att
np = 0.3 vilket ger svaret

~e 0% 4+ (0.3)e "% =~ 0.963|.

E(X1 + X2) = E(X1) + BE(X,) déir E(X;) = 1-3 +2-
(-1)-24+0+1-2=0sa|E(X) =32~ 167|
V(X1 + Xo) = V(X1) + V(X2) diir V(X)) = B(X2) — B(X;)?
32 &= (2)? = 2 0556 och V(X3) = E(X3) — E(X>)?

AV (X)=35+2=4~122]|

1
1+
0.667

sa

I foljande tabell listas de mojliga virdena for X horisontellt och X5 vertikalt, med
motsvarande virde for X (och sannolikhet) i tabellen:

| 1 2 3
[0 TG =P I 1=
0o |1¢-E=8 2= sd-I=dh
t 9 SO ¢ 3_ 1B
1 12(G-3=35) 3G-3=3 4G 35=1)
Genom att addera sannolikheterna for de olika viardena i tabellen far vi sannolik-
hetsfunktionen:
k: 0] 1 | 2 | 3 | 4
T I I I _5 [ I I I _1T ] 1T I_T1T7]1
k) [5lo+s=mslmtots=3w+o=5 1

Vi anvinder I, = (T%t,/2(n—1)s/y/n) med a = 0.05 och n = 5. Vi har t.025(4) =
2.7764 vilket med T = 1.865, s = 1.858 ger | I, = [—0.44,4.17] |




(b) Vi anvénder I,2 = ((n — 1)32/Xi/2(n —1),(n— 1)52/X%7a/2(n —1)) med o = 0.05
och n = 5. Vi har x2 ;05(4) = 11.143 och X2 475(4) = 0.4844 vilket med s? = 3.45
ger | 1,2 = [1.24,28.5] .

7. Hér anges inte Hy utan vi far specificera den. Eftersom Hg &r symmetrisk och inget annat
anges sa véljer vi den tvasidiga mothypotesen Hy: p # pg. Vi anvéinder testvariabeln

X - X—p | p—po

D= T o oy

déar p betecknar det sanna vantevirdet. Lat Z = f/;\/%, da géller att Z ~N(0,1). Om
o =3 och = 3.2 samt 0 = 1.9 sa giller alltsa att Zy = Z + %\/ﬁ =7+ 1%\/5

Med a = 0.05 sa ges styrkan som 1 — 3 dér § = P,(|Zo| < 1.96) &r sannolikheten for
ett fel av typ II. Vi vill att styrkan i g = 3.2 ska vara 0.9, vilket ger

B=0.1=P,=32(~1.96 < Zy < 1.96) = Pu=32(~1.96 — {5v/n < Z < 1.96 — {5v/n).

Har gor vi en approximation genom att bortse fran den undre begrinsningen (det &r
rimligt att anta att vi &nda vill ha n > 10 och det &r vildigt osannolikt att Z <
~1.96 — {510 ~ —2.29). Da blir véart kriterium att

Pu—32(Z <1.96 — 3+/n) ~ 0.1.

Detta betyder att 1.96 — 2+/n ~ —1.28 (90% kvantil), vilket ger |n > 947|.
19

Observera att vi anvinde 1.96 pga att vi genomforde tva-sidigt test. Da detta ej specifi-
cerats 1 fragan hade det ocksa gatt bra med ett ensidigt test, och da med 1.6449 istéllet
for 1.96. Resultatet blir da n > 773.

8. Lat z = logy = loga+ x logb. Vi anvinder linjér regression for att skatta o = loga och
B =logb. Tabellen med z-virden &r
x: 65 70.3 75.6 80.9 86.2 91.5 96.8 102.1 1074

z: —0.0335 0.1052 0.3562 0.4154 0.7770 0.7114 0.8197 0.8825 1.4980

Vanliga metoden for linjir regression ger skattningarna

9 077 i
g = %gl hE 959(”5)22 ~0.0304, =7 pT~ 201
i=1%; — I\

Alltsa blir vara skattningar av a, b:

G=e®~0134, b=e’~1.031]




