
Penney's gameGrupparbete i Matematisk statistik oh diskret matematik, ht 05Penney's game g�ar till p�a f�oljande s�att: tv�a spelare som vi kallar A oh B kommerf�orst �overens om ett heltal k � 3. D�arefter best�ammer sig A f�or en sekvens avl�angd k best�aende av krona (T) oh klave (H). Denna sekvens visas f�or B somd�arefter f�ar best�amma en sekvens av l�angd k. (Exempelvis k = 4, A:s sekvens =HTTH, B:s sekvens = TTHT.) D�arefter singlas ett r�attvist mynt tills en av devalda sekvenserna dyker upp som en f�oljd; den spelare vars f�oljd f�orst dyker uppvinner. �Ar detta ett r�attvist spel, dvs. har spelarna lika stor hans att vinna? Det�ar vad som ska unders�okas i det h�ar grupparbetet.1. Spela Penney's game med varandra n�agra g�anger. Verkar det vara ettr�attvist spel, dvs. att alla sekvenser har lika stor sannolikhet att vinna?2. Nu l�amnar vi spelet en stund oh studerar en sekvens i taget. Antag attman singlar en slant 100 g�anger. L�at XS betekna antalet g�anger en visssekvens S dyker upp.(a) Antag att S har l�angden 4. F�orklara varf�or XS kan skrivas som XS =I1 + I2 + � � � I97, d�ar Ii = 1 om singlingarna i; i+ 1; : : : ; i+ 3 = S, oh0 annars.(b) Ber�akna E[XS℄ f�or n�agra olika S.() Tror ni nu att det �ar ett r�attvist spel?3. F�or en given sekvens av l�angd k best�aende av H oh T kan man konstrueraen Markovkedja som illustrerar singlandet tills dess sekvensen dyker uppf�or f�orsta g�angen. L�at tillst�anden vara0 = START,1 = bokstav 1 i sekvensen,2 = bokstav 1 oh 2 i sekvensen,...k = hela sekvensen=STOPP.I �guren nedan visas de m�ojliga �overg�angarna mellan tillst�anden i falletHTHH. Varje pil motsvarar utfallet av en singling, dvs. H eller T, ohhar sannolikheten 1/2. Kedjan kommer att hoppa omkring bland tillst�and0; : : : ; k� 1 oh slutligen hamna i tillst�and k=STOPP d�ar den absorberas,vilket motsvarar att hela sekvensen har kommit i en f�oljd. F�ors�ok f�orst�a�guren!



4=H T HTT1=H HTH3=0=START H HTHHSTOPPHT 2=HTRita motsvarande �gur f�or sekvenserna HTHT oh THTT.4. L�at �overg�angssannolikheterna mellan tillst�anden i en Markovkedja betek-nas med Pij = P (Xn+1 = jjXn = i), oh l�at mii = 0 ohmij = E[antal steg tills man f�or f�orsta g�angen kommer till j d�a man startar i i℄;i 6= j. Man kan visa att mij = 1 +Xk Pikmkj:(a) L�at NA vara antalet singlingar tills sekvensen A dyker upp. Utnyttja�gurerna oh detta resultat f�or att ber�akna E[NA℄ oh E[NB℄, d�arA=HTHT oh B=THTT. V�alj g�arna n�agra egna sekvenser oks�a.(b) Vilken av sekvenserna HTHT oh THTT tror ni vinner, dvs. kommerf�orst, med tanke p�a resultaten ovan?5. P�a liknande s�att som ovan kan man konstruera en Markovkedja f�or tv�asekvenser. Det �nns d�a tv�a absorberande tillst�and, ett f�or varje sekvens;det tillst�and som kedjan fastnar i �ar den sekvens som dykt upp f�orst. G�oren s�adan kedja f�or HTHT oh THTT.6. Antag att a oh b �ar s�a kallade absorberande tillst�and, dvs. n�ar man hamnati a eller b kommer man inte d�arifr�an (Paa = Pbb = 1). L�at qia = P (kedjanabsorberas i tillst�and a d�a man startar i tillst�and i). D�a g�aller attqia =Xk Pikqka; i 6= a; b; qaa = 1; qba = 0:Ber�akna sannolikheten att HTHT vinner �over THTT med hj�alp av dennaekvation. Pr�ova g�arna med egna sekvenser.



Frivilliga uppgifter7. Studera spelet f�or andra oh g�arna l�angre sekvenser. R�akna exakt enligtovan eller simulera. F�ors�ok hitta en strategi f�or hur spelare B ska v�alja sinsekvens. Tips: t�ank p�a A=HHHH B=THHH. I vilka fall vinner A?8. Studera de tre sekvenserna A=HTHT, B=THTT oh C=HTTH. Skattasannolikheten att A vinner �over B, att B vinner �over C, oh att C vinner�over A, med hj�alp av simulering. L�at sedan alla tre sekvenserna t�avla motvarandra, oh skatta sannolikheterna att A, B oh C vinner. Kommenteraresultatet.Sista inl�amningsdag 22/9.


