Skiplistor
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Det héar projektet handlar om sa kallade skiplistor, som &ar en datastruktur for lag-
ring av elementen i en ordnad lista. En ordentlig beskrivning av hur skiplistor fun-
gerar hittar ni i avsnitt 8.6 i Data Structures and Algorithms in Java av Goodrich
and Tamassia, som ar kurslitteratur pa Datastrukturer. Chalmersbiblioteket har
boken i elektronisk form. (Vélj Books24x7 BusinessPro bland chalmersbibliotekets
E-boksamlingar eller ga in i Chans.) Nedan foljer en kortfattad icke-datalogisk be-
skrivning av hur listan ser ut, mest for att introducera terminologin som anvénds
hér.

Antag att vi har n stycken tal vi vill lagra i en skiplista. Ordna talen och
skapa en lista med n noder, dér varja nod innehaller ett av talen. Detta ar niva
0 i skiplistan. Singla en slant for varje nod: blir det krona sa skapas en ny nod
pa niva 1 som innehaller samma tal, dvs med sannolikhet 1/2 kopieras en nod
upp till niva 1, oberoende av vad som sker med 6vriga noder. Fortsiatt sedan pa
samma sitt: varje nod pa niva i far folja med till niva ¢ + 1 med sannolikhet 1/2.
Varje niva ska dessutom boérja med —oo och sluta med +oo.

1. Minnesutrymme

(a) Vad dr sannolikheten att det finns & stycken noder pa niva i, dar k =
0,1,...,moch?=0,1,..., om man inte rdknar med &ndnoderna —oo
och +00? Ledtrad: Utnyttja binomialférdelningen.

(b) Vad é&r forvantat antal noder pa niva i, ¢ = 0,1, ..., &ven hér exklusive
andnoder? Ledtrad: Utnyttja vantevérdet i binomialférdelningen.

(c) Vad ar forvintat totalantal noder i skiplistan, exklusive d&ndnoder?

(d) Hur stor plats kréver en skiplista med n stycken tal? (I termer av stora
ordo O.)

2. Varsta fallet

Det vérsta som kan intréaffa i en skiplista, med avseende pa tidsatgang vid
sokning, ar att alla tal nar upp till samma niva.

(a) Vad ar sannolikheten att alla nar niva ¢ men ej i+ 1, dari =0,1,2,...7

(b) Vad &r sannolikheten att alla tal nar upp till samma niva i en lista med
n stycken tal?

Ledtrad: Om alla nar upp till samma niva, betyder det att ingen nar
niva 1, eller att alla nar niva 1 men ej 2, eller att alla nar niva 2 men
ej 3, eller att alla nar niva 3 men ej 4, eller ...

Utnyttja (a) och att "eller = U”.



3. Skiplistans hojd

(a) Forklara varfor hojden, dvs antal nivaer, i en skiplista som bestar av
n stycken tal, H,, kan beskrivas som H, = max{Xy,...,X,} — 1, dér
Xq,..., X, ar oberoende och geometriskt fordelade stokastiska variab-
ler med parameter 1/2.

(b) Bestdm fordelningsfunktionen for H,.

(c) Bestam frekvensfunktionen for H,,. Utnyttja att f(k) = F(k)—F(k—1)
for heltalsvérda stokastiska variabler.

(d) Berdkna E[Hsi], i = 1,2,....;7. Ser du nagot monster? Utnyttja detta
for att motivera att E[H,] = O(logyn). (Lat n = 2 sa att ¢ = log, n.)
Ett explicit uttryck for F[H,] for godtyckligt n finns inte. Se dock gérna
Theorem 1 pa http://math.sun.ac.za/ prodinger/postscriptfiles/florenz.ps,
dér ett asymptotiskt uttryck ar givet.

4. Tidsatgang for sokning i listan (frivillig)

(a) Foljande ér lite trassligt. Rita en bild sa blir det nog lattare.

Antag att vi letar efter talet b, och att det vid “framatscanningen”pa
niva i + 1 visat sig att storsta tal < b 4r a och minsta tal > b ar ¢. Hur
manga steg framat behover vi da ta pa niva i? Jo, vi maste ga igenom
alla noder pa niva ¢ med tal mellan a och ¢. (Om talet b eller nagot tal
mellan b och ¢ finns pa niva 4, sa blir det nagon /nagra noder farre, men
det behover vi inte bry oss om.) Dessa noder ér alltsa sadana att de
finns pa niva ¢ men ej pa niva i+ 1. Det betyder att for varje sadan nod
har det blivit klave i slantsinglingen. Vad &r da det férvintade antalet
steg man behover ta pa niva ¢ (med andra ord forvintat antal klave
innan det blir krona for forsta gangen)?

(b) Argumentera med hjélp av 3(c) och 4(a) ovan for att den forvintade
tidsatgangen vid sokning asymptotiskt dr O(log,n).
Tidsatgangen for insdttningen och borttagning av tal dr av samma
storleksordning, men det gar vi ej ndrmre in pa hér.

Sista inldmningsdag 12/9.



