Forstand och missforstand kring de stora talens lag

Olle Haggstrom*

Ett av ganska fa begrepp fran sannolikhetsteorin som triangt in i det allmdnna med-
vetandet, ar de stora talens lag. Men hur manga vet egentligen vad den innebar?
Jag vill med dessa rader forsoka rata ut en del fragetecken, och skingra en del missupp-
fattningar, som florerar kring denna beromda matematiska sats.

Ibland stéter man pa hinvisningar till de stora talens lag i sammanhang som inte
alls har med denna att gora'. Vanligare dr dock att den som hinvisar till lagen &nda
har nagon sorts uppfattning av vad den handlar om, och ofta formuleras den ungefir sa
har:

Tur och otur jamnar i lingden ut sig. (1)

Det ligger mycket i denna formulering, &ven om den som vi skall se inte ar helt invind-
ningsfri.

For att fora en mer precis diskussion om de stora talens lag behover vi infora en del
matematiska begrepp. En stokastisk variablel kan vi tinka pa som en storhet som
beror pa slumpen. For att modellera ett tarningskast kan vi t.ex. inféra en stokastisk
variabel X, som kan anta vardet 1, 2, 3, 4, 5 eller 6, och som representerar tarningens
utfall. Om tarningen ar rattvis har vart och ett av utfallen sannolikheten %, och vi
skriver

1
PX=k =g fork=1...6

P ir (under inflytande fran franskan och engelskan) den gingse matematiska beteck-
ningen for sannolikheter.

Om vi istéllet vill modellera slantsingling kan vi lata den stokastiska variableln X
ha de mdjliga vardena 0 (for klave) och 1 (fér krona). Om slanten &r symmetrisk far
vi?

P[X=0] = P[X =1] = 0,5.

En viktig storhet i anslutning till en stokastisk variabel X &r dess vintevarde
E[X] (E som i ezpectation) som anger vad vi i genomsnitt vintar oss av X. Om alla
utfall ar lika sannolika, fas vantevirdet som medelvardet av de mgjliga utfallen. For
slantsinglingen far vi alltsa vianteviardet E[X] = (0 + 1)/2 = 0,5, och for tarningen fas
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'Exemeplvis 14t en berdmd (och av mig mycket uppskattad!) TV-sportreporter fran Laholm ett par
ganger under OS i Sydney undslippa sig uttrycket ”detta strider mot alla stora talens lag” nar nagot
han bedémt som synnerligen osannolikt — det kan ha rort sig om att tva simmare gjorde pa hundradelen
samma tid — likvdl hade intréffat.

2Denna modell har visat sig anvindbar, men kan ocks3 (liksom var modell for tirningskast) kritiseras.
Om man t.ex. gor en tillrdckligt noggrann métning av myntets utgangslége och -hastighet da det kastas,
kan man inte lingre hivda att utfallet 4r slumpmaéssigt, eftersom dess rorelse bestams av Newtons lagar,
som dr deterministiska. For en intressant diskussion om denna aspekt pa slantsingling, se De Groot,
M. (1986) A Conversation with Persi Diaconis, Statistical Science 1, 319-334.



EX]=01+4+2+3+4+5+6)/6 = 3,5. (Om olika utfall har olika sannolikhet blir
vantevardet istillet ett viktat medelvirde av de olika utfallen.)

Antag nu att vi singlar var slant upprepade ganger, och symboliserar utfallen med
stokastiska variabler X1, Xo,... som var och en alltsd antar vardet O eller 1 med san-
nolikhet 0,5 vardera. Vi antar vidare att de olika singlingarna ar oberoende, vilket
innebar att, da vi singlar slanten den n:te gingen, vi inte har ndgon som helst ledning
av Xq,...,X,_1 om vi vill prediktera X,,. Detta antas gilla for alla n. Vart antagande
ar fysikasliskt mycket rimligt?, eftersom ju slanten knappast kan ha nigot "minne” av
tidigare singlingar.

Lat oss definiera, for varje n,

S =X1+Xo+ -+ X, (2)

och S, X, +X X
M, = 2 = LAzt An (3)
n n

Sy, ar alltsa antalet krona efter n kast med myntet, medan M, ar andelen krona. (S
och M star for summa respektive medelvirde.) De stora talens lag siger nu att om vi
fortsatter singla slanten i evighet, sa far vi gransvardet

lim M, = 0,5

n—oQ

med sannolikhet 1. Vi kan alltsd vara sikra pa att andelen krona i det linga loppet
kommer att svanga in allt narmare 0,5. Detta innebar bland annat att

P[0,49 < M,, < 0,51]
alltmer ndrmar sig 1 dd n — oo. Detsamma giller for
P[0,5 —e < M, <0,5+¢], (4)

hur litet € > 0 vi dn valjer.
Mer generellt sidger de stora talens lag att om vi har en f6ljd X1, X, ... av stokastiska
variabler med samma fordelning, och vinterviarde m, sa far vi

. X1+ X+ + X,
lim =m

n—0o0 n

med sannolikhet 1. Den forsta versionen av de stora talens lag erh6lls av Jacob Bernoulli
1713, da han bevisade att (4) géller for slantsinglingsexemplet. For oberoende sto-
kastiska variabler med en och samma férdelning fick de stora talens lag sin slutliga
formulering av Andrej Kolmogorov 1933 — alltsd mer &n 200 &r senare! An idag kan
man i matematiska tidskrifter varje manad stéta pa bevis av de stora talens lag i nya
situationer med olika typer av beroenden mellan de ingdende stokastiska variablerna.

I var modell for slantsinglingar vet vi alltsd att andelen krona M, kommer att ligga
nara 0,5 for tillrackligt stora n. Betyder detta att antalet krona S,, kommer att vara
nira %7 I absoluta termer dr svaret nej. Exempelvis kan man bevisa att |S,, — 5| > 100
med en sannolikhet som gar mot 1 da n — oo (och i detta pastdende kan talet 100 bytas

3Aven detta antagande har visat sig fungera vl i praktiken, men &r naturligtvis ater mojligt att
kritisera; jamfor foregaende fotnot.



ut mot vilket dndligt tal som helst). Det &r forst nar vi dividerar med n som skillnaden
blir liten.

Ett annat exempel: vi tdnker oss att vi koper en lottsedel i veckan, i ett lotteri
som har samma vinstplan varje vecka. Varje lott kostar 20 kr, och den genomsnittliga
vinstutbetalningen per lott dr 10 kr. Kan vi i denna situation lite pa att tesen (1) om
tur och otur géiller? Lat X, vara var nettovinst (dvs vinstutbetalning minus lottpris)
vecka n. X, kan da ses som en stokastisk variabel med vantevarde

E[X,] = 10-20 = —10.

Definiera S, och M, som i (2) och (3), sa att S, alltsa ar var totala vinst de n forsta
veckorna, och M, ar vinsten per vecka. Nu kan vi, med stod av de stora talens lag,
dra slutsatesn att M, alltmer kommer att narma sig vintevirdet —10 da n okar. 1
denna mening &r alltsd pastdendet (1) alldeles riktigt?. Déremot &r det inte sant att
den totala vinsten S, kommer att halla sig i ndrheten av dess forvintade virde —10n.
En sidan tolkning av (1) 4r alltsd en Gverdriven och omotiverad tilltro till det langa
loppets utjdmning av tur och otur. I sjdlva verket kommer diskrepansen S, — (—10n)
mellan total vinst och forviantad total vinst att fluktuera inom allt vidare ramar dd n
okar.

Hur ser insvingningen mot vantevirdet ut i praktiken? Det varierar naturligtvis.
I Figur 1 visas en datorsimulering av slantsinglingsexemplet, och hur andelen krona
M,, kan bete sig som en funktion av antalet slantsinglingar n, for n = 1,...,100. For
n = 100 ser vi att M,, = 0,55 (dvs 55 krona pa totalt 100 kast), vilket ar hyfsat néira 0,5,
men likvil en bit ifran. Detta ar ett relativt normalt utfall, vilket kan forstas av Figur
2, som ar ett diagram 6ver den exakta fordelningen for Mygg. Tydligen ar n = 100 inte
tillrackligt for att komma riktigt nara 0,5.

Nér vi nu har kastat myntet 100 ganger (eller latit datorn gora jobbet!) och fatt
55 krona, sa kan vi stanna upp och spekulera lite 6ver hur det skall ga i ett fortsatt
slantsinglande. Lat mig besvara nagra naturliga och nirliggande fragor kring detta.

Fraga: Har jag forstatt saken ritt, att de stora talens lag garanterar att kurvan
kommer att svinga in allt ndrmare den streckade linjen M,, = 0,5 om vi haller pa
tillrackligt 1ange?

Svar: Ja, det ar alldeles riktigt.

Fraga: Vad hiander om vi nojer oss med totalt 200 kast? Ar det d3 troligt att vi har
kommit narmare 0,57

Svar: Ja, det stimmer.

Fraga: Det ar med andra ord troligt att vi far fler klave 4n krona bland de kommande
100 kasten? I alla fall mer troligt 4n att vi skulle fa fler krona &n klave?

Svar: Nej!

Fraga: Va? Du sa ju nyss att vi troligen kommer att ndrma oss 0,5! D& maste ju M,
sjunka/!

4Vi kan ocksa dra slutsatsen att det i langden med sikerhet &r olonsamt att kdpa lotter. Spelets
inbyggda orattvisa kan inga maximer som (1) ra pa.



Svar: Just det, M, kommer troligen att sjunka.
Fraga: Men du sa ju nyss att det inte ar troligt att vi far fler klave a&n krona!?
Svar: Det ar riktigt.

Fraga: Men hur gar detta ihop? Om M, skall sjunka sa maste vi vil ha fler klave an
krona?

Svar: Nej, det ar just det som inte beh6vs! Om vi t.ex. far lika manga krona som
klave (50 av varje) bland de 100 nistkommande kasten, sa blir totala antalet krona
efter 200 kast 105, och Moy blir % = 0,525, vilket ar lagre an Mig9. Det kan
rentav bli sa att vi far fler krona &n klave pa de nasta 100 kasten, och att M,
anda sjunker! Lat oss sidga att de 100 nasta kasten ger 53 krona och 47 klave: da

_ 55453

blir Moo = *555> = 0,54, vilket ater &r en séinkning jamfort med Mioo-

Denna péahittade dialog illustrerar det som jag tror ar det vanligaste missférstandet med
de stora talens lag, ndmligen att om vi har fatt alltfor manga krona i det forflutna (fler
an vad som forutspas av viantevardet), sa kommer detta att korrigeras genom en okad
tendens hos myntet att visa klave i framtida kast. Men detta ir en grov évertolkning®
av de stora talens lag, och den strider i sjidlva verket mot en av forutsattningarna:
slantsinglingarna antogs ju vara oberoende av varandra!

Tendensen hos M, att svanga ner mot 0,5 da Mipo = 0,55 beror alltsa inte pa
nagon okad ”lingtan” efter klave hos myntet. Istéllet kan vi férstd saken pa foljande
vis. For att bevara status quo till tidpunkten n = 200, kravs lika manga krona i kasten
101,102, ...,200 som i de 100 forsta, dvs 55 stycken. D4 fis namligen Mooy = 25525 =
0,55. Fler dn 55 krona resulterar i en okning av andelen krona, medan firre an 55
resulterar i en minskning av denna andel. Samtidigt vet vi att fordelningen for antalet
krona i kasten 101,102, ...,200 ar densamma som fordelningen for antal krona i de 100
forsta kasten. Denna fordelning dr (av uppenbara skél) symmetrisk kring vardet 50 — se
Figur 2 igen — och sannolikheten for att ha farre &n 55 krona ar darfor betydligt storre
an den att ha fler.

5Med tanke pa det (som jag tidigare papekade) fysikaliskt orimliga i att myntet skulle ha nigot
minne av de gamla utfallen, som paverkar de kommande, tycker jag att denna Gvertolkning ndrmast
ar att betrakta som vidskepelse. Men vi har vil alla atminstone nagon gang stétt pa nagon som vid
roulettebordet hdvdar att ”sa mycket svart som det blivit pa sistone, ar det nog dags for rott nu”, eller
som med lottokupongen i hand papekar att ”det var linge sedan nummer 19 drogs, sa denna vecka tar
jag med den”? Denna typ av sannolikhetsteoretiska missforstand dr nog i sjalva verket en bidragande
orsak till att svenska folket gor slut pa en sa forskrickande stor del av sina hushallsekonomier pa olika
hasardspel.
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Figur 1. En datorsimulering av hur andelen krona M, kan bete sig for en serie
av 100 slantsinglingar. Efter ganska hiftiga fluktuationer i bérjan, kan man i det
har fallet redan kring n = 15 fa for sig att insvingningen mot 0,5 kommit ganska
langt pa vagen, men sa, vid n = 30 till och med 37, far vi inte mindre &n atta
krona i rad (sddant hénder emellanat!), och M, glider ivdg pa ett sitt som tar
lang tid att ”reparera”. Den intresserade ldsaren rekommenderas varmt att gora
om experimentet far att fa fler exempel pa hur insvingningen mot 0,5 kan te sig.
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Figur 2. Sannolikheten att fa exakt k krona pa 100 kast, som en funktion av k.
Notera att Sigo = 50 &r det mest sannolika utfallet, men att Sigg = 55 pa intet vis
ar nagon extrem hindelse.



