Projekt P1 i kursen Matematisk Statistik F1:
Slumpvandring i ett stokastiskt medium

Projektuppgiften gar ut pa datorsimulering av en stokastisk modell himtad fran statis-
tisk fysik, och bestar av tva deluppgifter, ndmligen

(a) uppskattning av kritiskt virde hos nodperkolation pa det tvadimensionella kvad-
ratiska gittret, och

(b) uppskattning av hur snabbt slumpvandring med inbyggd drift i ovanstaende perko-
lationsprocess driver ivag.

Projektet utfors enskilt eller i grupper om tva teknologer, och redovisas skriftligt, i en
rapport.

Projektet stéller stora krav pa sjalvstindigt tdnkande. Exempelvis viljer ni sjilva i
vilket programsprak ni skall arbeta, och kan inte rdkna med nagon datorhandledning.

Deluppgift (a)

Perkolationsteori handlar om konnektivitetsegenskaper i oordnade (stokastiska) mate-
rial. En grundlaggande modell ar foljande.

Betrakta ett kvadratiskt gitter som i den vinstra figuren nedan, med noder i heltals-
punkter i planet, och linkar som forbinder horisontella och vertikala narmsta grannar.

For varje nod i detta gitter singlar vi en slant med P(krona) = p for nagot givet
p € (0,1). Om slanten visar klave kastar vi bort noden (tillsammans med alla linkar
utgaende fran noden), medan krona betyder att vi sparar noden. Detta gors oberoende
for olika noder. D& kanske vi far ett resultat liknande det i den hogra figuren.
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I perkolationsteorin ar vi intresserade av sammanhangande komponenter i den slump-
massiga struktur vi far efter att ha kastat bort noder enligt ovan. Ju storre p ér,
desto fler noder fir vi behalla, och desto lattare ar det att fa stora sammanhingande
komponenter. Om man later det ursprungliga kvadratgittret fortsiatta odndligt langt at
alla hall, och fragar efter existensen av en odndlig komponent, galler foljande resultat.

Sats: Det finns ett kritiskt varde p. € (0,1) sadant att sannolikheten att fa en odandlig
komponent i nodperkolation pa kvadratgittret med parameter p uppfyller
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Ingen har lyckats bestdmma, p. exakt. Deluppgift (a) gar ut pa att simulera perkolation
med olika varden pa p, och déarvid forsoka fa fram ett narmevarde for det kritiska virdet

De-

Detta kraver en del eftertanke. Det ar naturligtvis omojligt att simulera perkolation pa
hela kvadratgittret — man ar tvungen att inskrianka sig till en dndlig bit av detta. Da
kan man inte se om man fatt nigon oandlig komponent, utan ar tvungen att forsoka
formulera nagot kriterium for det dndliga gitter man simulerat, som skall indikera om
motsvarande oandliga gitter ger en oandlig komponent. Vad kan tankas vara ett rimligt
sadant kriterium?

En annan sak att ha i dtanke ar att for att fa en nagot sa nir god uppskattning av det
kritiska vardet p., behover man simulera avsevart storre gitter an de i figuren ovan.

Deluppgift (b)

Lat oss for ett Ogonblick aterga till det fullstindiga odndliga kvadratgittret (dar vi
annu inte kastat bort nagra noder). En slumpvandring i diskret tid pa detta gitter
kan definieras pa foljande vis. Vid tiden 0 star var slumpvandrare i origo, och véiljer
att till tiden 1 ta ett steg uppat, nedat, at hoger eller 4t vinster med sannolikhet i
vardera. Fran den nya positionen tas ett nytt steg, till ndgon av de fyra grannarna med
sannolikhet i vardera, och sa vidare. Riktningarna som véljs vid olika tidpunkter antas
oberoende.

Nu komplicerar vi modellen genom att infora en driftparameter 8 € (0, i) Varje gang
slumpvandraren tar ett steg véljer han att ga

uppat med sannolikhet
nedat med sannolikhet
at hoger  med sannolikhet
at vanster med sannolikhet
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Parametern § anger alltsd en viss dragning at hoger hos slumpvandraren. Detta kan

skulle t.ex. kunna vara en forsta grov modell for hur en laddad partikel ror sig i ett
elektriskt falt.
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Om vi nu later X, beteckna partikelns (slumpvandrarens) position i z-led vid tidpunkt
n, sa galler (pga en variant av de stora talens lag) att
X
lim =" =283 (2)
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med sannolikhet 1.

Lat oss nu komplicera situationen ytterligare genom att forst tunna ut gittret enligt
perkolationsmodellen i uppgift (a), och sedan slappa iviag en slumpvandrare fran origo.
Slumpvandraren tar steg enligt (1), med modifieringen att om han férsoker ga till en
nod som ar bortrensad sd star han istallet still en tidsenhet.

Tva olika situationer &r nu tdnkbara. Den ena ar att slumpvandraren sitter fast i
en dndlig komponent. D& kommer X, aldrig att Overskrida nagon viss grans, och
gransvirdet i (2) blir darfoér 0. Den andra mojligheten, da p > p,, ar att slumpvandraren
sitter i en oandlig komponent. Det &r kant att vi i det fallet far
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med sannolikhet 1, for ndgon deterministisk ”hastighetskonstant” som bara beror pa p
och S.

Deluppgift (b) gar nu ut pa att simulera en sidan slumpvandring, for nigot fixt p, och
olika varden pa . Valj p s att det ar klart storre an det kritiska véirdet p., men klart
mindre 4n 1. Forsok uppskatta hur hastighetskonstanten p = u(p,3) varierar, da
varierar.

Varning: Konvergensen i (3) ar kidnd for att vara ganska langsam, sa det finns risk
att era simuleringar kommer att uppvisa tamligen oregelbundna resultat. Lat er inte
nedslas alltfor mycket av detta. Och tank pa att resultaten blir battre ju storre perko-
lationsgitter ni (och era datorer) orkar med att simulera.

En forsta naiv gissning angaende hur hastigheten y varierar som en funktion av 3 skulle
kunna vara att den ar vixande i 8 — ju storre dragningskraft pa partikeln desto snabbare
borde den driva ivig. Nagot Gverraskande har det nyligen bevisats' att detta inte ar
sant! Kan ni se nigra tecken pa detta i era simuleringar? Bonusfraga: Kan ni ge ndgon
intuitiv forklaring till att det inte skulle ”16na sig” att 6ka 8 om vi vill fa slumpvandraren
att ga snabbt at hoger?

Allmanna regler for projektet

Rapporten skall utformas sa att den kan lisas och forstds av de av era kurskamrater
som inte vare sig genomfort detta projekt eller ens last projektformuleringen. Den
exakta programkoden behover inte redovisas, men daremot skall framga i stora drag
hur simuleringen gar till.

Vid poidngsattning av rapporten kommer stor vikt att laggas vid bade form och in-
nehall. Rapporten virderas till 0, 3, 4 eller 5 poang, som kan tillgodoraknas vid den
ordinarie tentamen den 24 maj, samt vid omtentamen den 19 aug 2003, men ej vid
senare omtentamina.

Deadlines (ej forhandlingsbara) for inldmning

Inldmning 1: I samband med foreldsningen mandag 28 april.
Inldmning 2: I samband med foreldsningen mindag 12 maj.

Efter deadline 1 kommer besked att ges (per email) senast fredag 2 maj om hur myc-
ket projektrapporten ar véard (0, 3, 4 eller 5 podng), samt eventuellt nagot om vilka
forbattringar som kravs for att erhalla hogre poang.

Efter deadline 2 kommer slutligt besked om podng att ges (per email) senast onsdag 21
maj.

Det ar tillatet att strunta i Inlimning 1, men observera att ni di gar miste om ett
utmarkt tillfalle till vardefull feedback.

Observera att inlamning skall ske skriftligt pd papper, dvs elektronisk inlamning ac-
cepteras ej. Glom inte att ange emailadress sa att ni kan fa feedback.

Detta gjordes samtidigt av & ena sidan Sznitman i uppsatsen On the anisotropic walk on the super-
critical percolation cluster, och & andra sidan Berger, Gantert och Peres i uppsatsen The speed of biased
random walk on percolation clusters, se http://www.math.ethz.ch/"sznitman/preprint.shtml
respektive http://stat-www.berkeley.edu/users/noam/



