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2 Modeller for tiden till fel

2.1 Tid till fel

Systemets tillstandsvariabel = definieras utav att + = 1 om systemet ar i funktion
och x = 0 annars.

Den stokastiska process som talar om precis nir systemet (komponenten) r i funk-
tion, betecknas (X (¢),¢ > 0) och definieras utav att

X(t) = 1 om systemet (komponenten) fungerar kl ¢
| 0 om systemet (komponenten) ej fungerar kl ¢

Vi ska ténka oss funktionen ¢ — X (t) hogerkontinuerlig.
Tiden riknad fran start till férsta felet, 7" > 0, dr slumpmaéssig.

Ténker vi oss ett system (komponent) som aldrig repareras, s har vi sambandet

T>t & X(t)=1

Vi ska i detta avsnitt ténka oss att vi har ett sddant system (komponent) och att T
ar systemets (komponentens) livslingd. Syftet med det &r dels att allmént studera
slumpmassigheten i livslangder, dels att infora ett antal livslingdsfordelningar. Vi
borjar med det forsta syftet.

T:s fordelningsfunktion ar
F(t)=P(T <1t)

Vi ska anta att T ar kontinuerlig, vilket innebar att F'(¢) ar deriverbar. Vi kallar
derivatan f(t) = F'(t) for T:s tdthet.

Obs att Flt 4B — Flt
£t = (1) = pim TP 2D
Pt<T<t+h) P(Tett+dt)

h—0 h dt

Saledes galler
P(T € (t,t+dt]) = f(t)dt

Medelst integration av bada leden fas
¢
ﬂﬂ:/ﬂ@@
0

Ur detta uttryck foljer att
P(T=t)=0
for alla ¢t > 0. Speciellt giller alltsa att
F0)=0

Dessutom &r F'(t) kontinuerlig och monotont vixande mot 1.
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2.2  Overlevnadsfunktion

Systemets overlevnadsfunktionen eller funktionssannolikhet eller tillforlitlighetsfunk-

tion ar
R(t)=1—F(t) = P(T > t)
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2.3 Felbenagenhet

Betrakta P(T € (4,1 + di]
€
< = ‘
Pt<T <t+dt|T >t) P> 1)
_F@+dt)-F(@)  f(t)dt
= 70 =R z(t) dt
Funktionen 1)
(t) R{)
kallas for systemets felbendgenhet eller felintensitet.
Obs att
)= 1Y o R + R () =0
R(t)

For en given felbenfigenhet z(t) ar detta ar en differentialekvation i R(t). Begynnel-
sevillkoret d4r R(0) = 1. Losningen ar

R(t) = e 20
dar .
mozﬂdgw

ar den under tidsintervallet [0, ] ackumulerade risken.

Saledes galler
t
Fit)=1—e 20 =1— e Jo#(9)ds

Medelst derivering fas

R(t) = e~%(
fas
Z(t) = —log R(t)

Deriverar vi detta fas )
R() _ (1)
R(t)  R(t)
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2.4 MTTF, MTBF

Vantevardet

p=EIT) = [ 15

kallas for MTTF—"mean time to failure”—eller MTBF—"mean time between failures™—
beroende pa sammanhanget. Man anvinder dven forkortningen MTTR—"mean time

to repair”. Notera att
MTBF = MTTF + MTTR

Vid utrdkning av MTTF kan ibland f6ljande resultat forenkla:

= /O “R(t) dt

Bokens bevis dr baserat pa partiell integration. Har ar ett battre bevis:
/ R(t) dt = / / £(s) dsdt
0 o Jt

=/000/08f(s)dtds:/Ooosf(s)d:s:u

Omkastning av integrationsordning &r tillaten da funktionerna &r positiva.
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2.5 Poissonprocessen

Lat A vara en hindelse av nagot slag, t.ex att en radioaktiv atom delar sig och
samtidigt utsondrar en partikel, att ett samtal ankommer till en vixel. Om repa-
rationstiden #r féorsumbar kan vi tinka oss att A dr hiéndelsen att en komponent
fallerar.

Vi ska anta nu att tidpunkterna da A &t fordelade enligt en homogen Poissonprocess
(HPP). Detta innebér att

1. A kan intréffa precis nér som helst och sannolikheten att A ntréaffar i intervallet
(t,t+h] beror ej av ¢ och kan skrivas Ah+o(h) da h — 0, dér A > 0 (obs att o(h)
kan vara vilken funktion som helst. Det enda som kravs ar att limy,_,g o(h)/h =
0)

2. sannolikheten att A intréffar mer &n en gang i intervallet (¢,¢ + h] dr o(h)

3. huruvida A intraffar eller ¢j i disjunkta tidsintervall ar oberoende héndelser

Anta att vi paborjar studiet av hindelsen A vid tidpunkten ¢ = 0 och att vi sedan
registrerar tidpunkterna da A intraffar. Lat N(¢) vara antalet ganger A intréffar i
intervallet (0, ¢].

Att (N(t),t > 0) ar en homogen Poissonprocess betyder att
1. N(0) = 0 och funktionen ¢ — N (t) ar hogerkontinuerlig,
och att det finns ett A > 0 sddant att
2. for s < t giller att N(t) — N(s) ~ Poi(A(t — s)),

3. for disjunkta tidsintervall (si,t1],..., (Sk,tx] giller att okningarna N(¢;) —
N(s1),...,N(tg) — N(sg) ar oberoende stokastiska variabler.

Vi noterar att A = E[N(t)]/t. Foljaktligen brukar man kalla A for processens inten-
sitet ("rate” pa engelska).

Lat 11,715, ..., T}, ... vara tidpunkterna da A intréiffar. Vi ser att
T, >t & N(t)<k
Saledes géller att
R (t) =P(T, > t)=e™ kf

=0

(At)!
N

Medelst derivering och teckenbyte far vi Tj:s tathet. Vi avstar ifran detaljerna och

noterar bara att
e ()R

(k—1)!

Den hér fordelningen kallas for gammafiordelningen och betecknas I'(k, \).

ka (t) = e

Notera att I'(1,\) = Exp(\). Tiden tills A intraffar forsta gangen &r alltsa exponen-
tialfordelad med parameter .
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Exempel 2.1 Hir soks fordelningen for T1|(N(to) = 1). Man antar alltsa att exakt
en hindelse intréiffade i tidsintervallet [0, o] och &r intresserad av nér denna héndelse
intraffade.

Det visar sig att T1|(N(to) = 1) ~ UJ0, #o]. O
Exempel 2.2 Antag att fel intraffar i enlighet med en homogen Poissonprocess
(N(t),t > 0) med intensitet A. Vissa fel leder till en konsekvens C, medan andra

inte gor det. Lat p vara sannolikheten att ett fel leder till en C-konsekvens och antag
att héndelserna huruvida ett fel leder till en C-konsekvens eller ej dr oberoende.

Det visar sig att (Y (t),t > 0) &r en homogen Poissonprocess med intensitet pA. O
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2.6 Exponentialfordelningen

Att T ~ Exp()\) innebér att T har tatheten
ft)=xe™ for t>0

Saledes ar tillforlitlighetsfunktionen

och felbendgenheten

Att felbenfdigenheten &dr konstant dr speciellt for exponentialférdelningen. Det géller
ju att felbendgenheten unikt definierar livslangdsférdelningen. Exponentialférdel-
ningens s.k glomskeegenskapen ar

P(T>s+tT>s)=P(T>t)
Den visas latt medelst insdttning i h.l av

P(T > s+1)

P(T>s+tT >s)= P> 5)

Detta gor att en anvind enhet dr "as good as new”. Detta dr alltsa aldrig nagon idé
att byta ut en komponent med exponentialférdelad livslingd.

MTTF for Exp(\) &r
1
=E[T) =~
p=E[T] =+

(utfor integrationen eller titta i Beta). Vidare,

1
Var[T] = p

Exempel 2.3 Lat for i = 1,2, T; ~ exp(\;) och oberoende. D&

oo

P(Ty < Ty) = /OOOP(TQ S TU|Ty = t) fo, (t) dt = /O P(Ty > t|Ty = t) fr, () dt

[e's) /\1
/0 (Ty > 1) fry (£) dt Ry

Analogt, om man har n komponenter med oberoende exponentialférdelade livstider
med respektive felbendgenheter Aq,...,\,, s& ar sannolikheten att komponent j
fallerar forst lika med

Aj

n
i=1 Ai
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2.9 Weibullfordelningen

T ar Wewbullférdelad med parametrar o > 0 och A > 0, om 7T':s tathet ar
ft) = ad(M)* e for ¢ >0

Parametern « definierar férdelningens form och 1/ #r dess skala. Overlevnadsfunk-
tion fas medelst integration till

R(t) = ="

Saledes blir felbendgenheten
2(t) = aA(A)* !

Serie- och parallellsystem

Antag att du har ett system bestaende av n komponenter med oberoende livslingder
Ti,...,T,. Lat den (hela) systemets livstid vara T.

Om komponenterna dr kopplade i serie, sa ar Ts = min; 7;.

Om komponenterna ar kopplade parallellt, sa &r Ts = max; T;.

Exempel 2.4 Komponenter med oberoende Weibullférdelade livslingder kopplade
i serie. Samma formparameter. Antag att 7; ~ Wei(a, ;) for ¢ = 1,...,n och

oberoende. Da ar seriesystemets livslingd Ts = min; 7; och det ar latt att se att
motsv Overlevnadsfunktion ar

Rs(t) = (5"

Ts ar alltsd ocksa Weibullfordelad. O
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2.10 Normalfordelningen

Observera att bokens beteckning &r N(v, 72).
Las sjalva om normalfordelningen i grundkursboken.

Viktigt att komma ihag att
X—-v

X ~Ny1) = ~ N(0,1)
T
samt att N(0, 1)-fordelningens téthet &r
Blt) = =

och att motsv fordelningsfunktion betecknas ®(t).

Obs att N(0, 1)-fordelningen lever pa hela talaxeln, sa att om P(7T" < 0) ej ar for-
sumbart liten, maste man betinga med att 7 > 0. Overlevnadsfunktion blir da
PIT>t) 1-0(t—v)/r)  @(v—-1t)/7)

R =PI >UT20)= 5750 = Ta(0)/r ~ o@))r

Utifran detta uttryck kan man nu berikna fordelningsfunktion F'(t), tathet f(¢) och
felbenédgenhet z(t).
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2.11 Lognormalfoérdelningen

T ar lognormalfordelad om Y = InT" adr normalférdelad.

Lognormalfoérdelningen ar ofta en bra modell for en komponents reparationstid.

1V



1 1HIOrtignetsteorl Ntuo r 4. Li1vslangdsioraciningar \»epiember 1, zUU9)
2.16 Familjer av livslingdsfordelningar

IFR, DFR

IFR betyder "increasing failure rate”.

DFR betyder “decresing failure rate”.
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