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6 Markovmodeller

Ge ett exempel pa ett intensitetsdrivet system. T.ex 4 tillstand kallade 1,2,3 och 0.
Tillstand 0 &r absorberande och innebar failure. Normalt oscillerar processen mellan
tillstanden 1 och 2. Ibland kan den ga o6ver i tillstand 3, som é&r kritiskt eftersom det
ifran 3 ar mojligt att ga till 0. Men det ar ocksa mojligt att ga tillbaka till 1 eller 2
ifran 3.

Modellera ett reparerbart system bestaende av 2 parallellkopplade komponenter. Kalla
tillstanden 11, 10,01, 00. Har innebér endast tillstandet 00 failure.

Modellera ett reparerbart system bestaende av 2 seriekopplade komponenter. Kalla
tillstanden 11,10, 01, 00. Obs att hir innebér tillstanden 01, 10, 00 olika typer av failure.
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6.1 Basalt stoff

Infor intensiteter for tillstandsbyten, blanda in exponentialférdelningens tva egenskaper

k
- ()

=1

samt

P(T;=T) = kAjA' for 1<j<k
=1 "'

om Ty,..., T} ar oberoende och T; ~ Exp()\;) fori=1,... k.

Man kan resonera sa hir: Systemet dr just nu i ett visst tillstand. Det kan Gverga i

totalt £ andra tillstand som vi for enkelhets skull nu kallar 1,..., k. Intensiteten for
overgang (transition) till tillstdnd j &r A;. Den totala intensiteten for transition ut ur
det nuvarande tillstdndet och in i nagot av de k tillstanden 1,...,k &r A = Ele Aj.

Sannolikheten att systemet 6vergar ifran det nuvarande tillstandet till tillstand j ar
Aj/A
och tidpunkten da detta sker ar om
T ~ Exp(A)

tidsenheter.
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6.2 Markovprocesser

Lat X (t) vara systemets tillstind vid tidpunkten . System som dem beskrivna ovan
uppfyller Markovegenskapen, som sédger att framtiden dr oberoende av vad som hént
tidigare givet nuet:

PX(t+s)=7|X({t)=14,Xu)=z() for 0 <u<t)=PX(t+s)=jX(t) =1)
De ar dessutom tidshomogena, d.v.s
P(X(t+s) = jlX(t) = i) = P(X(s) = j|X(0) = 1) = pi;(s)

Vi kallar
pij(t) = P(X(t) = j|X(0) = 9)

for processens overgangs- eller transitionssannolikheter.

Intensiteten for transition ifran 7 till j # ¢ ar

Y pij(h) e
iy = lim =5 = 55 (0)

ty pij(0) = 0. Obs att vi skriver p;;(t) for tidsderivatan av p;;(t). Dessutom &r

Qi = Z Qij

JFi

totala intensiteten for transition ut ur z.
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6.3 Tillstdndsekvationerna

Antag att processen vid tidpunkten ¢ = 0 startar i tillstanden ¢ med sannolikheten p;,
1=1,...,k och sitt

Pj(t) =P(X(t)=j) for j=1,...,k
Notera att

Pi(t) = P(X(t) = j) = > P(X(0) = ) P(X(t) = j|X(0) = ) = D _pipi;(t)

Inf6r intensitetsmatrisen

—Qoo 10 20 Tt Gy
Qo1 —an a21 tec (751
A= ap Q2 —G - Op2
Qor air Aoy Ary
och lat
Py(t) Py(t)
Pi(t) Pi(t)

P(t)= | P2(1) | och P(t) = | B2(t)

P, (t) P, (t)
Obs att A &r transponatet till den matris som brukar kallas for Markovprocessens
generator G. Séledes ir A = G.

Man kan visa att

AP(t) = P(¢)

Detaljerna tycker jag inte det finns nagon anledning att ga inpa.
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6.4 Tidsberoende l6sning

Losningen till systemet av differentialekvationer kan skrivas

Ootk

P(t) = eP(0) = (ZB EA’“) P(0)

J.f.r med 16sningen av den vanliga differentialekvationen (t) = ky(¢) med startvillkoret
y(0) = 1.

I exempel 6.2 tittar man pa den allra enklaste Markovprocessen med tillstandsrummet
{0,1} och intensiteterna a;9 = A och a¢; = p. Hir &r

och systemet

kan man visa loses av

A

Pit)= ——2 )t o 7
b(t) A+ue A+
A %
P(t)= e Otmt o 7
1(®) A+ue +A+u

om begynnelsevillkoret ar
Py(0) =0, Pi(0)=1

d.v.s om processen startar i tillstandet 1 vid tidpunkten O.

Vi ser att 0 . \ Py
ro) = v Ll = e

Notera att P; = lim;_,o, P;(t) &r den assymptotiska tillgdngligheten. Vi skriver

] dd t —

1 1/A MTTF

A: = =
A+p 1/A+1/u  MTTF + MTTR
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6.5 Asymptotisk losning
Lat t — oo i ekvationssystemet

D4 fas
AP =0

ty lim; P(¢) = 0 om det finns en assymptotisk 1sning
Py
P = f:)l = lim P(¢)
P,
P kallas ocksa for de stationdra eller invarianta sannolikheterna.

LAt oss verifiera att de stationdra sannolikheterna ar

[nl =5
P Ap Lp

i exempel 6.2 dér tillstandsrummet dr {0,1} och intensitetsmatrisen ar

_|=Kr B
A=y 4]
Vi ska alltsa l6sa
AR
1% - P1 N 0
D.v.s
—/j,Po + )\Pl =0
wPy— AP, =0
Obs att ekvationerna &r linjart beroende. Bada medfor
P1 = %P@

Vi skaffar oss en unik 16sning genom att utnyttja att Py + P, = 1. Saledes har vi

1 A
Ph+~-FPh=1 = P=—
0+)\0 "= Xts

och L L
P="P=—
Y A+ u
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Prestanda (assymptotiska eller medel)

Besdoksfrekvensen for tillstandet j ar

vj = a;;P;
Detta foljer ifran sambandet
1
vj— =P
ajj

tidsenheter. Tiden i tillstdndet j &r ju exponential med paramater a;;

Obs att S bestar av tillstanden 0,1,...,r. Vissa av dessa innebér failure. Lat F* C S
innehalla alla tillstand som innebéar att systemet ej nar upp till specificerade prestanda.
Lat dessutom B = S\ F. Systemets (medel-) tillginglighet &r

As =) Pi=1-3 P

JEB JEF
Systemets otillginglighet dr 1 — Ag.

Hgyland & Rausand ridknar nu pa nagra speciella system. Bl.a tva oberoende kompo-
nenter kopplade parallellt och i serie. Det har inte vi tid till.



Tillforlitlighetsteori ht03 F5: Markovska system (September 12, 2003) 8
6.6 MTTF

Ga tillbaka till det allra forst nimnda systemet och snacka lite 16st om att man kan
berikna (iallafall Laplacetransform for) fordelning for tiden Ty till failure.



