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7 Raéakneprocesser (punktprocesser)

7.1 Inledning

Reparerbara system (subsystem eller komponenter) som initieras vid tidpunkten ¢ = 0.
Inga reparationstiderna (de antas forsumbara).

Failure times ar Sy, Ss, ... Man brukar ocksa inféra Sy = 0.
Interfailure times ar Ty = Sy, To = Sy — S1, T3 = S3 — S, etc.
Antalet failures i tidsintervallet (0,t] &r N(¢).

Vi noterar att N(t) ar en rikne- eller punktprocess. Sddana uppfyller

Definition 7.1 Varje rikneprocess (punktprocess pa linjen) N(¢) uppfyller
1. N(t) >0,
2. N(t) ar heltalsvérd,
3. s<t= N(s) < N(t), och
4. N(t) — N(s) ar, for s < ¢, antalet failures (impulser) i tidsintervallet (s, t].

Exempel 7.1
Fel nummer Kalendertid Tid till féregaende

i dagar fel i dagar

N(t) Sj T;

0 0 0

1 177 177

2 242 65

3 293 51

4 336 43

5 368 32

6 395 27

7 410 15

Man far en kénsla av att detta systemet gradvis férsdmras. De realiserade virdena av
T; avtager ju. Sddana system kallas "sad”. Motsatsen till sad ar "happy”.
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Grundliggande definitioner

e Oberoende okningar: for 0 < t5 < t; <ty < --- < t; ska det da gilla att
N(t1) — N(to), N(t2) — N(t1),..., N(tx) — N(tx_1)
ar oberoende.

e Stationéra dkningar: for 0 <ty < t; <ty < --- < t;, ska det da gilla att
N(t148)—N(to+5), .. ., N(ty+s)—N(ty1+5) < N(t1)=N(to), . .., N(tx)—N(ty 1)
for varje s > 0 (tecknet £ utlises “har samma fordelning som”).

e En stationdr rdkneprocess har stationara okningar.

e Det finns icke stationira riakneprocesser. NHPP (se nedan) &r en sadan.

e En reguljir rdakneprocess uppfyller

P(N(t+h)—N(t)>1)=o0(h) d& h—0
(Per definition géller limy, o(h)/h = 0.)

e ROCOF (rate of occurence of failures):

w(t) = W'(t) = B[N ()

Obs att
w(t)dt =dE[N(t)] = E[N(t + dt) — N(t)]

Om processen ér reguljir giller att N(¢ + dt) — N(t) € {0,1} och
w(t)dt = P (N(t+dt) — N(t) =1)
(j.f.r med felbenégenheten).

e Tiderna mellan fel (interfailuretiderna). Lat Sy = 0, S1, Sa, ... vara tidpunkterna
da fel intraffar. Tiderna mellan fel ar

T;=5;—-S;1 for j=1,2,...
e Nuvarande komponents aterstaende livstid:
Y(t) = Snw+1 —t
e Nuvarande komponents alder
Z(t) =t = Snq
e Nuvarande komponents totala livstid

Y(t)+ Z(t) = Snwy+1 — Svewy = Ty
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Tre typer av rdkneprocesser

1. Homogen Poissonprocess (HPP)
2. Fornyelseprocess (renewal process)

3. Icke-homogen Poissonprocess (NHPP)
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7.2 Homogen Poissonprocess (HPP)

Varje HPP har oberoende och stationdra okningar.

ROCOF (intensitetsfunktion) &r

w(t) = %E[N(t)] =
ty W(t) = E[N(t)] = AL.

Interfailuretiderna (tiderna mellan fel) 77, T, . . . dr oberoende och exponentialférdelade
med véntevirde 1/\.

Tiden for failure nummer 7,
ST:T1+T2+...+TT

ar gammafordelad med parametrar r och 7.

”Compound” HPP

Sammansatt (homogen) Poissonprocess siger man kanske pa svenska. Failure sker enl
en HPP med intensitet A. Till failure ¢+ hor nu en konsekvens V;. De stokastiska vari-
ablerna V1, V5, ... forutsitts vara oberoende av HPP:n samt inbérdes oberoende och
fordelade som V.

Den totala (kumulativa) konsekvensen vid tidpunkten ¢ &r

Z(t) = %t) Vi
Dess vantevarde ar N(t)
Elz®)=E |3V,
— S P(N(t) =n)E %w N(t) = n]
- f:OP(N(t) =n)E lé% N(t) = “]
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= 3" P(N(#) = n) nE[V] = XE[V]

M.a.o,
E[Z(t)] = ME[V] = Mv

diir v = E[V].
Vi noterar att man dven kan rikna ut 72 = Var[Z(¢)] med samma metodik.

Foérdelningsfunktionen for Z(¢) kan ocksa beriknas med denna metodik:

P(Z(t)<z) =P (gﬂv < z)

=1

dar F‘(,")(z) ar fordelningsfunktionen for summan av n oberoende V-variabler.

Ofta géller att P(V > 0) = 1 (t.ex om konsekvenserna av failure dr ekonomiska). Da
kan vi infora tiden 7, tills konsekvenserna summerar sig till minst ¢. Ur

T.>t < Z(t)<c
fas © ()"
P(T,>t)=e Zo e FM(c)

och, via resultatet E[T] = [;°P(T > t) dt, far vi

BT =5 3 HO0

Hgyland & Rausand tittar nu pa specialfallet da V' ~ Exp(p), kanske eftersom man da
relativt 1att kan rdkna ut att

> FY(e) =1+ pc
n=0
och det foljer da att
1
BT, = —F¢
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7.3 Fornyelseprocess

Riakneprocessen siges vara en fornyelseprocess om interfailuretiderna 7}, T, . . . dr obe-
roende och likaférdelade. Lat variabeln 7" ha denna gemensamma fordelning. Man later
ibland 77 ha en annan férdelning &n 7" och sidger da att man har en férdréjd férnyel-
seprocess.

HPP:n &r det kanske mest vilkdnda exemplet pa en fornyelseprocess.

Nagra begrepp
1. S, =T, 4+ ...+ T, ar tidpunkten for den r:te fornyelsen.
2. N(t) = max{r : S, <t} ar antalet fornyelser i tidsintervallet (0, ¢].
3. W(t) = E[N(t)] kallas for fornyelsefunktionen.

4. w(t) = W'(t) kallas for fornyelsetdtheten. Notera att

ar forvintat antal fornyelser i tidsintervallet (s, ¢].

Fordelningen for S, kan bestdmmas rekursivt m.h.a teorin f6r summering av oberoende
stokastiska variabler:

FO@t) = P{S, <t} =P{S,_, + T, < t}
S,_1 och T, ar ju oberoende. Laplacetransformmetoder anvinds ocksa.

For stora r ar S, enligt centrala grinsvirdessatsen approximativt normalférdelad. Lat
w = E[T] och 0 = Var[T]. Da géller att

Sr — Tl ap

RN

om 7 ar tillrackligt stort.
Fordelningen for N(t) fas ur ekvivalensen
Nit)>r & 5. <t

Saledes géller att
P[N(t) > r] = P[S, < t] = F"(t)
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vilket implicerar
PIN(t) <r]=1— Frt(z)

(detta kan &dven inses direkt ur ekvivalensen N(t) <r & S,y > t) och
PIN(t) =r] = F(t) — Fr+ (1)
D& r ar stort kan man approximera hogerleden med c.g.s.

Det ar svart att explicit bestimma fornyelsefunktionen

W(t) = BIN(t)] = i@ PIN(t) > 1) = il P(N(t) > 1) = il FO)

Men man kan hérleda en ekvation som kallas for fornyelseekvationen som ibland kan
losas. Fornyelsetdtheten w(t) = W'(t) satisfierar ocksé en fornyelseekvation.

I laroboken illustrerar man ovanstaende med att rikna pa HPP:n, som &ar en av de fa
fornyelseprocesser som man kan rikna pa explicit.

Assymptotik

Sats 7.2 (The elementary renewal theorem)

lim —W(t) = E
t—soo n

ddr p = E[T].

Sats 7.3 (Blackwell’s theorem)
Om fordelningen for T dr icke-lattice,

lim (W (¢ + h) — W(£)) = % for h>0

t—00

ddr p = E[T].

Dividera bada leden i Blackwells sats med h och lat h — 0. Under vissa ytterligare
forutsdattningar kan man kasta om griansévergangarna och erhalla

Sats 7.5
Om fordelningen for T dr icke-lattice, m.m, sd
1

fim w(t) = -
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Alternerande férnyelseprocesser

Lat U, vara forsta upptiden, D, vara forsta nertiden, U, vara andra upptiden, o.s.v.
(Rita in tiderna i en figur 6ver hur X(¢) varierar.) D& kommer cykeltiderna T; =
U; + D;,i = 1,2, ... att bilda en vanlig férnyelseprocess (forutsatt oberoende och lika
fordelningar, sa klart).

Vi kommer ihag att A(t) = P(X(¢) = 1) &r tillgéngligheten vid tidpunkten ¢ och att
A = limy o, A(t) ar den assymptotiska (eller medel-) tillgéngligheten.

Sats 7.11
Om fordelningen for T = U + D dr icke-lattice, dr den assymptotiska tilgingligheten A

lika med
E[U] MTTF

E[U] + E[D] _ MTTF + MTTR

ddir p = E[T].

Laroboken studerar nu fallen

e Exponential lifetime—Exponential repair time

e Exponential lifetime—Constant repair time
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7.4 Icke-homogen Poissonprocess (NHPP)

Definition 7.7 En NHPP &r en rdkneprocess med oberoende och Poissonfordelade
okningar. Lat W (t) = E[N(t)]. Obs att nu géller ej att w(t) = W'(¢) ar konstant.

For s < t giéller alltsa att okningen N(t) — N(s) &r Poissonfordelad med véntevirde
W(t) — W(s).
Tiden T tills fel nummer 1 har 6verlevnadsfunktionen
t

Ri(t)=P(Ty >t) = P(N(t) = 0) = e WO = ¢ Jow(s)ds
Antag att tidpunkten just nu dr s > 0. Lat Y, vara tidpunkten fér nista fel. Dess
overlevnadsfunktion &r

P(Y,>t) = P(N(s+1t) — N(s) = 0) = e~ (Ws+)=W()

s+t t
— e—fs w(u)du _ e fow(s—l—u) du

Felbendgenheten efter tidpunkten s dr alltsa w(s + -) (detta &r en elegant beteckning
for funktionen som avbildar ¢ > 0 pa w(s +t)).

Parametriska modeller for titheten w(t)

1. Power law: w(t) = A\Bt°~1 (j.f.r Weibull-férdelningen)

2. Linear: w(t) = M1+ at) (kan bli negativ, vilket &r forbjudet, om o < 0. Anvind
isafall modellen bara saldnge w(t) > 0)

3. Log-linear: Inw(t) = A\(1 + at)



