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8 Beroende fel

8.1 Inledning

1. Common cause failures (positivt beroende; fel i en komponent = 6kad felrisk i
andra komponenter)

2. Cascading failures (fel i en komponent = fel i andra komponenter)

3. Negative dependencies (fel i en komponent = mindre risk for fel i andra kompo-
nenter)

8.2 How to obtain reliable systems

Hér finns en del praktiska riktlinjer, som. ..

8.3 Modeling of dependent failures
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8.4 Nagra modeller for beroende fel
Kvadratsrotmodellen

Parallellsystem med tva komponenter dér bada komponenterna kan fallera p.g.a nagon
gemensam orsak (common cause).

Lat A; vara hindelsen att komponent ¢ ej fungerar. Parallellsystemets otillginglighet

" P(Al ﬂAQ) - P(Al)P(A2|A1) 2 P(Al)P(AQ)

ty
P(A;) < P(As|Ay)

(och analogt P(A;) < P(A;|Az)). Detta beroende kallas positivt. Dessutom géller ju
alltid att

Vi har saledes, om A; och A, ar positivt beroende,

P(A)P(43) < P(A; N Ay) < P(A;) A P(4s)

Antag nu att vi allmént har hittat en undre P, och en Ovre Py begriansning av ett
parallellsystems otillforlitlighet:

PL<1-A<Py

da viljer man ibland nagot godtyckligt att sdtta otillforlitligheten 1 — A till

1_AM:VPL'PU

(geometriskt medelvérde) och rikna med tillforlitligheten

AM:1—\/PL'PU

p-faktormodellen (och generaliseringar)

Antag vi har n identiska komponenter, med felbenégenhet \. Vi ska tdnka oss tva typer
av fel i en komponent:

e individuellt fel med felbendgenheten \;

e gemensammt fel med felbendgenheten A\¢
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Komponentens felbendgenhet &r alltsa A = A; + A¢ och man introducerar S-faktorn

f=soC =0
T A+ A A
och har da
Ac = BA
samt
Ar=(1-p8)A

Titta nu pa ett parallellsystem bestaende av tva komponenter (z1, z3) och en hypotetisk
komponent (z3) som tar hand om det gemensamma.. Notera att strukturfunktionen
blir

¢($1, T2, 373) = (.’L’l N .’E3) vV (.’L‘Q VAN 373)

=1- (1 — $1$3)(1 — .I2£E3) = T1T3 -+ Toly — T1T2X3 = ($1 -+ To — iL‘l.IQ)LL'g

= (ZEl \/.’L'Q) /\.133

Idéen med den hir typen av modeller dr alltsad att man inf6ér ytterligare komponenter
i strukturen for att modellera gemensamma fel.

Notera dven att system med [-faktorer dr Markovska, men att idéen att infora ex-
tra komponenter for att modellera gemensamm pafrestningar pa komponenter inte ar
begrénsad till den Markovska vérlden.

Man kan ocksé ténka sig olika \; for olika komponenter och dven olika A¢ (i olika delar
av konstruktionen).

Binomial Failure Rate Model and Its Extensions

Antag vi har n identiska komponenter, alla med individuell felbendgenhet \;. Vidare
géller att en s.k chock intraffar med intensiteten v. I chock-6gonblicket giller for varje
komponent att den gar ner p.g.a chocken med sannolikheten p oberoende av vad som
hénder med de 6vriga komponenterna.

Detta ar en generalisering av S-faktormodellen.

Aven denna modell ar Markovsk.
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8.5 Associerade variabler

Idéen med det som foljer ar att begréinsa tillforlitligheten P(¢(X) = 1) nedat och
uppat.

Lat de minimala vigarna vara P, ..., P, och de minimala avbrotten vara K, ..., K.
Vi kommer ihag att

p(x)=1 & IVieP: =1 & VsHeK,:z;,=1

M.a.o,

max min z; = ¢(x) = min max z;
T ieP, s icK,

Detta medfor

minz; < ¢(x) < maxz;
1€P, Z_¢( )_ieKs ¢

géller for 1 <r < poch 1 < s < k. Saledes giller

EIEI}D?XZ'ZI = ¢X)=1 = ?el?()s(Xizl

vilket ger att

P(minX,- _ 1) <P@X)=1) < P<maxX,- _ 1)

1€ Py 1€EK

giller for 1 <r < poch 1 < s < k. Harur fas

max P(minXi = 1) < P(¢(X) =1) < min P(maXXZ- = 1)

1<r<p 1€EP, T 1<s<k €K,

Detta allménna resultat kan férbéttras om vi begrénsar oss till s.k associerade stokas-
tiska variabler.
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Definition

Definition 8.1 Variablerna X1,..., X, siges vara associerade om
Kov[f(X1,..., Xn),9(X1,...,Xn)] >0

for alla funktioner f,g : R” — R som ar icke-avtagande i varje argument.

Positivt beroende stokastiska variabler uppfyller
KOV[XZ', X]] >0
for alla 7 # j. Detta ar en storre klass.

Man kan visa att féljande definition kan ersédtta Definition 8.1.

Definition 8.2 Variablerna X1, ..., X, siges vara associerade om
KOV[f(Xl, e ,Xn), g(Xl, PP ,Xn)] 2 0

for alla funktioner f,g: R™ — {0, 1} som &r icke-avtagande i varje argument.
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Grundliggande satser

Sats 8.1 Varje delmdingd av en klass av associerade variabler dr assicierad.
Sats 8.2 X dr assicierad.

Sats 8.3 Icke-avtagande funktioner av associerade variabler dr associerade.

Sats 8.4 X = X4,...,X,, och Y =Y1,...,Y, associerade, samt X och Y oberoende
=X, Y=X,...,X,,,,Y1,...,Y, associerade.

Obs att ur sats 8.2 och 8.4 foljer att om Xi,...,X, &r oberoende, s ar de dven
associerade.

Sats 8.8 X1,..., X, associerade och bindra = 1 — Xq,...,1 — X, associerade.

Sats 8.9 Om tillstindsvariablerna X1, ..., X, hos en koherent struktur dr associerade,
sa

1. for de minimala vigarna Pi, ..., P, gdller att variablerna

pr(X) = /\ X; for r=1,...,p

i€P,
ar associerade, och

2. for de minimala avbrotten K,..., Ky gdller att variablerna

ks(X) = \/ X; for s=1,....k

€K,

ar associerade.

Bewvis: Del 1 foljer av att pi, ..., pp dr icke-avtagande. J.f.r sats 8.3. Del 2 f6ljer med
ett liknande resonemang som gar via sats 8.8. O
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Begrinsningar av tillforlitligheten

Vi boérjar med det ur matematisk synpunkt viktigaste resultatet. De uppskattningar
av tillforlitligheten som foljer dr ganska rattframma konsekvenser av sats 8.10 neden.

Sats 8.10 Ladt X.,..., X, vara bindra och associerade. Dd

P(/Z\Xi = 1) > E[P(Xz- =1)
P(\Z/Xz- = 1) < ]?[P(X,- =1)

ddar

3

HP(Xizl) =1-JJ1-P(X;=1)) :1—HP(XZ-:O)

Obs att om X1,..., X, ar oberoende, sa giller likhet ovan.

Vi har saledes for en seriestruktur ¢ att
POX) =1 > [[ P =1)

Ett associerat beroende okar alltsa tillforlitligheten hos en seriestruktur jamfort med
oberoendefallet.

Och om ¢ ar en parallellstruktur har vi att

P$(X)=1) < [ P(X; = 1)

Ett associerat beroende minskar alltsa tillforlitligheten hos en parallellstruktur jamfort
med oberoendefallet.

Bewvis av sats 8.10: Lat Y; = 1 — X;. Obs att Y;,...,Y,, ar associerade. Notera ekviva-
lensen

i i
Vi far nu att

P(\i/Xi:1> :1—P<\i/XZ~:O) :1—P</Z\1fi:1>

Antag nu att vi visat det forsta pastaendet. Da foljer

1—P</\}/i:1> <1-[[PYi=1)=1-][P(X;i=0)=[[P(X;=1)
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Vi har alltsd da att

Saledes racker det att visa den forsta olikheten. For att se den noterar vi forst att den
ar ekvivalent med
B [n X,-] > [[E1x)]

ty vénsterledet ovan ar ju lika med E [A; X;] och s& &r ju alla variablerna binéra. Att
X1, .., X, dr associerade betyder speciellt att X; och [[;5, X; dr positivt beroende,
vilket innebéar att

i>2

> E[X\|E

I,

i>2

Itererar vi detta argument, fas

¢l -t

vilket skulle visas. O

Sats 8.11 For en koherent struktur ¢ bestaende av n komponenter med associerade
tillstandsvariabler X4, ..., X, gdller

HP(Xi=1)SP(¢(X):1)SHP(Xi:1)

Bewis: Enl sats 3.2 géller
[[Xi<oX)<[[Xi

ur vilket i i
HXi:1 = ¢X)=1 = ]_IX,:1
foljer. Saledes géller at‘zc Z
P(HXi = 1) <P@X)=1) < P(HXi = 1)
Sats 8.10 ger nu att

E[P(Xi =1)< P(/i\Xi = 1) <P(pX)=1) < P(];[Xi = 1) < gp(xi =1)

vilket skulle visas. O
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Satsen sédger att ett koherent associerat systems tillforlitlighet ligger mellan den tillfor-
litlighet som fas om alla komponenterna ar oberoende och serie- resp parallellkopplade,
vilket ar klart rimligt.

Nista sats ar en forbattring.

Sats 8.12 For en koherent struktur ¢ bestaende av n komponenter med associerade
tillstandsvariabler X1, ..., X, gdller

[ P(5s(X) =1) < P(¢(X) = 1) < [T P(pr(X) = 1)

dir ks(X) = Vick, Xi dr parallellstrukturen horande till det minimala avbrottet Ky och
pr(X) = Aicp, Xi ar seriestrukturen horande till den minimala vigen P,.

Bewvis: Vi vet fran kap 3 att

HK's:Qs:Hpr

S

Saledes galler att

P(H/ﬁs = 1) =P(p=1) :P<HpT = 1)
Enl sats 8.9 ar avbrotts- och vigvariablerna associerade och vi far fran sats 8.10 att
HP(/{3=1)§P(¢=1)§HP(pT=1)

vilket skulle visas. O

Hér foljer det som jag tror dr den bésta uppskattningen av tillforlitligheten P(¢ = 1)

Sats 8.13 For en koherent struktur ¢ bestaende av n komponenter med associerade
tillstandsvariabler X4, ..., X, gdller

max [I PXi=1) < P(¢(X)=1) < min II P(X;=1)

dir Py, ..., P, och Ky, ..., Ky dr de minimala vigarna resp avbrotten.

Bewis: 1 inledningen av detta avsnitt visades att
P(minXZ- = 1) <P@X)=1) < P(maXXZ- = 1)
1€EP, 1€EK
giller for 1 <r < poch 1 < s < k. Enligt sats 8.10 géller att
icP, 1€P,
och att
P(maXXZ- = 1) < H P(X;=1)

€K icP
"

Hérur foljer satsens pastaende omedelbart. O
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Exempel. Betrakta brostrukturen

Antag att P(X; =1)=099 fori=1,...,5.
De minimala vigarna é&r P, = {1,4}, P, ={2,5}, P;=1{1,3,5}, P, ={2,3,4}.
De minimala avbrotten ar K; = {1,2}, K, ={4,5}, K3 =1{1,3,5}, K4={2,3,4}.

Om Xi,..., X5 ar associerade, sa foljer fran sats 8.11 att
5 _ 1 5
0.99° < P(¢p=1) <1 (1 0.99)4

och fran sats 8.13 att

2 _ 1 2
0.992 < P(¢=1) <1—(1-0.99)

~0.98 =0.9999

Strukturfunktionen ¢ kan formuleras och férenklas m.h.a de minimala vigarna:
O(X) = 2124 V T2X5 V T123%5 V T2X324
=1—(1—=z124)(1 — zo25)(1 — 212325) (1 — Tox324)
= ... =T1%4 + Tox5 + T1T3T5 + T2T3T4 — T1T2T3%4

— T1T2X3T5 — T1T2T4T5 — T1T3T4T5 — ToT3TaTs + 2T1T2T3T4Ts

Om man istéllet skriver ned den m.h.a de minimala avbrotten fas:
d(x) = (x1 V) A (zaVas) AN(x1VazVaes)A(zaVasVay)
=[1-Q0—-2)Q—2)][1 - (1 —24)(1 - z5)]
=1 =2)Q —23)(1 —25)][1 = (1 = 22)(1 — 23) (1 — 24)]
=...=X1T4 + ToT5 + T1T3T5 + TaX3T4 — T1T2T3%4

— X1T9X3X5 — T1X9X4X5 — T1X3T4T5 — To2X3T4T5 + 2$1$23)3$4$5

Om Xi,..., X5 ar oberoende, sa géller féljaktligen
Plp=1)=2-0.99+2-0.99° —5-0.99* +2-0.99° = 0.999798



