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11 Bayesiansk tillforlitlighetsteori

Klassisk statistisk inferens som vi lar ut pa vara statistikkurser ar frekvensbaserad eller
frekventistisk. Anta som exempel att du vill skatta en sannolikhet p for en hindelse
A i ett forsok. Det normala ar att du da gor n st oberoende upprepningar av forsoket
och riaknar efter hur manga ganger A intraffar. Kalla detta antal for f. Da skattar vi
p med den viantevirdesriktiga skattningen

g
p = —

n
och anvinder normalapproximation for att bestdmma (1 — a)-konfidensgrénser. Vi kan

d& skriva

P =P Etapp(n—1)y/p1 - 5)/(n— 1)
forutsatt att antalet forsok n ej ar for fa. Ett alternativ, som kan tas till da normalap-

proximationen inte dr bra, ir att berdkna exakta konfidensgrinser m.h.a binomialfor-
delningen.

I Bayesiansk statistik forsoker man utnyttja ev redan erhallen kunskap om sannolikhe-
ten p. Antag t.ex att man dr tamligen séker pa att p ~ 0.8. Detta kan man konkretisera
matematiskt genom att ange en a priori-tithet! eller -trolighet for sannolikheten p.
Detta ér en funktion 7(p) definierad for p € [0, 1]. Ett naturligt val av a priori-tathet
ar

m(p) = Cp* (1 -p)’ (1)
dir konstanten C ges av [, 7(p) dp = 1. Men observera att virdet av C inte det minsta
péaverkar slutsatserna i analysen som féljer.? Darfér brukar man inte bry sig om C och
bara ange att 7(p) dr proportionell mot p® (1 — p)®, vilket skrives

m(p) o p* (1 = p)°
parametrarna a, b viljs sa att formen av 7(p) reflekterar den férhandskunskap man har
om p. Denna form bestdms enbart av a, b. Vi noterar forst att om man som ovan tror
att p ~ 0.8, sa bér man vilja a, b sa att
a
a+b

eftersom 7(p) antar sitt storsta virde da p = a/(a + b). Vi noterar vidare att ju storre
summan a + b dr, desto mer koncentrerad blir 7(p) runt maximat. Kénner man sig
vildigt siker pa att p ~ 0.8, ska man darfor vilja a + b stort och, omvéint, kiinner man
sig inte speciellt siker, sa viljer man ett mindre virde pa a + b.

~08 & a=4b

Anta nu att vi har observerat att hindelsen A intréaffat f ganger i n oberoende forsok.
Vad som da behover goras dr att definiera en regel som omvandlar & priori-tdtheten
till en @ posteriori-dito® betecknad m(p | n, f). Det finns goda skil att anviinda foljande

13 priori #r latin och betyder pa forhand
2 Atminstone om man gor analysen pragmatiskt s& som undertecknad foresprakar
33 posteriori #r latin och betyder i efterhand
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regel:
m(p|n, f) ocw(f [n, p) 7 (p) (2)

dar 7w(f | n,p) ar f:s tithet, alltsd den vanliga binomialtatheten,

w(f|n,p) = (?) ol (1= p)

Uppdateringsregeln (2), som kallas for Bayes sats, ar en generalisering av Bayes formel
som gas igenom i de flesta grundkurser i matematisk statistik. Observera att propor-
tionaliteten i (2) ar m.a.p p. Saledes giller att

m(p|n, f) = Cn(f|n,p) n(p)
dar C' ges utav att X
[ cn(f In.p)n(e) dp = 1

Vi ser att )
C =1/ [ x(f|n.p)(p)dp

Vi utfor multiplikationen i (2), kastar faktorer som saknar betydelse, och erhaller

7(f | n,p) o p*HF (1 — p)btn=!

Nu inses varfor det dr naturligt att vilja a prioritdtheten i (1). Att man far tillbaka
samma typ av tithet efter uppdatering med Bayes sats brukar man uttrycka med att
siga att & prioritdtheten i (1) (som brukar bendmnas beta-tétheten) ar konjugerad
till binomialmodellen eller Barnoullimodellen. Betatdtheten ar alltsd konjugerad till
binomialmodellen.

Accepterar man denna Bayesianska metodik, bor man efter det att de n oberoende
forsoken gjorts, anse att
o a+f
a+b+n
eftersom & posteriori-tdtheten antar sitt storsta virde i denna punkt. Sdkerheten i
a priori-gissningen angavs ju av a+ b. Analogt anger a + b+ n sikerheten i a posteriori-
gissningen.

Man kan ténka sig att sikerheten i a priori-gissningen p ~ a/(a + b) &r lika stor som
den sikerhet man far om man i a + b st oberoende métningar ser héindelsen A intriffa
i a st. Men observera att a, b ej behover vara heltalsvirda. Det enda kravet ar att de
ar strikt positiva, d.v.s, a > 0,b > 0.

Undertecknad foredrar att pa ett pragmatisk sitt blanda Bayesianska och frekventis-
tiska idéer. Saledes anger han gérna foljande & priori-konfidensintervall och -skattning

p = Pur % taja(a+b—1)/Pur(l — pur)/(a + b — 1)
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dar
a

a+b

(ML star for "Maximum Likelihood” och vi ska ténka pd pyz = a/(a + b) som p:s
troligaste véirde). Frihetsgradstalet a + b — 1 bor rundas av nedat om man ska himta
det ur en tabell och det ej dr ett heltal. Ett implicit krav hér dr da att a + b ej ar for
litet. Om detta ej ar uppfyllt sa far han avsta fran att specificera ett a priori-intervall
for p. I analogi anger han sedan & posteriori-konfidensintervallet och -skattningen till

ML =

p=DPur £lapp(a+b+n— 1)\/ﬁML(1 —pur)/(a+b+n—1)

dar nu
R a+ f

Prar = a+b+n

Aven hir ska frihetsgradstalet a4+b+n—1 vid behov rundas av nedat. Det kan finnas skil
for att arbeta med ensidiga konfidensintervall. S& den mdjligheten ska inte uteslutas.
Observera att detta sitt att rdkna ut konfidensintervall bara duger om antalet f6rsok
n ar tillrackligt stort. Da bor inte a + b vara for litet om det ska vara nagon mening
med den Bayesianska ansatsen. Men oftast ar det nog sa att Bayesiansk teknik gor béast
nytta ndr man inte har mojlighet att ta stora stickprov.

Observera att den pragmatiska Bayesianska metodiken, sa som jag beskrivit den har
och anvidnder den, rymmer den klassiska frekventistiska. Viljer man ¢ = b = 0, blir
a priori-tatheten konstant: 7(p) o 1; och konfidensintervall och ML-skattning ovan
blir de vi dr vana vid. En konstant "prior” kallas icke-informativ och svarar mot ingen
forhandskunskap.

Traditionella Bayesianer féredrar dock att skatta p med vintevirdet m.a.p a posteriori-
tatheten. Da maste den ospecificerade konstanten bestimmas. Sedan ska man beridkna

1
po=Elp|n,f]= [ pr(p|n. 1) dp

Exempelvis Beta kan assistera i denna process. En stunds bladdrande och tinkande
ger vid handen att Bayes-skattningen av p ar

. atf+1
PE s b+ n+2
Notera att pg = E[p|n, f] dr en funktion av data n, f. Man kan visa att av alla

reella funktioner O(n, f), s ir Bayesskattningen pg = E[p|n, f] den som minimerar
vantevirdet

B[O 1) =9 1n] = [} S0 1) =9 x(¢ In.0)50)
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Notera att 7(f | n, p) m(p) = 7(f,p| n) ar en tva-dimensionell tathet och att vintevirdet
ovan ar m.a.p denna.

Traditionella Bayesianer foredrar s.k kreditibilitetsintervall framfér konfidensintervall.
Man viljer da intervallgranser [, s sa att

Pi<p<blnf)= [ wlnfdp=1-a 3)

1

Onskas ett uppat begrinsat intervall viljes [; = 0. Onskas ett symmetriskt intervall,
sa valjes Iy, Iy sa att

I 1
L win, fydp= [ 7(p|n.f)dp=a/2
Da &r ju ocksa (3) uppfyllt.

Notera att det dr den betingade fordelningen for f, givet n,p, som &r Bin(n, p). For-
delningen for f har tdtheten

w(f n) = [ (| n,p) w(o) do

ty produkten 7(f | n,p) 7(p) ar (i analogi med vanlig betingning) lika med den gemen-
samma fordelningen for paret f, p:

m(f|n,p)7(p) =7(f,p|n)

Tétheten 7(f | n) brukar kallas for den prediktiva titheten for f. Det kan ibland finnas
skal att studera denna innan de n oberoende forsoken utfors.

Antag nu att vi gjort vara n métningar, uppdaterat var a priori-kunskap 7 (p) till
a posteriorin m(p|n, f) och O6nskar géra ytterligare m oberoende forsok. Lat g vara
antalet lyckade (d.v.s antalet ganger som A intriffar). Det &r nu naturligt att som
a prioritithet vilja m(p|n, f). Vi kan nu rdkna ut den prediktiva tditheten for g, givet
n, f, enligt

wlglm, n,f) = [ w(g|m,p)n(p|m, ) dp

ty

m(g|m,p)m(p|n, f) = m(g,p|m, n, f)
déir 7(g | m,p) ar Bin(m, p)-tatheten (métmodellen) och 7(p | n, f) alltsd var nya a pri-
oritathet.

Efter det att de m nya forsoken har gjorts och vi observerat frekvensen g kan vi rdkna
ut var nya a posterioritdthet om vi som a prioritithet viljer 7(p|n, f). Vi far icke
ovantat

m(p|m,g, n,f) o w(g|m,p)m(p|n,f)

x pa—|—f+g (1 _ p)b+n+mf(f+g)
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Lasaren ombedes att sjilv tdnka igenom foljande "case:” Antag att man avser att testa
i 10 timmar vardera 5 st exemplar av en vidareutveckling av en ventil som anvinds i
Formula-1-motorer. Syftet ar att skatta funktionssannolikheten p efter 10 driftstimmar.
Man &r tamligen sidker pa att den ventil som anvinds for nidrvarande har funktions-
sannolikheten p =~ 0.93 och att vidareutvecklingen ar en forbéttring. S& man ténker
sig a priori att p &~ 0.93. Viljer man att jobba Bayesianskt med en beta(a,b)-a pri-
oritathet, sa foljer att a/b ~ 0.93/0.07 =~ 13.3. For att komma vidare behGver man
nagon slags skattning av sidkerheten i antagandet p ~ 0.93. Ett sitt dr att ansétta att
P(p > 0.9) =~ 0.8. Lite "lek” med Matlab (jag anvinde funktionen betacdf) ger nu att
a = 40,b = 3 kan vara ett vettigt val av betaparametrarna, ty da ar a priori
40

pmr = 13~ 0.930 och P(p>0.9) ~ 0.805

Icke oviintat visade det sig att alla komponenterna holl. A posteriori giller da att

40+ 5 45
v = ————=—=20.938 och P(p>09|n=5,f=5)=0.862
ML= 04345 48 och P(p>09|n=5,f=5)
Men, hade t.ex endast en av komponenterna hallit, hade man istallet fatt ut
4041 41

~

= =__=0(0.854 h Plp>09|n=5,f=1)=0.186
PMmL 0+315 13 0.854 oc (p ‘” f )

av a posteriori-analysen. Fast, med ett sa daligt utfall av férséket hade man nog miss-
tdnkt att nagot blivit helt fel i prototypen.

Sens moral av "caset” dr att det dr inte sa ldtt att pavisa forbdttring nir man redan
har en hog funktionssannolikhet.

Exempel 11.1 A nonrepairable valve is assumed to have constant failure rate A...

Man avser att testa en komponent i sinder och gora en Bayesiansk uppdatering av
kunskapen om X efter varje.

Vi borjar med bestdmma oss for att
m(\) o< A\

definierar en lamplig & priori-tdathet for A. Orsaken &r att om man i ett stickprov
bestaende av a enheter observerar sammanlagda funktionstiden s tidsenheter, sa blir
troligheten precis [(A) = A% . Ur t.ex formelsamlingen ser vi att I'(c, 3)-tétheten &r

1
I(a) 5°

Sa a priori &r A ~ I'(a, B), med @ = a + 1 och f = 1/s. Att Gammaférdelningen ar
konjugerad till exponentialmodellen ska vi strax se.

fo) = A LeMB for A >0
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Sedan ska vi fixera parametrarna a, s. Hgyland & Rausand véljer att sittaa = 2,6 =1,
vilket svarar mot ¢ = 1,s = 1, alltsd att man tidigare gjort a = 1 observation och
erhallit resultatet s = 1. ML-skattningen av A dr darfor a priori

a

XML = = 1
s
Notera ocksa att motsv Bayes-skattning ar
1
EN=af="2""_»
s

Sedan vantar vi pa den forsta observationen ¢; och nér vi har den gor vi var forsta
a posteriori-analys. Vi far att a posteriori-titheten ges av

7T(/\ | tl) x /\a+167)\(s+t1)

M.a.o A ~ I'(a + 2,1/(s + t,)). Lat oss anta att ¢, = 1.3. A posteriori ir da ML-
skattningen

< a+1 2
= = — =0.87
ML= + 1 .3
och Bayes-skattningen
a+2 3
E\t] = =—=1.30
Al = = 23

Enl formelsamlingen &r
2X(s +t1) ~ x*(2(a+ 1))

om vi1ia+ 1 farsok har observerat totala testtiden s + ¢;. Detta kan anvindas till ett
konfidensintervall for A om vi tanker frekventistiskt. Vill man istédllet ha ett kredibili-
tetsintervall for A anvinder man att & posteriori ar

Mti~T(@+2,1/(s+t)) & 2X\s+t) |t~ x*(2(a+2))

Sedan anvinder vi a posteriori-tdtheten, som a priori-tithet i analysen vi gor nir vi
har tva observationer. Anta att ¢, = 0.9. D& &r

X . a+2 _i

ML= ot 44, 32

och +3 4
B\t ty] = —— > = = =125

S+t1 +t2 3.2
Etc. O
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Exempel 11.3 Anta att vi observerar en Poissonprocess med intensitet A och har sett
att N(t) = n. Da 4r modellen
m(n|\t) = P(N(t) =n|A) =e (M) /n!
Vi ser att dven hir dr gammatitheten en 1lamplig & prioritathet. Alltsa,
m(A) oc A%
A posteriorititheten ges da av
T(Alt, n) oc AN+

Etc. O

Exempel 11.1 (Forts) Antag nu att vi satte igdng n komponenter och har véintat tills
vi sett r st fallera. Da har vi typ-Il-censurerade data. For troligheten géller

l()\) o )\ref/\(t(l)—}—...—kt(r))efA(nf'r)t(,) — )\ref)\(zz.:l t(i)-f-(nfr)t(”) — )\ref/\’ﬁ

Vi ser att @ven i denna situation &r Gammafordelningen en l&mplig & prioriférdelning.
Vi viljer alltsa
m(A) oc A%

och for matmodellen giller enl ovan att

W(t(l), ey b |n,r) Ae AT

Séledes galler att
T 7,7y tay, - - - b)) 0 AT Mo+

Etc. O



