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8 Markov processes

8.1 Introduction

Markovkedjor anviands for att modellera tillforlitlighetssystem med flera
tillstand och hur 6vergangarna sker mellan tillstanden. Ta som ex ett 2-
komponentsystem. I en fix tidpukt ¢ > 0 ar strukturen i ett av 4 tillstand

¢(x) om x Ar en
serie- | parallell-
x 1 x9 | struktur | struktur
3 1 1 1 1
2 1 0 0 1
1 0 1 0 1
0 0 0 0 0

Hér dr = en skalér som betecknar strukturens hela tillstand (alltsé inte bara
om den fungerar eller ej, som vi gjort tidigare) och z1 resp x5, som vanligt,
de ingaende komponenternas tillstand.

Motsv stokastiska variabler betecknas X och X; resp Xs. Vill vi ha med
tidsberoendet skriver vi X (t) och X(¢) resp Xo(t).

8.1.1 Markov property

When the present state of the process is known, the future development is

independent of anything that has happened in the (strict) past.

8.2 Markov processes

Fundamentala teoretiska storheter ar de s.k transitionssannolikheterna
P(X(s+1) = | X(s) = i)

definierade for alla tider s, > 0 och for alla tillstand ¢, 7 1 tillstandsrummet

X ={0,1,...,r}
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Vi ska anta att transitionssannolikheterna ar stationéra eller tidshomogena

P(X(s+1) = 3| X(s) = i) = P(X(t) = j[ X(0) = i) = P;(¢)

Sa hér fungerar en Markovprocess med diskret tillstandsrum eller, som man
ocksa siager, Markovkedja i kontinuerlig tid:

1. Tiden i processen tillbringar i tillstandet ¢ innan den Overgar i ett
annat tillstand ar exponentialfordelad med intensitet «;.

2. Nér processen lamnar tillstandet ¢, sa 6vergar den till tillstandet 5 med
sannolikheten Fj;.

Obs att P = 0ochatt }_, Py =3, Pj=1.

Ett bra satt att beskriva processens probabilistiska beteende ar alltsa med
intensiterna «;,7 € X och sannolikheterna F;;,4,57 € X, 7 # 1.

Vi har alltsa exponentialfordelade uppehallstider. Obs att dessa &r obero-
ende och parametern beror endast av vilket tillstand processen &r i.

Definiera, for ¢ # 7,
ajj = o; by

Detta &r intensiteten for transitionen ¢+ — j. Definiera dven

Aj; = —Q;
och lat
app Qo1 --c Qo
A — a.10 aryn a.lr
arg Qr1 --° Qpy

Detta ar processens intensitetsmatris eller generator. Obs att dess radsum-

r
E aij:E aibj —a; =0
J=0

JFi

mor ar 0

Allt som &r vért att veta om processen finns i matrisen A. Pa diagonalen
har vi intensiteten for transition ut ur de r 4+ 1 tillstanden, och vill vi veta
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sannolikheten F;; att processen overgdr i j, givet att den just nu ér i 4, sa
géller

for 7 # 1.

Exempel 8.2 (Parallellstruktur)
En parallellstruktur med n = 2 komponenter med "failure rate” A; och™repair
rate” u;, 2 = 1,2. Se figur 8.2. O

Exempel 8.3 (Parallellstruktur)
En parallellstruktur med n = 2 identiska komponenter med "failure rate” A
och’repair rate” u. Se figur 8.3. O

Exempel (Seriestruktur)
En seriestruktur med n = 2 identiska komponenter med "failure rate” A
och’repair rate” pu. O

8.2.2 State equations

Antag att X (0) = 4, skriv P;(t) istillet {6r P;;(¢) och definiera radvektorer

P(t)= (R(t) PA() --- PB(1))
och dess tidsderivata
P(t) = (R(t) Bi(t) - b))
Man kan visa att
P(t)A = P(t) (8.19)

Detta &r att system av differentialekvationer, som bendmnes tillstandsekva-
tionerna. Losningen (se avs 8.9) kan skrivas

P(t) = P(0) ™

dar

tA\" tk
tA : k
e = khm <]I + T ) = kE_O _k!A
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(I = A° &r identitetsmatrisen). J.f.r med 16sningen av den vanliga differen-
tialekvationen g(t) = ky(t) med startvillkoret y(0).

Egentligen géller i uttrycket ovan fér P(t) att P(0) &r radvektorn bestaende
av bara 0:or forutom en 1:a i position i. Vi antog ju att X (0) = 7. Men det
gar att visa att det giller dven for godtyckliga initialfordelningar

P(0) = (B(0) Pi(0) - B (0))

Exempel 8.5
Betrakta en enskild komponent med felintensitet A och reparationsintensitet

p. Se figur 8.5. Obs att,
A op
()

R&H skriver ned ekvationssystemet

P(t)A = P(t)
explicit och anger 16sningen under forutsittning att systemet initialt fun-
gerar. Se formlerna (8.21) och (8.22).

Notera att, da t — oo, sa
]

Pi(t) — py— =P
Bt) > =B,
A+ p
Notera ocksé att komponentens (asymptotiska) tillginglighet A &r
1/A MTTF

A=P

“ 1/A+1/p  MTIF + MTTR

Man kan visa att de asymptotiska sannolikheterna P, Py ej beror av pro-
cessens initialtillstand. O

8.3 Asymptotic solution

Vi ska bara studera s.k irreducerbara Markovprocesser. For sadana géller
da t — oo, att V.L i tillstandsekvationerna (8.19) konvergerar emot

PA
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dér P = limy_, P(t) &r den s.k stationdra fordelningen, och att hograledet
konvergerar mot (0 0 --- 0) = 0. Saledes giller att

PA=0

Detta ekvationssystem anvéands till att berdkna de stationdra eller asymp-
totiska sannolikheterna P = (PO P Pr).

8.3.1 System performance characteristics

Visit frequency. Frekvensen transitioner ifran tillstand £ ini 5 ar Prag;.
Sa tillstand j:s besoksfrekvens ar

vy = ZPkakj = PjOéj
k#j
Snittiden mellan tva besok i j &r 1/v;.
Mean duration of a visit. Forviantad uppehallstid i tillstand 5 ar
0j =1/a;
Notera att
Pj = ngj

System availability. Lat B beteckna de tillstand som svarar mot ett fun-
gerande system och lat F' = X'\ B. Systemets ("long-term™) tillgéinglighet

As=) P

jeB

ar

Frequency of system failures. Detta &r frekvensen transitioner ifran ett
tillstand 1 B till ett tillstand 1 F. D.v.s

wr =) Y Piaji

j€B keF

Mean duration of a system failure. Betecknas 0z och fas ur

1-— AS = wFHF
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Mean time between system failures.

1
MTBFg = —
WFr

Mean fuctioning time until system failure. Betecknas E(U)g och
uppfyller, sjalvklart,

MTBFg = E(U)S + Op
8.4 Parallel and series structures
8.4.1 Parallel structures of independent components
8.4.2 Series structures of independent components

8.4.3 Series structures of components where failure of one component pre-
vents failure of the other

Tabell 8.2 1 boken kanns inte ratt. Sa har ska det vara:

State Component 1 Component 2
2 Functioning Functioning
1 Failed Taken out of operation

0 Taken out of operation Failed

Detta overensstammer med figur 8.9. Har ar

—p2 0 12
A= 0 —w 1
DY VE S— Pt

R&H 1oser PA = 0 och far

P A2/ 1
) =

L+ A/p1+ Ao/
p A1/

| =

L+ M /pr+ Ao/
1

P

T+ M/ A/ e
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Vi ser att (den asymptotiska) tillgéngligheten dr
As =P
att systemet gar ner med frekvensen

wr = vy = Py(A1 + Xa) = As(A1 + A\9)

B A1+ Az
L+ A1/ + Ao/ po
och att systemet i snitt ar nere

C1-As 1-Ag 1

Or

WE As M+ X
:>\1/M1+)\2//~L2:i A1 -I—i Ao
A1+ Ao pi A+ A2 g A+ A

dér vi skrivit C; | Fg istéllet for det langre "Component 4 fails | System failure”
och MRT betyder "Mean Repair Time”.

Notera ocksa att

1+ A A
MTBFg = MTTFg 4+ p — ... = T A/I+ Ao/

A1+ Ao
eftersom |
MTTFgq =
5 A1+ Ao
Notera till sist att .
MTBFg = —
Wr

R&H generaliserar nu detta till fallet med n komponenter.

8.5 Mean time to first system failure

Diskutera kring figur 8.10, som illustrerar ett parallellsystem med tva iden-
tiska reparerbara komponenter.
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8.6 Systems with dependent components

Diskutera kring figur 8.11, som illustrerar ett parallellsystem med tva iden-
tiska reparerbara komponenter som &r utsatta for gemensamma pakinning-
ar ("common cause failure”).

8.7 Standby systems

Har finns flera intressanta exempel. T.ex figur 8.15.



