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11 Life data analysis

11.1 Introduction

Det som &r speciellt med livslangdsdata ar att man alltsomoftast inte har
mojlighet att vinta tills alla enheter man testar har havererat, sa man har
behov av att kunna gora analyser av ofullstdndiga eller, som man sager,
censurerade dataméngder.

Vi antar att n komponenter testas och skriver T; for komponent i:s livs-
tid (funktionstid) och antar att Ty, Ty, ..., T, dr oberoende och foérdelade
som 1. Vi later F(t) vara T's fordelningsfunktion, R(t) = 1 — F(t) vara
motsv Overlevnadsfunktion och z(t) = f(¢)/R(t), dir f(t) = F'(t), vara
felbendgenheten.

Ofta ar det forsta man &r intresserad av huruvida den aktuella fordelningen
ar IFR, DFR eller ev har nagot annan typ av felbendgenhet. Detta gors ofta
med en s.k TTT-plott. TTT-plotten dr en parameterfri metod. Man gor
alltsa inga fordelningsantaganden. Andra parameterfria metoder vi ska liara
oss 1 denna kursen dr Kaplan-Meiers estimator av overlevnadsfunktionen
R(t) och Nelsons estimator av Z(t) = fotz(s) ds. De tva sistndmnda tittar
vi bara i samband med 6vningsriakning.

11.2 Complete and censored data sets

11.2.1 Complete data set

Vi later T(qy, T(2), - - ., T(») beteckna det ordnade stickprovet.
Det ér praktiskt att infora T(g) = 0 och T{,41) = oo.

11.2.2 Type I censoring

Man avbryter vid en fix tidpunkt #,. Antag att s enheter har fallerat, d.v.s
0="To <Tpn) <Tig) <+ STy < tg < Ty

Om de n — s aterstaende vet man att de har fungerat i ¢y tidsenheter.
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11.2.3 Type II censoring

Man avbryter da r komponenter har fallerat. Da kinner man tidpunkterna
0="To <Ta)y <T <--- < Ty

och vet dessutom att de n — r aterstaende komponenterna har fungerat i
T, tidsenheter.

11.2.4 Type III censoring

Man avbryter vid tidpunkten min(7,), o).

11.2.5 Type IV censoring

Typ 4-censurering far man typiskt da de n enheterna ej sitts igang samti-
digt. Har har man stokastiska censureringstider Sy, ...,S,. Denna typ av
censurering har man framforallt i medicinska sammanhang.

11.3 Nonparametric methods

11.3.2 Sample measures

11.3.3 The empirical distribution and survivor functions

11.3.4 Probability plotting paper

11.3.5 The Kaplan-Meyer estimator

Gas igenom i samband med O6vningsrakning.

11.3.6 Nelson’s estimator of the cumulative failure rate

Gas igenom i samband med Ovningsrakning.
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11.3.7 Total time on test plot for complete data sets

Vi ska anfa att T &r kontinuerligt fordelad, att F(t) &r strikt vixande, att
= fo t) dt < oo, samt att

FH0)=0<t< F'(1)

I det sista villkoret innebér den vénstra likheten att F/(0) = 0 och den hogra
olikheten att F(t) < 1. (F ! existerar ju och &r éven den striingt vixande.
Ténk igenom vad det skulle innebéra om F(t) ej vore strikt vixande.)

Definition 11.1 Den totala testtiden vid tidpunkten ¢ > 0 &r

ZT (n —1)

dér 2 ges av att
Tm <t< T(i+1)

(¢ ar alltsa antalet komponenter som fallerat vid tidpunkten ). O

Vi forutsétter att alla n komponenterna som testas satts igang da ¢t = 0.

Total testtid da den i:te komponenten gar ner ar

Z T n —1 T( )
Speciellt ar
= Ty=)_T;
j=1 j=1

[ en TTT-plott plottar man

i = T(Tw)
" T (Tw)

mot x; =

S|

fore=0,1,...,n
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Ett enkelt exempel med n = 4 livstider:

6, 8 12, 13
Har ar
T(T(g)):6—|—8—|—2-8:30
T(T(g)):6+8+12+1'12:38

T(Tiay) = 6+ 8+ 12+ 13 = 39

och punkterna som plottas ar

1 24 2 30 3 38
0,0), (=,= 2= 22, (1,1
(0,0), (4’39)’ (4’39)’ (4’39)’ (1,1)

Sats 11.1 Om T ~ Exp()), s& har de n — 1 stokastiska variablerna

T(Tw) T(Tm-1))
T(Tw) 7 T(Tw)

samma fordelning som lika manga ordnade oberoende U(0, 1)-variabler.
Foljdsats 11.2 Om T ~ Exp()), sa géller, for i = 1,...,n — 1, att

1. Var [T(T@)/T(T(n)ﬂ < o0
2. B |T(Tw)/T(Tw)] =i/n

Om felbendgenheten ar konstant, kan vi alltsa forvinta oss att punkterna i
TTT-plotten hamnar pa den réita linjen y = x.

Det finns en motsvarande teoretisk operation pa férdelningar som kallas
TTT-transform och genom att jimfoéra den uppmétta TTT-plotten med
teoretiska T'TT-transformer sa kan man kanske resonera sig fram till vilken
typ av fordelning 7" har. Man kan visa (sats 11.3) att

1. F(t) ar IFR omm TTT-transformen &r konvex,
2. F(t) & DFR omm TTT-transformen dr konkav.

Néar man har en idé om vilken typ av fordelning 7" har kan man skatta
parametrar med géingse statistiska metoder, framforallt trolighetsmetoden
("maximum likelihood”).
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11.3.8 Total time on test plot for censored data sets

Gar att gora. Tekniken ar baserad pa Kaplan-Meierskattningen E(t) av
R(t).

11.3.9 A brief comparison

R & H konstatrerar bl.a att Kaplan-Meierskattningen och Nelsons skattning
ar ratt sa lika i princip och darfor ger ungefar samma typ av information,
medan T'TT-plotten ar annorlunda och dérfor kan tillfora nagot som de tva
ndmnda skattningarna inte kan.

F.0, las sjalv.

11.4 Parametric methods

11.4.1 Binomial data

Kanns inte sa relevant.

11.4.2 Data from a homogeneous Poisson process

Antag att du observerat en HPP med intensitet A i ¢ tidsenheter och erhallit
N(t) = n. Da ér troligheten

() = o M)

n!

och det ar inte svart att se att trolighetsskattningen av A ar

~ N(t
N
t
Lat tiderna mellen hdndelserna som raknas vara 17,715, . ... En metod for

berdkning av konfidensintervall presenterades i kapitel 7.

Man kan da n &r stort ocksa anvinda sig av att

N(t) LNt VL)
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d.v.s att N \N \
t)/t — t) — At
A/t VAt

Obs att det R & H gor dr mer sofistikerat dn det simpla

~

A=A 2o\ Mt
Se sida 503.

11.4.3 Exponentially distributed lifetimes: complete sample

Vi antar nu att 7"~ Exp(A) for nagot A > 0.

Trolighetsfunktionen &r
[(A) = JJ e M= ame A2
i=1

Trolighetsskattningen av A, som fas medelst maximering av trolighetsfunk-
tionen, ar

Zi li T(T(n))
Man kan visa (se R & H sida 505) att

B i) = =2
n—1
Dérfor valjer man ibland att skatta A vantevardesriktigt med
~ n o~ n—1
A= A =
n—1"""" T(T,)
Man kan visa (se R & H sida 505) att
~ 22
Var [)\] =
n—2

Man kan ocksa visa att

T (Ty) = 223 T~ x*(20)
i=1
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(detta faktum &r négot annorlunda uttryckt i ldroboken). Detta fordel-
ningsresultat anviands till att konstruera konfidensintervall for A alt testa
nollhypoteser av typen A < Ay eller A > Ay. Lat X%n,l—a/2 och X§n7a/2 vara
1 — a/2- resp a/2-kvantilen i x?(2n)-fordelningen. D4

P (Y2 < Xgml—a/Z) =P (Y2 > Xgn7a/2) - 04/2

for vilken x?(2n)-fordelad stokastisk variabel Y2 som helst. Hirur fas

P (X%n,laﬂ S 2)\27—’@ S X%n=a/2> =1 —«

i=1
och vi inser att ) )
X2n,1-a/2 <)< X2n,a/2

23 it T T 23 Lt

ar det observerade konfidensintervallet med konfidensgrad 1 — «. For mer

detaljer, se sida 506-507 1 R & H.

11.4.4 Exponentially distributed lifetimes: censored data

Typ 2-censurerade data Héir kan man skriva upp och maximera trolig-

I(A) = <Z> r! (Zf[l )\eAt(,)) (e )"

Faktorer som ej innehaller A paverkar ej maximats lige och kan dartor

heten, som &r

bortses ifran i sokandet av argmax, (), som .6 littast sker medelst loga-
ritmering av [(A). Sa

I(A) oc AT e Mt m=ntn) = yr o=A(T(tn)

Man far da att trolighetsskattningen &r
T T

Toy)  >iei Ty + (n— )T

iz =
ML 7-(

Man kan visa att
r—1 B r—1
T(Tw)  >iei Ty + (n = 1)1}y

N =
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skattar A vintevirdesriktigt. Man kan ocksa visa att

QAT(T(T)) =2 (Z Tiiy + (n — T)T(r)) ~ X2(27‘)
1=1

Detta resultat anvinds till konstruktion av konfidensintervall och genomfto-
rande av test av hypoteser om A.



