Tillforlitlighetsteori ht04 Kap 13: Bayesmetoder (October 10, 2005) 1
13 Bayesian reliability analysis

Huvudsyftet med den Bayesianska ansatsen till statistisk inferens ar att
pa ett objektivt sitt inkorporera subjektiv information (t.ex en tillforlitlig-
hetsteknikers erfarenhet av en liknande komponent som den vi studerar). I
det som foljer ger jag en vildigt pragmatisk egen syn pa det Bayesianska
tillviigagangssittet. Jag foljer alltsa inte alls ldrobokens (och férmodligen
inte heller ndgon annan boks) framstéllning av Bayesiansk metodik.

Tank dig att du har provat n enheter och méatt upp livstiderna tq,...,%,.
Antag for enkelhets skull att modellen &ar T' ~ exp(A). Trolighetsfunktionen
ar da
[(A) = A"e At

och dess maximum uppnas for

~ n 1

)\ — = —

t

Zi ti

Detta ar var trolighetsskattning om vi ej tar med den férhandsinformation

om enheten som vi tanker att vi har.

Antag att vi pa forhand vet att A = Ag. For att kunna inkorporera denna
information i trolighetsfunktionen, maste vi viardera dess sikerhet. I bésta
fall har vi redan ett antal métningar pa denna komponent. Da kom vi kanske
fram till skattningen A= g via trolighetsfunktionen

lo(A) = A0 e A 2isi

som alltsa maximeras av A\g = ng/ Y _, s; och dér vi ténker oss att vi gjort n
livslangdsmétningar och erhallit matvardena sq, .. ., sp,. I en analys baserad
pa alla ng + n méatningarna bildar man sjalvklart trolighetsfunktionen

lo()\)l()\) = )\n0+n e_/\(zi SH‘Ziti)

som har maximum i
ng+n

>isi+ it

d.v.s ett genom medelvirdet av alla matningarna.

N =

Men det typiska ar nog att vi har tillgang till tidigare métresultat for en
liknande komponent. Dessa kanske inte fullt ut kan 6vertoras till den nya
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komponenten for vi har ju gjort en del dndringar i konstruktionen. Men
vi kan kanske pa basis av de métningarna gissa att A ~ Ay och virdera
sikerheten i gissningen med ett ekvivalent antal méatningar ny. Da kan vi
bakvigen konstruera en trolighetsfunktion ly(A), som uppfyller

Ao = argmax[y(A)
A

s& har

lo(A) = A e Mol

Detta ska vi kalla var a priori-trolighet (a priori dr latin och betyder pa
forhand).

Multiplikation av a priori-troligheten ly(A) med modell-troligheten [(\) ger
oss troligheten

lo()x)l(A) — )\ e—)\no/kn)\n e—)\ Yt "ot e*)\(no/)\g-{—ziti)

som maximeras utav
ng+n

no/)\o + Zz t;
Detta &r var a posteriori-skattning av A och produkten lo(A)I(A) var & post-

N =

eriori-trolighet. (A posteriori &r latin och betyder i efterhand, alltsa da vi
sett data.)

Detta sétt att inkorporera subjektiv information i den frekventistiska ana-
lysen kan man motivera m.h.a det Bayesianska synsittet pa statistik. I
sadana sammanhang brukar man tala om a priori-tatheten fér A som vi ska
beteckna p(A). Obs att detta &r en sannolikhetstithet i A. T foreliggande

exempel later jag
p(A) o< A" e~ Ao/ R

dér proportionalitetskonstanten c¢(ng, Ag) ska véljas sa att

o0 0.9]
1= / p(\) dX = ¢(ng, \o) / Ao g Ao/ d g )
0 0
Obs att man i den Bayesianska sinnevérlden giarna definierar andra a priori-
tatheter. Det enda man egentligen kréver ar att den ska spegla ens forhands-
tro. Fast jag menar ju att det finns bra argument fér att vilja a priori-

tatheten sa att den passar modellen, sa som jag gjort har. Obs ocksa att
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i den analys vi ska gora spelar det exakta virdet av konstanten c¢(ng, \g)
ingen som helst roll. Vi behover alltsa inte rdkna ut den.

Vi har ocksé en modell for vara métresultat. Den betecknas p(ty, ..., ¢, | A)
och ar

p(t, ..t | A) = A A2t
(J.f.r trolighetsfunktionen som vi skrev upp ovan.)

M.h.a foljande generalisering av Bayes formel
p(Atr, ... ty) o< p(A)p(ty, ...t | A)
(p(\|t1,...,t,) kallas for A:s & posteriori-tdathet) rdknar vi ut att
p(A |1, ..., t,) oc APOFT e Mo/ do+ i ti)

(Detta &r ju inget annat &n produkten lo(A)I(N) av de tva troligheter vi
definierade ovan.)

Medelst maximering av a posteriori-tatheten erhaller vi vi vad man kan
kalla & posteriori-skattningen av A. Att den ar

ng+n
no/)\o -l- Zz ti
har vi redan konstaterat. Jag vill ocksa gérna kalla Ay for a priori-skattningen
av A, eftersom

N =

argmax [y(\) 1o Ao

A no/ Ao
A posteriori-konfidensintervall kan konstrueras. Motsvarigheten i den Baye-
sianska teorin kallas "credibility intervals”. Man maste da berdkna a posteriori-
tatheten for A exakt. I det fall vi studerar ar detta inte svart, for det géller
att & posteriori-fordelningen for A 4r Gamma(c, 5) med

1 o
a=n+nyg+1 och —=—+ t;
TR
J.f.r kursens formelsamling (tdnk pa att R & H har en annorlunda para-
metrisering av Gammafordelningen). Lat Aaj2 OCh Aj_y/9 vara «/2- resp
(1 — a/2)-kvantilerna m.a.p denna fordelning. Dé géller

)‘17(1/2
/ pOM s ) dA =1 —
)‘ry/2
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och den Bayesianske statistikern kallar intervallet [)\a/g, Al_a/g] for ett kre-
ditibilitetsintervall med kreditibilitet (1 — «).

Den frekventistiske statistikern kanske foredrar konfidensintervall framfor
kredibilitetsintervall. Han /hon anvinder da helt enkelt att

2 (’;Z + Zti> ~ x2(2(ng + n))

i

Sammanfattningsvis kan man siga att i mitt pragmatiska sétt att ta in for-
handsinformation i skattningarna, sa konstruerar man en a priori-trolighet
av samma typ som den trolighetsfunktion man har i den klassiska frekvens-
baserade statistiken, multiplicerar ihop dessa och dérefter medelst maxime-
ring soker trolighetsskattningen med férhandsinformation inkluderad. Det
svara steget ar att korrekt virdera sdkerheten i forhandsgissningen A &= A
1 termer av ett ekvivalent antal matningar ng. Obs att ng faktiskt ej maste
vara ett heltal. I konstruktionen av konfidensintervall far vi i sa fall tdnka
pa att y2-fordelningen kan definieras i termer av Gammafordelningen och
att den senare ar vildefinierad dven da ng ej dr ett heltal.

Exempel 1 Antag att man i ett konkret fall tror att A ~ 2.4-10 4 t.u !
(t.u &r var tidsenhet). Man har i n = 10 erhallit ) . ¢; = 53673 t.u. Ett sétt
att virdera sikerheten i & priori-gissningen ar att helt enkelt relatera den
till sdkerheten i den vanliga trolighetsskattningen. D& kanske man kommer
fram till att sikerheten i den gamla informationen svarar mot ca 15% av
sikerheten totalt och da kan ny ~ 2 vara en vettig ansats, eftersom 2/(10+
2) = 1/6 ~ 0.167 =~ 15%. Da foljer att ng/Ag ~ 8333 t.u, vilket ger
a posteriori-skattningen

2+10 12

)\ = — —1.94-10 % tu!
8333 + 53673 62006
J.f.r med 10
A=—— =186-10"% tu!
53673

vilket ar vad vi hade fatt om forhandstron ej hade tagits med. Vi ser att den,
kanske, aningen pessimistiska forhandstron gor att skattningen av A blir lite
storre &n vad den skulle blivit utan medtagande av forhandsinformation.
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Antag istillet att man tror sig veta att A < 4.7-10 % t.u ! med relativt hog
sikerhet. Vi jamfér med formeln f6r ett uppat begransat konfidensintervall

for A: )
XQ’H,(],CM

2 27 S;
Har ar >, s; = no/Ao. Saledes géller

A<

e =22047.107" = 3.92n,
10, (¥ )\O

Obs att « &r risken att A < 4.67 - 107% t.u~! &r falskt. Bedommer vi att
a ~ 10%, far vi att ng ~ 2, ty XZ,O.lO = 7.78.

Det frekventistiska 0.95-konfidensintervallet blir

2
1.4104
) < X20005 _ 31.410

= =293-10* tu!
=925t 253673 !

om man ej tar hansyn till férhandsinformation, och

2
41
A< X24,0.05 — 304150 —9294-10"% tu !
2 (no/Xo+3:t)  2(8333+53673)

om man tar hansyn till den. I detta fallet, da forhandstron kanske var
aningen pessimistisk, ser vi ingen nadmnvérd skillnad 1 den 6vre grénsen i
de tva konfidensintervallen. Notera ocksa att

Ao=24-1074<293.1074

och saledes tillhor det forstnamnda konfidensintervallet, sa ingen kan hel-
ler hivda att forhandsgissningen ar orimlig pessimistisk. Men far man ett
resultat som starkt ifragasétter forhandsgissningen, sa ska den formodligen
omvarderas eller strykas helt. O



