TMS026/MSN310 Statistisk tillférlitlighetsteori, 5 p
Tentamen 18 oktober 2005 fm V

Skrivningstiden dr 5 timmar.

Tillatna hjidlpmedel ir riknedosa, Beta, kursens formelsamling samt ett eget hand-
skrivet A4-ark med anteckningar. De som inte har tillgang till Beta far lov att ta med
sig 7 st formelblad kopierade ut Beta, som finns att himta pa kursens hemsida.

Examinator &r Tommy Norberg, ankn 3528 eller 0730 79 42 09.

Maximalt antal tentamenspodng dr 30, av dessa krivs 12 for godkint betyg och 18 resp
24 for 4:a och 5:a (Chalmers) eller 21 for VG (GU). Losningar gar att ladda ner fran
kurshemsidan. Rattningsprotokoll anslas i férsta vaningen i Matematisk centrum, Eklan-
dagatan 86. Granskning av tentan kan under terminstid géras i mottagningsrummet pa
entréplanet (vaning 2) i Matematisk centrum ma-fr 1239 13,

Svar skall motiveras om ej annat sigs i uppgiften.

Uppgifter

1. Lat Ty vara tiden till forsta impulsen i en homogen Poissonprocess (HPP) med
intensitet A. Visa att 77 | N(1) =1 ~ U(0, 1), d.v.s att den betingade fordelningen

for T} givet att N(1) =1 ar U(0,1). (5 p)
2. Betrakta tillforlitlighetsstrukturen
2
1
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Antag att alla komponenterna har samma tillférlitlighet p och att de fungerar
oberoende av varandra. Berdkna strukturens tillforlitlighet pg. (5 p)

3. For en struktur bestaende av tre komponenter kallade 1, 2 och 3, géller att P(X; =
1)=pq, P(X; =X, =1) = p?q for i # j och P(X, = Xy, = X3 = 1) = piq, dér
q <1l

(a) Ar X, Xy, X3 oberoende? (1 p)

Antag att strukturen &r en s.k 2-utav-3-struktur. Lat X = 1 da strukturen &r uppe
och lat X = 0 annars.

(b) Berdkna P(X =1). (4 p)



4. Betrakta en "stand-by”-struktur bestaende av tva komponenter A och B, bada
med konstant felbenfigenhet A\. Antag att deras resp reparationstider dr exponen-
tialférdelade med véntevirde 1/u. Antag dessutom att alla upp- och nertider ar
oberoende. Vid start dr komponent A fungerande och aktiv, medan komponent B
ar fungerande och stand-by. Da en komponent gar ner kopplas automatiskt den
andra komponenten in savida den inte dr under reparation. I sa fall gar strukturen
ner. Da bada komponenterna ar nere och under reparation ar strukturen nere och
den gar upp sa fort en av komponenterna blir fardigreparerad. Sa varje komponent
ar alltid i ett av foljande tre tillstand: uppe och aktiv, uppe och stand-by, samt
nere och under reparation. Lat X (¢) = 1 da strukturen &ar uppe och lat X (¢) =0
annars. Berdkna

lim P(X(t) =1) (5 p)
t— o0

5. Har nedan presenteras en datamangd 6ver ett systems 7 forsta feltider. Systemet
arbetar dygnet runt och da det gar ner repareras det mycket snabbt. Vi ska dér-
for antaga att reparationstiderna dr férsumbara. Vi ska ocksa antaga att tiderna
mellan fel ar oberoende. Tidsenhet ar dygn.

Fel nr Tidpunkt for fel Tid till foregaende fel

J ‘Sj 7}
0 0 0

1 177 177
2 242 65
3 293 51
4 336 43
5} 368 32
6 395 27
7 410 15

Som du ser tenderar tiderna mellan fel att bli kortare allt eftersom. Undersok med
ett lampligt test om denna negativa trend ar statistiskt sikerstilld pa nivan 1%.

(5 p)

6. Antag att du i n oberoende forsok som startades samtidigt har observerat r livs-
lingder 71y < .-+ < () under tiden f, tidsenheter. Om de 6vriga n — r vet du
endast att de ar storre dn ty,. Som teoretisk modell for detta forsok viljer du
fordelningen, vars felbendgenhet ar

2(t) =apt?™! for t>0

dér a, 8 > 0. Skriv upp den s.k trolighetsfunktionen, hér bendmnd L(«, §), loga-
ritmera, d.v.s bilda L£(«a, 5) = In L(«, ) och forenkla sa langt som majligt. Anvénd
géarna beteckningar inférda i avsnittet om "total time on test.” (Obs att du skall
alltsa endast formulera maximeringsproblemet. Du behdver inte 16sa det. En nume-
risk 16sning for givna ¢y, ..., t, och r hittar man ju latt med t.ex MATLAB.)(5 p)

Lycka till!
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Losningar till TMS026/MSN310 den 18/10-05

Vi far att den betingade férdelningsfunktionen ar

. e M- e ML) _,

e A
for 0 < t < 1. Motsv téathet ar konstant och lika med 1 da 0 < ¢ < 1. Saledes ar T under
den givna betingelsen U(0, 1)-fordelad.

Den o6versta grenen har strukturfunktionen
21 (z9 + x3 — T2x3)

(Denna struktur har vi ju stott pa flera génger i kursen.) Enl regeln for parallellkoppling
av komponenter fas nu att

d(x1, 22, 23, 24) = T1(T2 + 23 — Tox3) + T4 — T1 (T2 + T3 — T2x3)T4

=24+ T1%2 + X1T3 — T1T2T3 — T1T2T4 — T1T3T4 + T1X2T3T4
Vi ser nu att
ps =p+2p° = 3p’ +p
(a) Komponenterna ér beroende, eftersom
P(Xy = 1)P(Xz = 1) = (pg)* = p’¢* # p’q = P(X1 = 1. X = 1)

(Ty p?q? = p?q endast om ¢ = 1.)
(b) Vi far

P(X =1)

P(X:i=1,X,=1,X3=0)+ P(X; =1, Xy = 0, X5 = 1)
FPX =0, X =1, X3 =)+ P(X; =1, Xy =1, X5 = 1)
=3(p°q — p°q) + p’q

= (3 - 2p)p’q

Lét a, s och d beteckna att en komponent ar aktiv, i stand-by-ldge och nere (d.v.s under
reparation). Numrera de mojliga tillstinden dd, da,ad, sa,as frén 1 t.om 5, dir den
forsta bokstaven betecknar komponent A:s tillstdnd och den andra komponent B:s. De
mojliga dvergdngarna och deras intensiteter ges av féljande tabell:

Fran as sa ad ad da da dd dd
Till da ad as dd sa dd ad da
Intensitet | A A u A u A pu p

Motsvarande intensitetsmatris blir

—2pu Iz Iz 0 0
A (A +p) 0 g0
A= X 0 -A+p) 0 p
0 0 A -2 0
0 A 0 0 =\



och I6ser vi ekvationssystemet PA = 0 for en sannolikhetsvektor P = [Pl P5],
erhalles P, = A\%/c, Py + P3 = 2u)\/c och Py + Ps = 2p?/c, dir ¢ = A% + 2u) + 22, Det
sokta grinsvirdet ar séledes

. 2u\ + 2p?
1500 (X(®) ) L 2uX + 22
Notera att uppgiften ocksa kan 16sas genom att man innfor tillstanden 0, 1, 2, dar siffrran
betecknar antalet komponenter som &r uppe. Detta &r formodligen enklare.

5. Testet jag tdnkte mig ska anvindas ar antingen Laplace-testet eller "Military Handbook
Test”. Det senare har ni redan analyserat denna datamingd med i Gvning 7.12. Sa jag
16ser uppgiften hér med Laplace-testet. Eftersom vi har data t.o.m det 7:e felet, berdknar
vi

3 | Sj—8,/2

Sp/\/12(n — 1)

En titt i tabell 6ver normalférdelningen ger att utfallets P-virde &r P(Z > 2.00) =
0.0228 > 0.01. Den negativa trenden &r allts& inte statistiskt sikerstilld pa nivan 1%.
Teststatistikan i "Military Handbook™testet har viirdet 4.095 och gar man i en y2-tabell
in pa 12 frihetsgrader, ser man att P-virdet ligger mellan 1% och 2.5% (det exakta vérdet
ar 1.8%). Trenden &r alltsd inte heller statistiskt sékerstdlld med detta test.

= 2.00

6. Trolighetsfunktionen ("likelihooden”) blir

L{ ) = () <Hf |a5>( ~ Ftole, 8)"

dar
Ftlew B) = z(t)e ”®  och  F(t|lo, ) =1 — e 1)

for ¢ > 0. Har ar Z(t fo z)ds = at? (den med gott minne ser direkt att z(t) &r
felbendigenheten i Welbull fordelmngen). Vi far, modulo irrelevanta faktorer, att

) (H aﬂf@f“t@)) (o)™
- r -1
r (H t(z)) 6*0&(2::1 t(Bi)—F(n—r)tg)
=1

vilket medfor att den sokta log-troligheten (s& nér som péa additiva ointressanta konstan-
ter) ar

L(a,B) =rlna+rng+ (-1) Zlnt —a<Ztﬁ n—rtﬂ)

Problemtexten var kanske aningen missledande, ty det &r bara da 8 = 1 som beteckningar
fran avsnittet om TTT kommer till anvindning.

Av 14 tentander godkéindes 11, varav 7 med hogre betyg dn G resp 3:a.



