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Med reservation for tryck- och riknefel!!

Kapitel 2

1. (a) Tillstdndsrum &r E = {0,1,2,3,4} och transitionsmatris &r

1 0 0 0 0

048 0 052 0 0

P=| 0 048 0 052 0
0 0 048 0 0.52

0 0 0 0 1

(b) Pr[X, = 4]|X, = 2] = P%(2,4) = 0.522 = 0.2704

(c) Pr[X; # 4, X, # 4, X3 = 4/ X, = 2] = 0 eller Pr[X; = 4|X, = 2] = P3(2,4) = 0.2704 beroende
pd hur uppgiften tolkas (jag vill inte siga att det ena svaret ir réttare &n det andra)

(d) Pr[Xy =4|Xy = 2] + Pr[X, = 0| Xy = 2] == 0.52% 4 0.482 = 0.5008

(e) Lat f(z) =4 —x for x € E. D& E[4 — X3| Xy = 2] = E[f(X3)|Xo = 2] = P2£(2) = 1.92
(f) F(2,4) =0.540

(g) R(2,1) + R(2,2) + R(2,3) = 0.958 + 1.997 + 1.038 = 3.994

2. Koda tillstanden L, M, H, F, sa att E = {L, M, H, F}

0.9 0.05 0.03 0.02
0 0.8 0.09 0.06
0 0 09 01
1 0 0 0

(b) Pr{X; = F|Xo =L} = P3(L, F) =?

(c) Infor T¥ = min{n > 1: X,, = F} och T* = min{n > 1: X,, = L}. S6kt &r Pr{T* < 3| X, =
L} =?

(d) E[TH|Xo=L)=E[Tt|Xo=L]-1=1/m, —1=?
(e) ].—ﬂ'F =?

(f) Infor f(L) = 1000, f(M) = 500, f(H) = 400, f(F) = —700. Sokt &r E[f(X,)|Xo = L] =
P*f(L) - nf =?

(g) Definiera om f enl f(L) = 1000, f(M) = 500, f(H) = —600, f(F) = —T700 och transitions-
matrisen P enl

(a) P=

0.9 0.05 0.03 0.02
0 0.85 0.09 0.06
1 0 0 0
1 0 0 0

P=

Sokt ar
3. (a) Tillstandsrum &r E = {G, S, I, H, D} och transitionsmatris &r

03 015 0 055 O
02 055 01 0.1 0.05
P=(005 03 055 0 0.1
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

1Jag sr tacksam om den som uppticker felaktigheter i svaren rapporterar detta till forelsisaren eller nigon av Gvnings-
ledarna. De, och kommande generationer Z-teknologer, dr ocksd tacksamma for hjdlp med att rdta ut en del fragetecken
bland svaren
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(b) F(I,H)=0.630
(¢) R(I,I) = 2.676
d) R(G,G) + R(G,S) + R(G,I) = 1.620 + 0.634 + 0.141 = 2.394
(e) Ankomstfordelning &r 4 =1[0.6 0.3 0.1 0 0], sa svaret borde vara 100u(I) = 10.
6. (a) Tillstandsrummet & E = {T, F,I,S,N,G} (N star for "Scrap” och G for "Good”) och transi-
tionsmatris ar
0 1 0 0 0 0
0.05 0 09 O 0 0
pP— 0O 0 0 08 02 O
o 0 0 03 0 01 0.6
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
(b) 100F (T, N) = 36.8
(¢) nF(T,G) =100 = n =159 (runda av uppét)
(d) n=171
(e) Varje processat kort kostar i USD,

8 + 10R(T,T) + 15R(T, F) + 25R(T, I) + 20R(T, S) — 2F(T, N) = 87.53

Under 47 veckor processas 47 - 5000 = 235 000 kort. Overheadkostnaden utslagen per kort blir
darfor 106/235000 = 4.26. Totala kostnaden per processat kort blir i snitt 87.53 +4.26 = 91.79
och per tillverkat kort ungefir 91.79/F (T, G) = 145.23, ty F(T,G) = 0.632 och vill man att
vinsten ska vara 25% blir priset for ett kort 1.25-145.23 = 181.54. Man kan mycket vil tanka
sig ett annat antal arbetsveckor per ar. I sa fall kommer overheadkostnaden att slés ut Gver
ett annat antal kort och priset blir ett annat.

7. (a) Tillstindsrummet dr E = {B, S, C, O} och skattningen av transitionsmatrisen &r

05 02 01 02
03 04 02 01
0.15 0.05 0.6 0.2
03 01 02 04

P=

(b) 577(C) = 15.94 miljarder USD

(c) Fordelningen i juni dr ungefir p = [19.6 11.7 13.4 12.3]/57, sa fordelningen tvad manad
senare méaste vara ungefir uP? och i bankerna borde det da finnas ungefir 57uP?(B) = 18.68
miljarder USD.

8. (a) Kedjan ska modellera kundbeteendet, s tillstanden ar s: “super soap”, c¢: “cheap soap” och e:
“extra clean soap” = E = {s, ¢, e} och transitionsmatrisen &r ungefar

0.75 0.15 0.1
P=|1/3 1/3 1/3
05 0 05

Initialférdelning &r 4 =[0.5 0.5 0].

r,{X> =e} = (uP?)(e) = 0.243
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) P(b,a) = 1.0
b) P(b,a) = 1.0
) P%(a,a) =0.49
(a) = 0.370

JC
:1

11. Lat £ =10 20 30]" ochlat p=[0.1 0.3 0.6].

(a) P(e,b) =0.1
(b) PZ%(c,b) =0.39
(c) P%*(c,b) =0.39

(@) (P*)() = 0417
(e) P(c,b)P(b,c) =0.04
(f) Pf(c) =21.0

(g) m(a) =0.203

(h) =(b) =0.443

(i) nf = 21.52

12. Lat £ =[20 5 15 —10]" vara kolumnvektorn som svarar mot profitfunktionen f och lat g =
[400 25 225 100]T vara kolumnvektorn som svarar mot funktionen g(z) = f(z)?. Lat dessutom

=[0.20.4 0.3 0.1].
(a) (Pf)(d) =5.0
(b) (PE)(b) = 5.5
(c) (Pg)(b) =147.5
(d) (Pg)(d) — ((PF)(5))? = 117.25
(©) (uPg)() — (uPF)())? = 128.11
13. (b) Enda transienta tillstandet ar e
(¢) Irreducibla mangder dr E; = {a,c¢,d}, Es = {b}
(d) "First passage™sannolikheterna &r
1 0 1 1 0 1 0 1 1 0
0 1 0 0 0 0 1 0 0 0
F = 1 0 1 1 0| = 1 0 1 1 0
1 0 1 1 0 1 0 1 1 0
2/3 1/3 2/3 2/3 2/5 0.67 0.33 0.67 0.67 0.40
(e) "Number of returns”-vantevirdena ar
o 0 oo oo 0 © 0 oo oo 0
0 o 0 0 O 0 o 0 0 O
R=|oo0 0 o o0 0 |[=|c0c 0 o0 oo 0
oo 0 oo oo 0 oo 0 oo oo 0
0 oo oo oo 5/3 00 o0 oo oo 1.67
(f) Asymptotiskt dr transitionsmatrisen lika med
10/31 0 7/31 14/31 0 0323 0 0.226 0452 0
0 1 0 0 0 0 1 0 0 0
limP*=(10/31 0 7/31 14/31 0| =1]0323 0 0226 0452 0
" 10/31 0 7/31 14/31 0 0323 0 0226 0452 0
20/93 1/3 14/93 28/93 0 0.215 0.333 0.151 0.301 O
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15. (a) 5/12 =0.417
(b) 5/12=0.417
(c) 0
(d) 5/24 =0.208
Kapitel 3
1. Teoretisk medelférsaljning fran de 50% hushallen han kommer in i, ar % -0+ % -60 + % -100 = 63%.

10.

Man kan simulera observationer fran denna fordelning med tarningskast om man avbildar z = 1 pa
0, z=2,3,4 pa 60 och x = 5,6 pa 100. Att simulera huruvida férsiljaren kommer in i ett hushall
eller ej kan goras med slantsingling.

Den bésta strategin &r att byta. Om man ej byter dr sannolikheten att gissa rétt 1/3. Om man
byter &r den 2/3.

(a)
(b)

(a)
(b)

1, 3,3 om slumptalet z avbildas pé heltalsdelen av 4z + 3.

1,4,3 om slumptalet z avbildas p4 1dad x <0.3,p42da03<2<0.5,p43da0.5<z<0.6
och pa 4d4 0.6 < z.

Om slumptalet x avbildas pd y = —4Inx fas y = 5.879,1.204, 2.248, 10.637.

Fordelningsfunktion for Weibull med skalparameter A och formparameter « ar F(z) = 1 —
exp(Az)® for = > 0. Inversen ar F~!(y) = (—In(1 — y))'/* och vi kan byta 1 — y mot
y eftersom 1 —Y ~ U(0,1) om Y ~ U(0,1). I uppgiften &r parametrarna A = 0.25 och
a = 2.5 och vi ska, dérfor avbilda slumptalet y pa 4(—Iny)®/2 for att fa en observation pa en
Weibullférdelning med de givna parametrarna. Jag erholl 2.031,1.077,1.383,2.575. Den som
avbildar y pa 4(—In(1 — 4))%/? och far 1.018,1.961,1.627,0.610 gor naturligtvis ocksd ritt.

Med Box-Mullers metod fas

1 = /—2Iny; cos2ny, = —0.108
To = /—2Iny; sin 27y, = —1.711
3 = /—2Inys cos2mys = 0.959
x4 = v/—2Inyssin 27y, = 0.451

Detta ar 4 observationer pa N(0, 1). Observationer fran N(4,2) far vi genom att avbilda dessa
med x — 22 + 4. Jag erholl 3.784,0.578,5.919,4.903.

11. Lat X ha fordelningen given av att P[X = 0] = 0.5, P[X = 100] = 0.3 och P[X = 200] = 0.2 och
1at X1, X>, ... vara oberoende och fordelade som X. Notera att E[X] = 70.

(a)

Lat N ~ Poi(50/4) representera antalet samtal under tiden fran 12% till 12'® nagon dag. Vi ska
tdnka oss att de successiva forséljningsintdkterna ar X7, Xs,.... Dessa och N ska naturligtvis
vara oberoende. Forsiljningsintdkten fran perioden &r Y = Zg:o X}, (obs. att summan &r 0
om den skulle raka bestd av 0 termer, vilket den gor precis d4 N = 0). E[Y] kan réknas ut si

har:
ElY|=E lZXk] =Y E [Zxk IN=n
k=0 n=0 k=0

n=0

P[N = n]

X
0

1

n

P[N =n] =) nE[X]P[N =n]
k n=0

= E[X]E[N]=170- % =875

Kolla girna detta mot resultatet av din simulering.
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(d) Om tiderna mellan samtal istallet ar typ-3 Erlang, s betyder det att tiderna mellan samtal nu
ar summan av 3 oberoende Exp-variabler. D3 kan vi tdnka oss att 3 -50 = 150 samtal kommer
i snitt per timma, men att bara 1/3 av dessa nar fram till en operator. D4 skulle den teoretiska
forséljningen E[Y] riknas ut som ovan dock med den skillnaden att 70 byts mot 70/3 och 50/4
mot 150/4. Resultatet blir alltsd detsamma. Kolla detta mot resultatet av din simulering.

. Anvind att 5X + 3 ~ U(3,8) om X ~ U(0,1).

. Weibull med skalparameter A och formparameter o har vintevirdet

§= ;F(H 1/a)

och variansen )
o2 = = {P(1+2/a) —T(1+1/a)*}

I appendix 3.1 finns beskrivet hur man kan berdkna I'(14+2) da 0 < 2 < 1 och hur man kan reducera
T'(n + z) till detta fallet. Fast formodligen finns redan en rutin for berdkning av Gammafunktionen
i ditt programsprék. I svaret till 6vn 3.10(b) (se ovan) lar vi oss att observationer fran denna
Weibullfordelning fas fran observationer z pa U(0, 1) medelst transformationen z +— %(— Inz)'/.

En nagot enklare variant av denna 6vning ar att bestdmma, sig fér nagot lampligt virde pa parame-
terparet (\, ), generera observationer fran en Wei(\, a) enl ovan och jimfora erhallet medelvirde
med p och erhallen varians med o2.

Kapitel 4
-10 3 0 7
) -12 4 3
l.G= 1 0 -6 5
3 2 9 -14
-1/2 1/20 1/10 7/20 -0.5 005 0.1 0.35
2. (a) G= 0 -1/5 2/25 3/25( | 0. =02 0.08 0.12
‘ 8/5 1/5 —2 1/5| | 16 02 -2 02
1 0 0 -1 1. 0. 0. —1.
(b) 40/71 = 0.563
(c) 3175/142 = 22.36
4. (a) Om generatorn #&r G och inkomstvektorn &r f = [500 250 100 — 600]¢ fas den forvintade
medelinkomsten till pf = 258.56 och om generatorns understa rad byts mot [3 0 0 — 3] och
f mot £ = [500 250 100 — 1200] fas den forviintade medelinkomsten till p f = 310.5. Det &r
alltsa lonsamt i det langa loppet att ta den extra utgiften.

5. Forviantad medelkostnad per tidsenhet dr p f+p (G®h) 1 = 3562.79 och om man tar underhallskost-
naden om 400 per tidsenhet, s& reduceras forvintad medelkostnad per tidsenhet till p f/2 = 269.77.
Att gora underhallet och ta kostnaden for detta &r alltsa klart “worthwhile”.

—-10 10 0 0

6. (a) G= 12 —-22 10 0

0 12 -22 10
0 0 12 —-12

(b) 216/671 = 0.323
(c) 855/671 = 1.274
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1001 7 2 0 0
6 -16 1 7 2 0
0 12 -2 1 7 2
TG=19 o0 18 -—26 1 7
0 0 o0 24 -2 1
0 0 0 0 30 -30

~3/200 1/100 1/200

8 (1) G=| 1/5 —1/5 0
/4 0 —1/4

(b) 100/107 = 0.935

(¢) Den forvintade medelkostnaden per timma &r USD 13.55 ifall man anlitar en utomstéende
reparator, vilket dr klart billigare &n att anstélla en egen reparatdr (som ju kostar USD 40.00
per timma.

9. Tillstdndsrum ar E = {0,1,2, 3} lagrade impulser.

-90 90 0 0

0 —-90 90 0 . .
(a) G = 0 0 —90 90 | °m tidsenheten &r minuter.

60 0 0 -60
(b) p(3) = 1/3 =0.333
(c) 20

Kapitel 5
1. (a) 15/2=17.5st
(b) 60/15 = 4 minuter
(c) (30 —12)-15/60 = 4.5 st
(d) e—4 5(4 52/2!) = 0.112
(e) e +5 =0.011
(f) (12—15) +60/15 = 11 minuter
2. M/M/1-k6 med A =8 st/h, u=60/5=12st/h = p=A/p=2/3 = 0.667
(a) Pr{N =0} =1—p=0.333
(b) Pr{N <1} = Pr{N, = 0} = (1 - p)(1 + p) = 0.556
(c) W, =60p/(1x — A) = 10 minuter
(d) Pr{N =2} =Pr{N =3} = (1 — p)p® = 0.098
3. M/M/1-k6 med A =15 st/h, p =60/3 =20st/h = p=A/p=15/20=0.75
(a) Pr{N >0} =p=0.75
(b) L, = p?/(1—p) = 2.25
(c) Pr{N, > 1} =Pr{N >2} =1 — (1 — p)(1 + p) = 0.563
@ W=1/(u-X) =02
(e) Nej
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11.

15.

. M/M/1/K-ké med A =8 st/h, p =60/6 = 10 st/h = p = A/p=4/5=0.8. Vinsten &r 5 USD/st.

Effektiv ankomstintensitet &r A, = M1 — pg) = 8 - 0.827 = 6.61 st/h, vilket ger medelvinsten

24),

-5 =1793.50 USD/dygn om K = 3, och om K = 4 blir medelvinsten analogt utrdknad 843.03

USD/dygn. Differensen &r 843.03 — 793.50 = 49.53 < 60.00 USD/dygn. Det 6nar sig alltsa inte att
uppgradera till K = 4 och ta kostnaden for detta.

(a)

(b)

(©)

Snittkostnaden for ett jobb dr C' = 30L +105Apk. For K = 3 fas L = 1.55, px = 0.2655, vilket
ger C = 213.80 USD/dygn. For K = 4 fas L = 2.08, px = 0.2167 och C' = 198.94 USD/dygn.
K =4 ger alltsa en lagre snittkostnad.

Man ska bestdimma det K som minimerar C. Eftersom p =~ 1.042 ~ 1 kan det vara en god
idé att rdkna som om p = 1. D& giller ndmligen att L = K/2, px = 1/(K + 1), vilket ger
C =15K + 630/(K + 1). Standard matematik ger att C &r minimal da K = 5.48, s& ming C
fas da K =5 eller d4 K = 6. Det visar sig att C = 180 for bade K = 5 och K = 6. Men detta
var en approximativ kalkyl gjord under antagandet att p = 1, vilket inte dr riktigt sannt.

Under samma, forutsittningar som ovan fas att den totala kostnaden ar 400 + 180 = 580
USD/dygn, och om verkstaden stangs, s& har vi totala kostnaden 105\ = 630 USD /dygn. Det
ar alltsa dalig ekonomi att stinga verkstaden.

. Uppgiften bestar i att jimfora tre kdsystem. Nu anvinds en M/M/2-k6 med betjéningsintensitet

u=24-60/27 = 160/3 = 53.3 jobb/dygn. Denna ska jimforas med en M/M/3-k6 med samma betja-
ningsintensitet (alt A) och en M/M/1-k6 med betjaningsintensiteten p = 24-60/10 = 144 jobb/dygn
(alt B). Ankomstintensiteten &r A = 100 jobb/dygn. Vi far foljande for de tre alternativen:

(a)
(b)

[ [ N [ AkA [ AkB |
p | 15/16=0.9375| 5/8=0625 | 25/36 = 0.69
po || 1/31=0.0323 | 16/121 = 0.132 | 11/36 = 0.306
L |[480/31 = 15.48 | 305/121 = 2.52 | 25/11 = 2.27

Alternativ B reducerar forviantat antal jobb i kon, L, mest

Kostnaden per jobb ar 0.5 -24 = 12 USD/dygn, kostnaden per arbetare dr 40000/365 =
8000/73 = 109.59 USD/dygn och kostnaden for en robot &r 100000/365 = 20000/73 = 273.97
USD/dygn. I nu-laget &r alltsa kostnaden 2-109.59+15.48-12 = 404.94 USD /dygn. For alt A fas
kostnaden 3-109.59+2.52-12 = 359.02 USD/dygn och for alt B &r den 273.97+2.27-12 = 301.21
USD/dygn. Alternativ B (med roboten) ar alltsd billigast i lingden.

M/M/oo-k6 med ankomstintensitet A och betjdningsintensitet p. Stationér férdelning for en sddan
ko &r Poi(A/u). Lat N beteckna antalet kunder i kon da stationdra forhallanden rader.

(a) P
(b)
(c)
(d) N
(e) W

t(N =n) = e/
L= E[N] “Mp
Var[N] = A/ p

q =0, 84 Ly =0 ocksa
=1/

Effektiv ankomstintensitet ar A = 18.75 st/h och betjinaren klarar att betjina 20 st/h — p =
18.75/20 = 15/16 = 0.9375. Néatet fungerar alltsd som ett M/M/1-kdsystem med dessa virden pa
A, poch p.

(a)
(b)
(©)

Pr(N=0)=1-p=1/16 =0.0625
L=E[N]=p/1-p)=15
Ant ganger ett jobb betjinas dr Geo(0.8) = den stkta sannolikheten ar 0.2 - 0.8 = 0.16, och
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(d) det forvintade antalet 1/0.8 =5/4 =1.25
() W=L/A=0.8h

16. I jamnvikt ar nod 1 en M/M/1-k6 med Ay = 17.5 st/h och py; = 20 st/h = p; = 17.5/20 = 0.875,
och nod 2 &r en M/M/2-k6 med A2 = 27.5 st/h och p2 = 20 st/h = p = 27.5/40 = 0.6875.

(a) Pr(N; =0)=1—p; =0.125

1 [125 125 [o 1
R=1-Q7 = [0.25 1.25)° Q= 02 0
och Wt = [Ll/)\l Lg/)\g] = [04 0095])

(h) Nu &r kostnaden 100L = 961 USD/h. Det foreslagna nitet bestar av tre seriekopplade noder.
Den forsta, nod 1, & en M/M/1-k6 med Ay = 12, g3 = 20 = p; = 0.6, den andra, nod 2, &r
en M/M/2-kd med Ay = 22, pup = 20 = p2 = 0.55 och den tredje, nod 3, dr en M/M/c5-ko
med A3 = 22, ug = 20. Av p3 < 1 foljer att c3 > 2. Vi riknar ut att att Ly = 1.5 och att
Ly = 1.557. Hérur foljer att c3 = 3 ger en snittkostnad om minst 600+ 3.06-100 = 909 USD /h.
Detta géller ocksa da c3 > 3. Om ¢3 = 2, s3 blir Lg = L = 1.557 = L = 4.65 = kostnaden

400 + 465 = 865 USD/h, vilket &r en klar forbéttring jamfort med den nuvarande kostnaden
som dr 961 USD/h och garanterat mindre &n kostnaden da cs = 3 eller storre.

17. Vi har noderna R, T och C. Total inintensitet ot = 24 st/h fordelas pa noderna si att yg =
0.27t0t = 4.8, 77 = 0.6740t = 14.4 och v¢ = 0.27ot = 4.8 st/h. Det foljer att nod R &r en
M/M/1-ké med Agp = g = 4.8, pur = 12 st/h = pr = 4.8/12 = 0.4, att nod T &r en M/M/3-ko
med Ay = 18, pg = 10 st/h = pr = 18/30 = 0.6 och att nod C ar en M/M/2-kd med A\c = 7.56,
pe =5 st/h = po = 7.56/10 = 0.756. I jamnvikt dr antalet jobb vid de olika noderna oberoende.

(b) ’switching probability matrix” (alltsd subtransitionsmatrisen, som beskriver hur jobben hoppar
omkring mellan noderna i nétet) ar

0 0.75 0.20
Q=10 0 0.10
0 0 0

(d) L =Lg+ Lt + Lc = 0.667 + 2.332 + 3.529 = 6.53 st
() W = Lyt = 6.53/24=0.272 h

(g) Pr(Ne <1) =Pr(N¢ =0)+Pr(Ng =1) = po+p1 =0.139+0.139-2-0.756 = 0.349 (jfr (5.23)
och/eller 6vn 5.4). I genomsnitt i ca 35% av tiden &r alltsi nagon radgivare fri att telefonera.



