Foreldsningsanteckningar till Matematisk statistik for Z, del B sida 1

Kap 2 Markovkedjor

Exempel 2.8 Tva-stegs tillverkningsprocess. Titta bara pa figur 2.7 pa sida 52. Dis-
kutera begreppen transitionssannolikhet och transitionsmatris.

2.1 Grundliggande definitioner
Vi bérjar med nagra grundléggande definitioner om stokastiska processer.

Definition 2.1 En stokastisk process ar en foljd av stokastiska variabler med gemen-
samt utfallsrum.

Definition 2.2 Det gemensamma utfallsrummet for variablerna i en stokastisk process
kallas for processens tillstandsrum.

I hela kursen ar tillstandsrummet, som ofta betecknas F, diskret, alltsa dndligt eller
upprikneligt odndligt, och vi refererar till elementen i E' som processens tillstind.

Vi ska borja med att studera processer av typen
X={Xy;n=0,1,...}

Vi ska tédnka pa n som var tidsvariabel. Hér ar alltsa tiden diskret.

Sedan ska vi ga vidare med att studera processer med kontinuerlig tidsvariabel:

Definition 2.3 En stokastisk process X = {X,;;n =0, 1,...} med diskret tillstindsrum
E siges vara en Markovkedja, om

Pr{Xn+1 = Z.n+1|)(0 = iOaXl =01, -- aXn = Zn} = Pr{Xn+1 = in+1|Xn = Zn}

Sannolikheterna Pr{X,.; = j|X,, = i} kallas for kedjans transitionssannolikheter.
Dessa siges vara stationdra om de ej beror av n, dvs da

Pr{X, ;1 = j| X, =i} = Pr{X; = j| X, =4}

Tva vanliga beteckningar fér sannolikheten for en transition ifran 4 till j ar P(i, )
och p;;. Feldman & Valdez-Flores verkar foredra den forstndmnda. Jag &r van vid att
anvianda den sistndmnda.

Kommentar Att kalla transitionssannolikheterna for stationdra da de ej beror av n
ar olampligt eftersom det kan ge upphov till missforstand. Béttre ar att siga att de
ar homogena. Da sa &r fallet brukar man siga att Markovkedjan dr homogen. I denna
kurs ska vi bara studera homogena Markovkedjor.

Notera att
PI'{XO = ’L',Xl = j,XQ = k‘,X3 = l}

= PI‘{XO == ’l:,Xl = j,XQ = k‘} PI‘{X?, = l|X0 = ’i,Xl == j,XQ = k}

Fo1

OH 1a
OH 1b
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= Pr{Xo =14, X1 = j} Pr{Xy = k| Xy = i, X1 = j} Pr{Xs = I| X5 = k}
=Pr{X, =i} Pr{X; = j|Xo =i} Pr{Xo = k| X; = j} Pr{X;5 = || X5 = k}
= u(@)P(i, j) P (4, k) P(k, 1)
dér p(i) = Pr{Xy = 1}.
Vi har alltsa,

Pr{Xo =14, X1 =7, Xo =k, X5 =1} = u(i) P(i, ) P(5, k) P(k, 1)
Analogt inses,

Pr{Xi =j,Xo = k, X3 = | Xo = i} = P(i,§) P(j, k) P(,1)

Transitionssannolikheterna brukar man sitta ihop till en matris P, kallad transitions-
matrisen. Elementet i rad 4, kolumn j i P betecknas i boken P(i,7). En annan vanlig
beteckning &dr p;;. Ett tredje séitt att beteckna elementet pa rad ¢, kolumn j i matrisen
P ir P(i, j).

Om tillstandsrummet ar £ = {1, 2,3}, sa ar alltsa

Potenser av P betecknas P2, P3, etc. Elementet i rad 4, kolumn j i den n:te potensen
av P, alltsd i matrisen P", betecknas i boken P"(i,j). Jag kommer ofta att skriva

(n

ij

Ibland behover man en beteckning for den 4:te raden i transitionsmatrisen eller nagon
potens av denna. Vi later P(i,-) eller P (i, -) beteckna rad ¢ i P. Analogt later vi P(-, j)
eller P(-, j) beteckna den j:te kolumnen i P. Analoga beteckningar har vi for raderna

och kolumnerna i P".
I fallet ovan med E = {1, 2,3} géller alltsa

P"(i,7). En annan vanlig beteckning ar p

P(i,-)=P(@,-)=[P@,1) P(i,2) P(i,3)]

for 2+ =1,2,3, och

for j =1,2,3.

Sannolikhetsfordelningar pa tillstandsrummet E ska vi tdnka pa som radvektorer. Om
man t.ex anger att kedjans initialférdelning dr p (alltsa att X, har férdelningen p), sa
tanker vi oss att pu ar en radvektor och att elementet pa plats ¢ ar

p(1) = Pr{X, =i}
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Om, som ovan, £ = {1,2,3}, s& ar

Gloém inte att
u(i) >0, Vi

> u(i) =1
Annars kan ju inte p definiera en sannolikhetsférdelning.

Analogt giller att
P(i,j) =20, Vj

> P, ) =1

Radvektorn P(i,-) ar ju en sannolikhetsférdelning. Matriser som satisfierar detta kallas
ofta for Markovmatriser.

Istéllet for transitionssannolikhet far man girna siga dvergingssannolikhet, och, ana-
logt, istéllet for transitionsmatris kan man gott siga dvergangsmatris.

Exempel 2.1 (sida 40) Transitionsmatrisen &r OH 2

0 1
P_[m 0.9}

Notera t.ex att
Pr{X,1 =1|X, =0} =Pr{X; =1|X, =0} = P(0,1) =1
samt
Pr{X,,1 =1|X,=1}=Pr{X; =1|X, =1} = P(1,1) = 0.9
Notera dessutom att F02

Pr{X, s = 1|X, = 0} = Pr{X, = 1| X, = 0}

= PI‘{XQ = 1,X1 = O‘X() = 0} + PI‘{XQ = 1,X1 = 1‘X() = 0}
= P(0,0)P(0,1) + P(0,1)P(1,1) = P(0,)P(-,1) = 0.9

samt, analogt,
PI‘{Xn+2 = 1|Xn = ]_} = PI‘{XQ = 1|X0 = ]_}

= PI‘{XQ = ]-)Xl = O‘X() = 1} + PI‘{XQ = ]_,Xl = ]_‘X() = 1}
— P(1,0P(0,1) + P(1,1)P(1,1) = P(1,-)P(-, 1) = 0.91
J.f.r med utrikningarna som behovs for att berikna P?:

, _[01 09
b= [0.09 0.91
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2.2 Transitioner i flera steg

Tag tillstand 7, j € E och betrakta

Pr{X, = j| Xy =i} =Y Pr{X; =k X, =j|X; =1}
k

= Pr{X; = k[Xo = i} Pr{X, = j| X1 = k, Xo = i}
k
=Y Pr{X; = k| Xo = i} Pr{X, = j| X, = k}
k

=" P(i, k)P(k,5) = P(i, ) P(-, j) = P*(i, )

Matrisen P? ger oss alltsd alla tva-stegssannolikheter. Med induktion kan man nu visa
allmént att P™ ger oss sannolikheterna for transitioner i n steg. Vi har alltsa

Sats 2.4 Lat X = {X,;n = 0,1,...} vara en Markovkedja med tillstindsrum E och
transitionsmatris P. Da géller, for 7,7 € Fochn=1,2,...,

Pr{X, =j| X, =i} =P"(i,5)

Exempel 2.2 (sida 41, 43) Rikna ut P2 Notera t.ex att OH 3a

P?(b,c) = ZP(b,j)P(J} c) = P(b,-)P(0)

0.50
=[0.75 0 0.25]]0.25
0
=0.75-050+0-0.254+0.25-0=0.375
samt
PQ(ca C) = ZP(CaJ)P(Ja C) = P(C, )P(,C)
J
0.50
=[0.75 0.25 0]]0.25
0
=0.75-0.50+0.25-0.254+0-0=0.4375
Etc, sa att

0.75 0.125 0.125
P2=]0.1875 0.4375 0.375
0.1875 0.375 0.4375

Notera nu t.ex att
Pr{X, = a| X, = b} = P*(b,a) = 0.1875

Pr{X, = ¢/ Xy = b} = P?(b,c) = 0.375
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Pr{X, = ¢| Xy = ¢} = P?(c,c) = 0.4375

Exempel 2.5 (sida 45-46) Notera t.ex att OH 4a

Pr{ X997 = 5, Xopoo = 8| X1996 = 5} = P(s,8)P>(s,8) = 0.55 - 0.5023 ~ 0.276

Sats 2.5 Lat dessutom f : E — R. Da giller, for i € E ochn=1,2,.. .,

E[f(X3)|Xo = i] = P"{(q)
Obs att E[f(Xn)|[Xo = 1] = X2, f(j) Pr{X,, = j|Xo = i}. Detta &r ett s.k betingat
vintevdrde. Det raknas ut m.a.p den betingade fordelningen for X, givet att Xy = 1.

Hér ar f kolumnvektorn med element f(i) pa rad ¢ och P"f(i) ar elementet pa rad i i
kolumnvektorn P"f.

Om t.ex E = {1,2,3}, s ar
f(1)
f=1/(2)
f(3)

Obs att ofta anvinder vi den s.k transponat-operationen och skriver istéllet

f=[f1) f2 s3I

Vidare ar
P*f(i) =P"(i,-)f =[P"(i,1) P™(,2) P"(i,3)] | f(2)

= P"(5,1)f (1) + P"(5,2)f(2) + P"(i, 3) £ (3)

Tanken med satsen &r att om man har en kostnad om f(i) kr varje gang kedjan befinner
sig i tillstand 4, sa talar satsen om hur genomsnittskostnaden vid tidpunkten n, forutsatt
att den vid tidpunkten 0 befann sig i tillstandet i, ska berdknas.

Bevis av sats 2.5

Bf (Xa)[Xo =] = Y [(j) Pr{Xo = j|Xo = 1}

= P"(i,5)f(j) = P"(,-) f = P"f(i)
J
vilket skulle visas.

Exempel 2.5 (forts; sida 46) Antag att (enhet: USD) OH 4b

f(s) =1200, f(w)=1500, f(c)= 2500

E[f(X1999)| X 1906 = 8] = E[f(X3)| X = 5] = P*#(s) = P?(s,-) f
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1200
=[0.5023 0.4334 0.0643] | 1500
2500

= 1200 - 0.5023 + 1500 - 0.4334 + 2500 - 0.0643 = 1413.61 ~ 1414

Exempel 2.2 (forts, sida 44) Varje gang siljaren ar i stad o tjanar han USD 1000, OH 3b
varje gang han &r i stad b tjanar han USD 1200 och varje gang han &r i stad c tjanar
han USD 1250. Vi definierar en vinstfunktion

f(a) =1000, f(b) =1200, f(c)=1250
och motsvarande kolumnvektor
f=[1000 1200 1250]"

Saljarens forvintade fortjanst vecka nr 2 givet att han startar vecka 0 i a, ar

E[f(X»)|Xo = a] = P*f(a) = P*(a,") f = ZPQ(a,j)f(j)

=0.75-1000 + 0.125 - 1200 + 0.125 - 1250 = 1056.25

Antag nu att vi inte vet i vilket tillstand kedjan startar men att vi istdllet kinner OH 3b
kedjans initialférdelning (alltsd Xy:s fordelning),

Pr{X,=a} =0.5, Pr{Xo=0}=0.3, Pr{Xy=c¢}=0.2
D4 kan vi t.ex rakna ut

Pr{X; =a} = Z Pr{X, = j, X; = a}

J

=) Pr{X, = j} Pr{X; = a|X, = j}
J
Fordelningen for X, later vi bli en radvektor p,

p=1[05 0.3 0.2]
Da foljer
Pr{X, =a} =Y u(j)P(j a)
J

=05-0+03-0.75+0.2-0.75 = 0.375

Poéngen med utrikningen &ar att

Z p(G) P, a) = pP(- a) = pP(a)

(uP &r en radvektor och uP(a) dr elementet i kolumnen som svarar mot tillstandet a
i denna radvektor).
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Ofta skriver man Pr,{X; = a} istéllet for Pr{X; = a} for att tydliggora att initi-
alférdelningen &r p. Vi har alltsa visat att Pr,{X; = a} = pP(a) och mer allmént
géller

Sats 2.6 Lat dessutom g vara kedjans initialférdelning. Da géller
Pr, {X, = j} = uP"(j)

Obs att uP™ ar en radvektor och puP"(j) ar dess element i kolumn j. Obs ockséa att
uP"™(j) = uP"(-,7) (detta ser mahianda konstigt ut, men hogerledet &r helt enkelt
skaldrprodukten av radvektorn p och kolumnvektorn P™(-, j).

Bevis
Pry{Xn =j} = Pr{Xo =i, X, = j}

= ZPr{XO =i} Pr{X, = j| X, = i}

=" u(@)P" (i, §) = uP"(-,§) = uP"(j)
vilket skulle visas.

Sats 2.7
E,[f(Xn)] = pP"f

Obs att pP"f ar skaldrprodukten mellan radvektorn pyP™ och kolumnvektorn f, som
lika gérna kan berdknas som skaldrprodukten mellan radvektorn p och kolumnvektorn
P"f. M.a.o,

pP"f = (uP") f = p (P"f)

Bevis

Buf(Xn)] =D fU)Pr{X, =j} = E pP"(j = uP"f
J
vilket skulle visas.

I beviset ovan visade vi att
Ef(Xn)] = (uP™) £
Om vi nu anvénder att (uP")f = p (P"f) far vi

E,[f(X,)] = u(P"f) = Z“ )P (i ZE[f )| Xo = i Pr{X, = i}

Att
Xl = S B ()Xo = 1Pr{Xo = )

ar ett mycket anviandbart sitt att berakna vantevirden. Det giller inte bara for Mar-
kovkedjor, utan ocksa allmént s& hér:

E[f(X 2}? X)Y =y|P(Y =y)
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om Y é&r diskret. Vi kommer att anvinda oss av denna teknik atminstone en gang
langre fram i kursen. En analog formel géller om Y &r kontinuerlig med téthet f(y).

Ténk sjilv igenom hur sats 2.7 6vergar i sats 2.6, om man som initialférdelning forst
tar
p=[1 0 ... 0]

(d.v.s Pr{X, = 1}) och sedan generaliserar till Pr{X, = i}, och hur sats 2.7 6vergér i
sats 2.5 om man som kostnadsfunktion forst tar

. 1 da =1
f(’)_{ 0 da i#1
och sedan generaliserar. Om man som initialférdelning véljer p =[1 0 ... 0] och

samtidigt som kostnadsvektor viljer f =[1 0 ... O]T och generaliserar, si overgar
sats 2.7 1 sats 2.4.

Sa sats 2.7 kan man gott siiga sammanfattar hur man med matrisalgebra ridknar ut
sannolikheter och viantevirden féor Markovkedjor.

For att komma vidare behdver vi inse att det finns olika typer av tillstand och hur
dessa fungerar probabilistiskt.

2.3 Klassificering av tillstAnden
Definition "First passage”-tiden ar

T’ =min{n >1: X, = j}

Alltsa: T &r tiden det tar tills kedjan kommer till j. Obs att 77 = co om kedjan aldrig
kommer till j, dvs om {n >1: X, =j} =0.
Och: T7 < oo om kedjan nigon géng besoker j, d vsom {n >1:X, =j} #0.

Definition "First passage”-sannolikheter:
F(i,j) = Pr{T? < oo| Xy = i}

F(i,j) ar alltsa sannolikheten att kedjan 6ver huvud taget kommer till j givet att den

startar i 7. Matrisen F' samlar ihop dessa sannolikheter. Elementet pa rad 4, kolumn j
i F ér alltsa F(3, 7).

Exempel 2.8 (sida 51)
F(1,s) =Pr{T° < o0| Xy =1}
ar sannolikheten att en enhet hamnar i "scrap”bingen och
F(1,g9) = Pr{T7 < 0| X, = 1}
ar sannolikheten att en enhet blir godkind. Observera att

F(1,s)+ F(1,9) =1

OH 1a
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ty exakt en av hidndelserna 7 < oo och 7Y < co maste ju intriffa.

Senare 1 kursen ska vi lara oss hur man riaknar ut dessa sannolikheter.

Definition "Number of visits (or returns) to” j r

oo

n=0

Hér och fortsiattningsvis later vi I beteckna enhetsmatrisen och (i, j) ar dess element
pa rad ¢, kolumn j. Foljaktligen,

{4013
Vi ser att N; dr lika med totala antalet besok i tillstand j (inklusive det som ev sker
dan =0).
Definition "Number of returns™véintevirden:

R(i, j) = E[N;|Xo = 1]

Matrisen R samlar ihop dessa vinteviarden, som mycket val kan vara odndliga. Ele-
mentet pa rad i, kolumn j i R ar alltsa R(3, j).

Kommentar I grundkursen sade vi att N;:s vintevirde existerar och &r lika med Fo03
E[N;] =) kPr{N; =k}
k

om summan i hogerledet dr absolutkonvergent. En f6ljd av detta ar att alla vintevirden
da blir andliga. For stokastiska variabler som bara kan antaga positiva virden (vilket ar
fallet for IV;) brukar man utvigda definitionen av vintevirde och lata det vara odndligt
om summan »_, kPr{N; =k} = oo.

Exempel 2.13 (forts av exempel 2.8; sida 62-63) OH 6¢
Den kostnad vi har for ett radmne ar

C = 150 + 200N; + 300N; + 50/ (7 <00

dar Ii7s o0y dr den stokastiska variabel som dr = 1 om handelsen T < oo intréffar och
= ( annars.

Vi far att genomsnittskostnaden per processad enhet &dr
E[C|Xy = 1]
= 150 + 200R(1,1) + 300R(1,2) + 50F'(1, s)

Definition 2.9 Tillstandet j ar transient da F'(j,7) < 1.
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Definition 2.10 Tillstandet j &r rekurrent da F(j,7) =1
Man kan visa att om tillstindsrummet E &r dndligt, sd F(j,7) < 1 < R(j,J) < oc.
Exempel 2.3 (sida 51) Tillstandet 4 &r transient, tillstdnden 1,2, 3 &ar rekurrenta.
Rekurrenta tillstand kan vara periodiska. T.ex

P- 1 o]
Vi ska i det som ségs nedan alltid forutsitta att tillstanden ar aperiodiska, men avstar

fran att ga inpa hur man avgor om sa ar fallet. Man siger ofta att en Markovkedja ar
aperiodisk om alla tillstanden ar aperiodiska.

Definition 2.11 En mingd C' C FE siges vara sluten, da
ZjeCP(iaj) = 1
for alla ¢ € C.
Alltsa: da kedjan vil hamnat i en sluten mingd, kan den ej ta sig darifran.
De minimala slutna mangderna spelar en vildigt viktig roll i férstaelsen av Markov-

kedjors dynamik.

Definition 2.12 Om C' C F ir sluten och varje dkta icke-tom delméngd av C' ej ar
sluten, sa séiges C' vara irreducibel. Ett tillstand ¢, sddant att enpunktsméngden {i} &r
sluten kallas absorberande.

Eget tilligg Om FE &r irreducibel, séger vi att kedjan ar det.

Obs att ¢ dr absorberande om, och endast om, P(i,7) = 1.

Sats 2.13 Om det finns ett transient tillstand i en irreducibel méngd, sa ar alla tillstand
i den transienta. Annars ar alla tillstanden rekurrenta.

Bevisas €.

Sats 2.14 I en édndlig irreducibel mingd C' &r alla tillstanden rekurrenta.

Bevis Om ett tillstand i C' ar transient, sa dr alla det enligt sats 2.13 och da foljer
att kedjan sa smaningom ldmnar C'. Men da kan inte C' vara sluten. Denna motsigelse
innebar att inget tillstdnd kan vara transient, vilket skulle visas.

Definition Tva tillstand 7, ; kommunicerar om det dr mdjligt att nagon gang na j fran
1 och omvint.

Sats 2.15 En sluten méngd C' C E ir irreducibel om, och endast om, varje tillstand i
C kommunicerar med varje annat tillstand i C.

Kommentar Att C' &r sluten innebér att tillstdnden i C' inte kan kommunicera med
ett tillstand utanfér C.

Exempel 2.3 (sida 52) Irreducibla klasser dr Fy = {1}, Ey = {2, 3} sa tillstandet 1 &r
absorberande.

Exempel 2.8 Tillstanden 1,2 &r transienta och tillstanden s, g ar absorberande.
Irreducibla klasser &r foljaktligen E; = {s}, E, = {g}.

OH 5

OH 5

OH 1a
OH 6a
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2.4 Stationar fordelning ("Steady-state behaviour”)

Vi ska nu studera vad som hénder med matrisen P", d& n — oo. Huvudsatsen i
avsnittet dr denna:

Sats 2.16 Antag att kedjan ar irreducibel och aperiodisk, samt att tillstandsrummet
E ar dndligt. Da finns en sannolikhetsfordelning 7, sddan att

lim Pr{X, = j| Xy, =i} = lim P"(i,5) = 7 (j)
n—0o0 n—r0oQ
Radvektorn 7 ges av

TP =

Feldman & Valdez-Flores kallar 7w for “steady state’-sannolikheterna. Jag gillar att
kalla 7 for kedjans invarianta férdelning. Vanligast dr nog att man kallar 7 for kedjans
stationdra fordelning.

Vi ska inte visa denna satsen.

Faktumet 7P = 7 medfor att 7P" = 7 {for alla n > 1. Vi har alltsa att
Pr {X, = j} = 7(j)

for alla n > 1 och tillstand j € E.

Exempel 2.2 Ekvationen 7P = 7 16ses av OH 3b

1
m=2[3 2 2]~[0428 0.286 0.286]

Observera att
2m)P =2(nP) =27

sa alla vektorer proportionella mot 7 satisfierar 7P = 7. T.ex giller att
(3 2 2]P=[3 2 2]

Nér vi talar om en 16sning till ekvationen 7P = 7 menar vi alltid att l6sningen ska
definiera en sannolikhetsfordelning, vilket innebér att

min7(7) > 0 och Zw(z) =1

Exempel 2.3 (sida 57) Transitionssannolikheterna i den irreducibla klassen Fy = OH 5
{2, 3} kan ldggas ihop i en egen transitionsmatris

0.3 0.7
P2 = [0.5 0.5}

och man kan 16sa ut 7 ur 7Py = 7. Losningen ar

1
m=5[5 7]~ [0417 0.583]
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och tolkningen dr att om kedjan nagon gang kommer till E5, s stannar den dér for
alltid och, efter lang tid, &r sannolikheten att den i ett visst tidsogonblick ar i, t ex,
tillstand 2 r 7(2) = 5/12.

Sats 2.17 Lat E; vara en irreducibel méngd av tillstand och lat P; dr restriktionen
av P till E). Lat dessutom 7 vara Py:s invarianta férdelning och 1at F(7,) = Pr{T’ <
oo| Xy = i}. Tag tillstand 4, j € E.

(a) Om j &r transient,

ImPr{X, =j|Xo=1i}=0

(b) Om j € E;,
lim Pr{X, = j| X, = i} = F(i,)7(j)

(c) Om j € E; och X, € Fy,

1 n—1
lim =S I(X,,
lgln,;) j) = 7(j)

(d) Om j ar rekurrent,

- 1
ET' Xy =j]l=——=
X =i1=25
Obs att denna sats ér en generalisering av sats 2.16. Den ska ej bevisas.
Exempel 2.3 Fran sats 2.17 {oljer att Fo04
OH 5

Pr{X, =4/X, =4} = 0

ty tillstandet 4 ar transient. Notera att F(4,4) = 0.7, ty om X, = 4, si intraffar
T* < 0o om, och endast om, X; = 4. Man kan faktiskt rikna ut F(4,2) = F (4, 3) och
F(4,1) sa hér:

0.1 1

F4,2)=F(4,3) = ——— = —

(4,2) (4,3) 01+02 3
och att 0.2 B
F4,1)= ——— =-
0.1+0.2 3

Vi ska senare se detta och aterkomma till hur man berdknar sannolikheter som dessa
i mer komplicerade fall.

Sats 2.17 ger nu att

1 5 5
Pr{X, = 2| X, = 4} — F(4,2)1(2) = = - — = -
(X0 = 20X =4} - FU,2m(2) = 5 - 13 = on
Pr{X, = 3|Xo = 4} — F(4,3)7(3) = - =
Fiin = 2R = )T = 3719 T 36
och att
24

2
Pr{X, =1Xo =4} > F(4,1) = - = —

w |
w
(@)
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Exempel 2.8 Enl sats 2.17(b) géller P"(1,s) — F(1,s) d& n — oc. Notera nu att OH 6a

P"(1,s) = ZP”‘l(l,j)P(J} s)

Lat Er = {1,2} och lat Q vara restriktionen av P till Er. D.v.s,

0.2 0.7
Q= [0.05 0.1}
Da,
P"(1,s) = Z Q" !(1,7)P(j,s) + P"!(1,5)P(s,s) + P"'(1,9)P(s, 9)
JjEET
=Y Q"' (1,5)P(j;s) + P"'(1,5)
JjEET
ty P(s,s) = 1 och P(g,s) = 0. Lat b, vara kolumnvektorn med elementet b,(j) =
P(j,s) parad j € Er. D.vss OH 6b
L _ [010
*10.05
Da,

P"(1,5) = Q" 'b,(1) + P" (1, 5)
Medelst induktion fas nu

P"(1,s) = Q" 'b,(1) + Q" ?b,(1) + P™ (1, 5)

n—1
= = kas(1)
k=0
ty P*"(1,s) =1I(1,s) = 0.
Vi har alltsa »
P"(1,5) =Y _ QFb,(1)
k=0
Det ar inte svart att visa att
n—1 oo
SIS
k=0 k=0

J.f.r med en vanlig geometrisk serie. Medelst gransévergang foljer darfor
F(1,5) = (I-Q) 'by(1)

Analogt,
F(27 S) = (I - Q)ilbs(2)

Detta ar faktiskt innehallet i allt vésentligt i sats 2.19, som vi snart kommer till.
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2.5 Berakningar

Vi ska nu titta pa hur man berdknar "number of returns”-vinteviarden
R(i,j) = E[N;| Xy = 1]

och "first-passage”-sannolikheter

F(i,j) = Pr{TV < co| X,y =i}

Om ¢ och j tillhér samma irreducibla klass,

R(i,j) =00, F(i,j) =1

Om ¢ &ar rekurrent och j ej i samma irreducibla klass,

R(i,j) =0, F(i,j)=0
Om ¢ &r transient och j rekurrent,

R = { © om F(i,j) >0
"ZY 0 om F(i,§) =0

I detta fall beror alltsa R(i,j) bara pa om F(i,j) = 0 eller > 0, vilket man oftast kan
se 1 kedjans tillstandsgraf.

Fallet da bade ¢ och j ar transienta diskuteras i nédsta sats. Lat Q vara restriktionen
av P till de transienta tillstanden.

Sats 2.18 For transienta 4, j € E giller
R(i,j) = (I-Q)'(i,])

Dessutom géller att (jamfor sats 2.8)

. 1-1/R(j,j) da i=]j
F( a]) - .. .. . . .
R(i,j)/R(j,j) da i# ]
Vi bevisar ej detta resultat.

Vi behover ocksa veta hur F'(i, j) ska ridknas ut da i dr transient och j rekurrent.

Lat E, vara en irreducibel méngd av tillstand och definiera en kolumnvektor b, sa att
elementet pa rad ¢ (svarande mot det transienta tillstandet 7) ar

bl(’L) = PI‘{Xl € EI‘XO = ’l,} = ZkEEl P(Z,k)

Sats 2.19 Om ; ar transient och j € Ej,

F(i,j) = (1-Q)™'bu(3)
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Vi bevisar €] detta resultat.
Ibland behover man ocksa foljande tva resultat:

Sats 2.20 For en irreducibel aperiodisk Markovkedja,
=
1?n;yaw

dér 7 ar kedjans invarianta férdelning.

Observera dessutom att
wf =3 w()f(j) =Y limP"(i,5)f ()
J J

—hmZP" i) f —hmE[ (Xn)|Xo = 1]

Sats 2.21 Lat 0 < a < 1 och antag att kedjan dr irreducibel och aperiodisk. Da

o

D (X)X = z] = (I—aP)'f(:)

n=0

E

Ténk pa a som en diskonteringsfaktor (virdet idag av 1 kr imorgon). Om inflationen
eller rantan ar 10%, s& 4r « = 1/1.1 = 10/11 = 0.909. Men « behover inte definieras
sa strikt. Man kan gott tinka sig att en beslutsfattare viljer att rdkna med ett annat
viarde pa « som béttre reflekterar hans/hennes syn pa virdet idag av framtida vinster
eller kostnader.

Skiss av beviset sats 2.21 (gjordes ej pa foreldsning) F05a
E ) o"f(Xa)|Xo —z] Za”E[f n)|Xo =] = Za”P”f i)
n=0

= (Z o/‘P") f(i) = (Z(aP)”) (i) = (I — oP)'f(:)
n=0 n=0
ty 0 < a < 1, vilket implicerar att ||aP|| < 1. Vilket skulle visas.
Hér dr nagra exempel som ska illustrera satserna i detta avsnitt.

Exempel 2.3 De flesta elementen i F och R kan vi berdkna utifran kunskap om vilka OH 5
tillsténd som ar transienta och vilka de irreducibla klasserna &r. Irreducibla klasser &r
= {1} och E; = {2,3}, och 4 &r det enda transienta tillstandet.

Sats 2.18 ger att
1 1 10

R(4,4) =

1-P(4,4) 03 3

ty
Q=[P(44)] = I-Q=[1-P(4,4)]
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= 1-Q7"'=[1r7ay] =g =[%]
Vi far att 1 3 -
(4,4) R(4,4) 10~ 10
Observera att vi hade kunnat rikna ut F'(4,4) sa hér:
F(4,4) = Pr{T* < co| Xy = 4} = Pr{X, = 4|X, = 4} = P(4,4) = %

ty da Xy =4 ar T* < oo om, och endast om, X; = 4.
Vi har ocksa att by = [by(4)], dar

b1(4) = PI‘{Xl € El‘XO = 4} =0.2
och att by = [by(4)], dér
b2(4) = PI'{Xl € EQ‘XO = 4} =0.1

(I och med att det bara finns ett transient tillstand, sa blir alla storheterna i satser-
na 2.18 och 2.19 skaldra.) Sats 2.19 ger

1 2
F(4,1) = —-02=-
(41 =5302=3
och
F(4,3) = F(4,2) = - .01 =
b b 0.3 - 3

vilket 6verensstimmer exakt med en tidigare utrikning.

Exempel 2.8, 2.13 Kedjan har tva transienta tillstand och tva absorberande. De OH 6a
transienta tillstanden &r 1 och 2 och de absorberande tillstanden dr s och g. Vi har OH 6b
alltsa tva irreducibla klasser som vi kan kalla E; = {s} och E;, = {g}. Restriktionen

av P till de transienta tillstanden &r

0.2 0.7
Q= [0.05 0.1}

vilket ger att
1-Q [ 180 10 ] N [1.3139 1.0219]

% % 0.0730 1.1679
V1 ser att 180
R(1,1) = — ~ 1.3139
och 140
R(1,2) = — ~ 1.0219

Vi har aven att
bs(l) = PI‘{Xl = S‘XO = 1} =0.1

by(2) = Pr{X; = s|X, = 2} = 0.05
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S

0.10
bs = [0.05}

25
-l _ | 137 | . [0.1825
(1-Q) bs_[ 9 ]” [0.0657

137

och

Harur foljer
F(1,s) =~ 0.1825, F(2,s)~ 0.0657

Analogt giller att

by(1) =0
be(2) =0.8
sa
b= [
och

112
137 0.8175
—_0) b = | B | &
(I-Q)"b, [ 128 ] [0.9343}
137
Héarur foljer
F(1,9) ~ 08175, F(2,g) ~ 0.9343
Vi kan nu rdkna ut snittkostnaden for en processad enhet: OH 6¢

E[C|X, = 1] = 150 + 200R(1, 1) + 300R(1,2) + 50F (1, s)

180 140 25
=1 200 - — it il
50 4 200 137 + 300 37 + 50 137

~ 150 + 200 - 1.3139 4 300 - 1.0219 4 50 - 0.1825 ~ 728.47

Exempel 2.2 OH 3a
OH 3b
| -l . 10007 -900
Hm— )" f(Xn)=af=_[3 2 2]|1200 | = —— ~ 1128.57
non i 7 1250 7

Observera att detta dr siljarens genomsnittsvinst i det langa loppet och att den beror
ej pa i vilken stad han startade sin sidljkampanj.

Vi ska anvinda den totala diskonterade vinsten till att avgdra var siljaren ska starta
sin kampanj. Vi véljer darfor en diskonteringsfaktor a och berdknar kolumnvektorn

E

Dot f(Xn)|Xo = ] = (I—aP)'f

Jag erholl, for o = 0.95,

22496.4

D ot f(X,)| Xo = ] = | 22607.5
n=0 22647.9

E
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och, for a« = 0.1,

% 1134.37
E | a"f(X,)|Xo = ] = [ 1319.28
n—0 1368.06

I bada fallen ska han borja kampanjen i stad c.



