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Meddelande: Nu pa torsdag den 14/11 anvénder vi en del av foreldsningen till att titta
pa tentorna.

Kap 3 Simulering av stokastiska variabler

Kapitlet handlar om hur man utifran slumptal u € (0,1) genererar observationer pa
en stokastiska variabel X med given fordelning.

Vi har i del A lart oss hur man goér da X &r diskret. Lis sjalv kap 3.1 som handlar om
hur man kan simulera slumpmiéssiga skeenden m.h.a mynt och tarningar. Avsnitt 3.2.1
handlar om sddana slumptal som genereras av program i datorer. Lis detta sjalv. Av-
snitt 3.2.2 handlar om hur man m.h.a slumptal kan simulera observationer av diskreta
stokastiska variabler. Detta kan alla redan, men studera &nda exempel 3.3 och 3.4, och,
speciellt, exempel 3.5 som gar igenom hur man simulerar realiseringar av Markovkedjor.

3.2.3 Generering av observationer pa stokastiska variabler

Foljande resultat skulle man kunna kalla for ”alla simulerares huvudsats”.

Sats 3.1 Lat F(z) vara X:s fordelningsfunktion, som vi ska anta ar strikt vixande och
kontinuerlig. D& har F(z) en invers F~!(y) som uppfyller

y=F() & z=F(y)

Lat U ~ U(0,1) (alltsa likformigt férdelad pa (0,1)). Da har den stokastiska variabeln
V = F~}(U) har samma fordelning som X.

Satsen siiger oss att om vi later datorn generera ett slumptal u och bildar z = F~!(u),
sa ar x en simulering av en observation pa X.

Bevis av sats 3.1 Notera forst att
Fr)<u & z<F '(u)
(F &r ju strikt vixande). Vi far att
Pr{V <z} =Pr{F'(U) <2} =Pr{U < F(z)} = F()

ty Pr{U < u} =u fér 0 < u < 1, vilket skulle visas.

Om X har fordelningsfunktionen F, s& ar U = F(X) ~ U(0, 1).
Omviint, om U ~ U(0,1), s& har X = F~(U) fordelningsfunktionen F.

I recepten nedan betecknar u, uq, us slumptal.

Generering av observationer pad Exp-fordelade variabler

Recept: x = —plnwu, dir p dr vintevirdet.
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Simulering av Poissonprocessen

(J.fr exempel 3.6.) Lat N; vara antalet impulser i tidsintervallet [0,¢]. D& &r Ny —
N, antalet impulser i tidsintervallet (s,t]. Poissonprocessen karaktériseras av (1) att
N; — Ny ~ Poi(A(t — s)) och (2) antalet impulser i disjunkta intervall &r oberoende
stokastiska variabler.

Man kan visa att detta dr ekvivalent med att siga (3) att tiderna mellan impulser r
oberoende och Exp-fordelade med vintevéirdet 1/\.

Denna karaktérisering talar om fér oss hur Poissonprocessen ska simuleras.

Recept: Lat sq, so, . .. vara oberoende observationer pa Exp med vintevéirdet 1/\. Fors-
ta impulsen kommer vid tidpunkten t; = s;, andra vi tidpunkten 5, = t; + s, tredje
vid tidpunkten t3 = t3 4 s3, 0 s v. Om man vill simulera en Poissonprocess pa tidsin-
tervallet [0,¢], s& drar man nya mellanimpulstider s; si linge ¢, = > -, s; < t. Da
man kommit till laget

tm <1, men {41 =tn +Sm >t

avbryts simuleringen. Da har vi fatt reda pa i vilka tidpunkter impulserna i intervallet
0, t] intraffade. Observera att vi vet ocksa da hur manga de dr, sa vi har ocksa erhallit
en observation m av N; ~ Poi(At).

Recept: Simulering av en observation pa Poi()) erhalls foljaktligen genom att man gor
som ovan for fallet ¢ = 1.

Generering av observationer av N-fordelade variabler

Recept: 16s z ur

u:/z Le>(p(—752/2) dt

o V2T
och bilda x = y + oz, eller anvind Box-Mullers metod, som séger att z;, 2, givna av

21 = V—2Inwu; cos2mus
2o = +/—2Inwu;sin2nu,

kan betraktas som oberoende observationer pa N(0,1). Da dr 21 = pu + 0z och 25 =
i+ 029 tva oberoende observationer av N(u, o).

Simulering av bivariata observationer

(Det diskreta fallet gas igenom i exempel 3.4.) Givet dr X, Y:s gemensamma tdthet
fx,y(x,y). Ur den rdknar man fram X:s marginaltéthet fx(x). Definiera den betingade
tatheten for V| X = z,

~ Ixy(2,y)
fY‘X:w(y) N fx(z)

(I det diskreta fallet géller att fy|x—z(y) = Pr{Y =y|X ==z}.)

Recept: Simulera forst en observation z av X med tédtheten fx(z). Simulera sedan
en observation y av Y|X = z enl den betingade titheten fy x—(y). D4 &r z,y en
observation pa X,Y.
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Observera att det ibland kan vara enklare att borja med att simulera en observation y
enl Y:s tithet, och sedan en observation x enl tatheten for X|Y = y.

Tekniken kan utvigdas till en generell metod for simulering av stokastiska vektorer.
Med omatematiska men suggestiva beteckningar giller att

fzy,2) = f(2)f(ylo) f (2], y)

ar /(z,9)
_ flz,y

_ f@,y,2)

f(Z‘.’L’,y)— f(x,y)

En observation av den tredimensionella stokastiska variabeln X, Y, Z erhalls alltsa ge-
nom att man forst genererar en observation x pa X enligt tdtheten f(x), sedan en obser-
vation pa Y| X = x enligt tdtheten f(y|x) och till sist en observation pa Z|X = z,Y =y
enligt tétheten f(z|z,vy).

Kom ocksa ihag att i det kontinuerliga fallet géller

f(e,y) = / " . 2) dz

f@= [ Zf(x,w w= | Z / Zf(w,y,Z) dz dy

Las sjalva exempel 3.6, som gar igenom hur man kan simulera observationer av sam-
mansatta ("compound”) Poissonprocesser. Sadana processer kallas i en del sammanhang
markta Poissonprocesser.

Léas ej exempel 3.7 och 3.8.

Lis ej avsnitt 3.2.4.
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Kap 6 Handelsestyrd simulering och statistisk analys
av simuleringsresultat

Kapitel 6.1 handlar om héindelsestyrd simulering. Det aterkommer vi till p4 nagon av
de sista foreldsningarna i kursen.

Kap 6.2 Statistisk analys av simuleringsresultat

Matdata x1,...,x,.Vi antar forst att dessa dr observationer pa oberoende och likafor-
delade stokastiska variabler som har vintevirdet u och standardavvikelsen o.

Réakna ut

z, 82, S:\/S_2

Att gora konfidensintervall for p och ¢ dr standard. Notera att nédr frihetsgraderna ar
sd manga att x2-kvantiler ej finns tabellerade, kan man anvinda att

s s
_— <o ——
L+ zas2/V2n — 1= 2z4p2/V2n

géiller med den approximativa konfidensen 1 — a.

Aven i fallet dd métdata x4, . . ., z,, ej bestar av oberoende observationer ér det naturligt
att man skattar vintevirdet p med medelvirdet T p.g.a stora talens lag, som séger

1y
h=tim s d o
1=

Den naturliga estimatorn av p ar alltsa

(eller

vilken man tar till om métdata har ett ca k tidsenheter langt insvingningsforlopp (lang
"start-up-tid”) som man vill ta bort effekterna utav).

Konstruktion av ett konfidensintervall for p kraver att vi kan skatta estimatorns varians
Var[fi]. Om observationerna &r oberoende eller approximativt oberoende &r Var[ji] =
o?/n och skattas foljaktligen av s? /n. Problemet dr att nu dr vara observationer typiskt
beroende. Ett sétt att skaffa sig approximativt oberoende N-férdelade observationer ar
att dela in data i grupper och rdkna ut medelvirdet i varje grupp ("batch means”).
Om gruppstorleken ej ar for liten blir dessa medelvirden approximativt oberoende och
tack vare c.g.s approximativt normalférdelade. Man skattar nu p med medelvirdet av
gruppmedelvirdena, som blir lika med f och konfidensintervall for skattningen gors pa
sedvanligt sitt m.h.a den uppmétta variansen i medelvirdena.

F06b

OH7



Foreldsningsanteckningar till Matematisk statistik for Z, del B sida 23

Antag att vi p.g.a insvingningsforloppet plockar bort £ observationer fran méatda-
tas borjan och att grupperna ar [ observationer langa. Kalla gruppmedelvirdena for

Y1, .- -, Yk, dar alltsa
n—k+1

1
y1=7 Z Zi

i=n—k+1
n—k+2l

y2:% Z Ty

i=n—k-+I+1

0.s.v. Antag att antalet gruppmedelviarden ar m och lat 55 vara deras varians. Da giller

att
1 m
p=y= Ezlyz
1=

och att s?/m skattar Var[fi], vilket enl c.g.s medfér att

A

H—p
Sy/v/m
giller Atminstone approximativt. Det géller hir att inte vilja gruppstorleken [ for liten

(fér da blir inte gruppmedelvirdena yy, .. ., yn, tillrickligt oberoende) och inte for stor
(for da blir m ondodigt litet; man vill ju ha m s& stort som mdéjligt av noggranhetsskél).

~tim—1)

Kap 6.3 Jamforande statistik OH 8

Nu ténker vi oss att vi har n; oberoende observationer pa p; med den teoretiska
standardavvikelsen o;. Vi raknar ut deras medelviarde z; och standardavvikelse s;. Vi
har dessutom ny, oberoende observationer pa u, med den teoretiska standardavvikelsen
09. Viraknar ut deras medelviarde Z, och standardavvikelse s,. Om man inte har starka
skil att tro nagot annat dn att o, ~ 09, sd viger man samman skattningarna s; och s

enl
. \/(m — 1)st+ (n2 — 1)s}
=

ny+ng —2

till en skattning av den gemensamma standardavvikelsen o.

Se paragrafen "Tva normalférdelade stickprov” i formelsamlingen.

Dar hittar vi vad vi behover veta for att kolla om o1 ~ 05. Némligen,
si/of
s3/0%

Val] kvantiler Fn1—1,n2—1,a/2: Fnl—l,ng—l,l—a/Za sa att

NF(TL]_—].,TLQ—]_)

st/o}
PrqFn—1m-11-0/2 < 575 < Fuyctp—ta2 ¢ =1 —
s3/03

Sedvanligt omstuvning av olikheten ger oss nu ett konfidensintervall for variansernas
kvot,

1 s2 o2 1 52
- Tl L(x1-a)
F s2 =02~ F 52

ni1—1l,ne—1,0/2 92 2 ni—1lne—1,1—a/2 92
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Manga statistiker borjar en analys med att gora ett konfidensintervall for kvoten o1 /09
enl ovan med ganska lag konfidensgrad, t.ex ca 80%. Skilet till detta ar att man vill
att det inte ska vara alltfor svart att upptdcka en ev avvikelse fran o;/0y &~ 1. Om
konfidensintervallet innehaller 1, sa finns det inte starka skil att tro nagot annat &n
att o, ~ 0y och man fortsitter med att gora konfidensintervall for differensen p; — o
enligt ovan. Om konfidensintervallet ej innehaller 1, s gér man konfidensintervall f6r
differensen med den metod som gas igenom i avs 10.4 i Milton & Arnold.

Om att jamfora experimentella frekvenser med teoretiska

Har foljer ett par ord om hur man t.ex testar om en térning r osymmetrisk. Jimfor
med inldmningsuppgiften i del A. Metoden ar generell och identisk med vad vi gjorde
i inlamningsuppgift C3 i A delen av kursen. Vi ska forst ga igenom mer generellt hur
man jamfér uppmitta frekvenser med teoretiska, och avgér om de uppmaétta tyder pa
att de teoretiska ar fel.

Antag att vi i n oberoende forsok har métt upp frekvenserna fi, fo, ..., fi for de 6mse-
sidigt uteslutande hiandelserna A, Ao, ..., A. Vi ska anta att inget annat kan intraffa
i vara forsok, vilket dr samma sak som att siga att A; U Ao U...U A, ar lika med vart
utfallsrum €.

Antag att vi har en nollhypotes
Hy: P(Ay) =p1, P(A2) = D2, ..., P(Ax) = D&
som vi vill testa mot den naturliga mothypotesen
H, : P(A;) # p; for nagot i

D& beriknar vi det s k x?-avstandet mellan teoretiska frekvenser npi,nps,...,np
(observera att E[f;] = np; under Hy) och uppmaitta frekvenser fi, fo, ..., fi, enligt

X2 _ Z (fz - npi)2

P np;
som om H, #r sann approximativt har en x?(k — 1)-fordelning. Regeln som siger da
denna approximation kan anvindas dr min; np; > 5. Det test av Hy mot H; som
forkastar Hy da x* > x;_,, haller approximativt nivan o.

Ar 2001 simulerade vi gemensamt en osymetrisk tirning. Vi gjorde tillsammans n =
2800 "kast”, vilket gav oss foljande frekvenser:

b | fs | fi]fs|fs
359 | 459 | 468 | 447 | 487 | 530

Totalt har vi alltsd n = ), f; = 2800 observationer, och de teoretiska frekvenserna for
en symmetrisk tarning ar np; = --- = npg = 2800/6 ~ 466.67. Hér ar ju nollhypotesen

H0:p1:"':p6:1/6

OH 9
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x?-avstandet mellan uppmétta och teoretiska frekvenser ar dirfor

o (359 —466.67)2 (459 — 466.67)> (468 — 466.67)°
466.67 466.67 466.67

(447 — 466.67)2 (487 — 466.67)> (530 — 466.67)>

466.67 N 466.67 * 466.67
=21.53+0.004+0.20 4+ 0.28 + 1.79 + 11.21 = 35.01

I tabell ser vi att Xg’o_m = 15.08, sa utfallets P-virde &r alltsd betydligt lagre an 1%.
Inga tvivel, alltsa, om att tdrningen ar osymmetrisk. Vi ser ocksad genom att titta pa
termerna i y2-avstandet och motsvarande frekvenser, att tirningen ger for fa ettor och
féor manga sexor.

Samma slutsats hade vi kunnat dra fran konfidensintervallet
ps = 0.193 4+ 0.015 (=~ 95%)
(ty 1/6 & det) och ett analogt for p;.

S4 nir ska man anvinda x2-testet och nir ska man goéra konfidensintervall fér en
sannolikhet? En bra regel dr att nir man har starka skil att tro att osymmetrin yttrar
sig pa sa sétt att en viss sannolikhet dr "fel”, s& gor man ett konfidensintervall (eller test)
for denna sannolikhet. Annars y2-testar man likheten mellan teoretiska och uppmitta
frekvenser.

Den hér typen av statistiska metoder diskuteras i kap 151 M & A.

Om att punktskatta en kvantil OH 10

Lat X vara kontinuerligt fordelad och 1at =, vara p-kvantilen i X':s fordelning. Da géller
p=P(X <)

Antag att du har n oberoende observationer zi,...,z, av X och vill skatta z,.

Borja med att sortera observationerna i storleksordning. Kalla de sorterade observa-
tionerna for z(y),...,2@). Da

(T.ex om observationerna ér 3.2, 1.9, 1.6, 2.6, sa ar det ordnade stickprovet 1.6, 1.9, 2.6, 3.2
och vi ser att z(;) = 1.6, 2(9) = 1.9, o0.s.v.) Vi kopplar ihop den i:te observationen i stor-
leksordning med sannolikheten

=5 2i—1
b= n  2n
Kravet p = p; ger nu att
. 1
z—pn+§

Har man mojlighet att vilja n kan man ju férsoka att vélja n dels stort och dels sa att
pn + % blir ett heltal, och helt enkelt lata x(;) vara punktskattningen av kvantilen z,,.
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I annat fall (alltsd da pn + 3 ej dr ett heltal) dr det rimligt att man interpolerar linjért
mellan de tva ndrmaste observationerna i storleksordning. Om t.ex n = 45, p = 0.75, sa
blir np—!—% = 34.25 och som skattning av x, = x¢.75 valjes da Zo.75 = 0.75x(34)+0.25235).

Det finns metoder med vilka man kan berékna konfidensintervall fér skattningen av z,,
som vi inte gar in pa hér. Notera dock att om man t.ex simulerar observationer av X, sa
kan man ju ténka sig att medelst upprepning skaffa sig flera oberoende skattningar av z,
och dérefter skatta z, med medelvirdet och anvinda den erhallna standardavvikelsen
till att skatta felet.



