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Kap 4 Markovprocesser FO7

Eller Markovkedjor i kontinuerlig tid. Senare kommer vi att stélla oss fragan "varfor
exponentialfordelningen?” Jag tinker forsoka att besvara den fragan redan nu i féljande
exempel.

Exempel Om X &r Geo(p)-fordelad, sa géller att
PX=klX>k)=P(X=k|X>k—1)=p

eftersom kinnedom om att de k£ — 1 forsta forsoken ej har lyckats, inte pa nagot sitt
paverkar sannolikheten att de k:te forsoket lyckas. Man kan ocksa ridkna ut det sa hér:

P(X=kX>k) PX=k) pl-pFk?

PR=HX=R =350 ~pPxzh ~ (-p 7

Alltsa: den betingade sannolikheten att nista forsok lyckas, givet att vi vet att inget
forsok dnnu har lyckats, dr p.g.a oberoende lika med sannolikheten p att néista forsok
lyckas.

Ett liknande faktum giller for exponentialférdelningen.

Exempel Antag att 7" &r exponentialfordelad med véntevirde p = 1/A. Da

[ e
1—F(t) e
Notera nu att
F(t)  limy, FENZEE p PA<T<t+h)
1—-F(@t) 1— F(t) w50 hP(T > t)

1
=lim - P(T < T
lim (T <t+hT >t)

Kvoten
p(t) = O
1—F(t)
brukar kallas for soénderfallsintensiteten ("hazard rate” pa engelska). Multiplicerar vi
med en mycket liten tidslangd A far vi approximativt sannolikheten att komponenten
upphor att fungera i tidsintervallet (t,¢ + h| givet att den fungerar vid tidpunkten t.

M.a.o,
ft)
1-F(t)

for sma h > 0. For exponentialfordelningen géller alltsa att

P(T<t+hT >t ~hpt)=h

P(T <t+h|T >t)~\h

da h > 0 ar litet.
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Att sonderfallsintensiteten p(t) dr konstant och alltsa ej beror av ¢ &r ett utmérkande
drag for exponentialférdelningen, som ju dr den enda livslangdsférdelning utan aldran-
de. Det innebir ocksa att den betingade fordelningen for 1" — s givet att 7" > s ocksa
ar exponential med vintevirde p = 1/A. Det senare kan ju visas direkt och gors sa
i avsnittet om “forgetfullness property” i M & A pa sida 113. Se ocksa 6vning 4.35 i
M & A, samt 6vning 1.231 F & V-F.

Lés gérna igenom avsnittet om tillforlitlighet (“reliability”) pa sidorna 127 till 130 i
M & A.

Generiskt exempel Vi ska titta pa stokastiska processer Y = {Y};¢ > 0} som hoppar
omkring i ett tillstAndsrum E som om den vore en Markovkedja, men dér tiden den ar
i ett givet tillstand nu ar stokastisk. Om alla uppehallstiderna (uppehall heter “sojurn”
pé engelska) dr oberoende Exp-variabler, dir vantevirdet dr 1/) och A far lov att bero
av tillstandet, sa kommer den stokastiska processen Y att vara minneslos i den speciella
Markovska betydelsen.

Som &r: Framtiden beror bara av nuet, inte av hur det har uppkommit.

F & V-F anvinder genomgaende stora bokstéver till att beteckna stokastiska storheter

och sma for deras observerade virden. J.f.r med grundkursen dar vi lat Xy,..., X,
beteckna ett stickprov bestaende av oberoende och likafordelade stokastiska variabler
och skrev z1,...,x, nir vi rdknade med observerade data.

Kap 4.1 Grundliggande begrepp och definitioner

Definition 4.1 En stokastisk process Y = {Y;;t > 0} med diskret tillstandsrum F
sigs vara en Markovprocess, om

Pr{Yiis = jlYu = yu,u <t} = Pr{Yyy, = j|Y; =y}
Markovprocessen séigs ha stationdra transitioner, om

Pr{Yy, = jlY; = i} = Pr{Y, = j|¥; =i}

Da transitionerna ar stationira kallas processen homogen.
I princip ar samtliga Markovprocesser vi kommer att studera uppbyggda som den i

Exempel Ga igenom hur man simulerar en Markovprocess med tillstandsrum E =
{A, B,C} och med uppehéallsintensiteter

AA) =2/7, NB)=1/7, \C)=23/14

samt Markovmatris

0 0.50 0.50
P=107 0 025
0.7 025 0

Jag utgick ifran att processen startar i A, d v s att Yy = A, vid tidpunkten ¢, = 0.
Den forsta uppehallstiden har darfor fordelningen Exp(1/A(A)) = Exp(7/2). Jag drog

OH 11a

OH 12



Foreldsningsanteckningar till Matematisk statistik for Z, del B sida 29

slumptalet u; = 0.5081 och erholl dérfor observationen s; = —(7/2)Inu; = 2.37. Vid
tidpunkten ¢, =ty + s1 = 2.37 byter alltsa processen tillstand férsta gangen.

For att fa reda pa vart processen hoppade, simulerade jag en observation ifran for-
delningen [0 0.5 0.5] (raden svarande mot tillstandet A i P). Jag drog slumptalet
uy = 0.7931 och erhdll darfor x; = C. Nista uppehallstid har dérfor férdelningen
Exp(1/A(C)) = Exp(14/3) och jag drog uz = 0.3157 och erholl dérfor observationen
So = —(14/3)In0.3157 = 5.38. Sa vid tidpunkten ¢ty = t; + s, = 2.37 4+ 5.38 = 7.75
byter processen tillstand andra gangen.

For att se vilket tillstand processen 6vergick i simulerade jag en observation ifran
fordelningen [0.75 0.25 0]. Jag drog us = 0.9217 och erhéll darfér o = B. Darfor ar
nésta uppehallstid Exp(1/\(B)) = Exp(7)-fordelad. Jag simulerade fram observationen
s3 = =Tlnus = —7In0.6277 = 3.26 av denna. Sa tredje gangen processen hoppar ar
vid tidpunkten t3 = ta3+s3 = 7.75+3.26 = 11.01 och genom att simulera en observation
fran fordelningen pa den andra raden i P fick jag reda pa att det nya tillstandet var
z3 = A (ty jag drog ug = 0.3374). Och sa vidare.

Den hiar beskrivningen av hur en Markovprocess fungerar &r vésentligen innehallet i
definition 4.2 (som egentligen borde vara en sats). Jag formulerar denna nagot mer
konstruktivt nedan.

Sats (Jamfor med definition 4.2) Lat P vara en Markovmatris, sddan att P(j,j) =
0 for varje tillstand j. Lat vidare A(j) > 0 vara uppehdllsintensiteten i tillstand j
(kallas ocksa intensiteten for hopp ut ur j). Antag att xg,z1, s, ... ar en realisering
av en Markovkedja Xy, X1,... med transitionsmatris P. Lat s, s, ... vara oberoende
observationer av Sy, S, ..., dir S, dr Exponentialfordelad med véntevirde 1/\(z,—1).

Lat ty = 0 och definiera rekursivt t,.1 =t, + sp41 forn=1,2,.... Om

To dd to<t<ty
z; dad 1 <t <ty
Y = zo da to <t <13

sd ar {y;;t > 0} en realisering av en Markovprocess {Y;;¢t > 0}, vars fordelning ar
definierad av Markovmatrisen P och uppehallsintensiterna A(j).

Markovkedja {X,;n = 0,1,...} kallas ofta den inbiddade Markovkedjan. Observera
att denna kedja talar bara om vilka tillstdnd Markovprocessen besoker.

Observera att {y;;t > 0} &r en hogerkontinuerlig funktion.
Exempel 4.1 och 4.2

Definition 4.3 Tillstand klassificeras enligt vad som géaller for den inbdddade Mar-
kovkedjan.

Sa att om tillstandsrummet E ar irreducibelt, sa sidger vi att Markovprocessen &r
irreducibel.

OH 13a
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Kap 4.2 Fortvarighetssannolikheter
("Steady-state probabilities” pa engelska.)

Antag att tillstandsrummet E &r irreducibelt. Den inbdddade Markovkedjan har dd en OH 11a
invariant férdelning 7 som fis genom att 16sa ekvationen 7P = 7. Aven Markovpro-

cessen kommer att ha vildefinierade fortvarighetssannolikheter, som ej beror av hur
processen initierades,

p(7) = lim py(i, j) = lim Pr{¥; = j|¥, = i}

Heuristiskt &r processen sa hir ofta i tillstandet j: m(j).
Varje gang den &r i j dr den dér i snitt s& har lange: 1/A(j).
Ur detta foljer

p(j) o %
Vi har alltsa, (/AG)
N 2N
M) = S e (/M B)
Exempel 4.2 Berikna p. OH 13a

Definition 4.4 Processens generator G ar den matris som pa rad ¢, kolumn j har OH 11

elementet,
o —A(2) da j=1
G(Z,]) - . .. R . .
A@)P(i,j) da j#i
Observera att A(i) = —G(4,1) &r intensiteten fér hopp ut ur ¢, medan G(i, 5) for i # j
ar intensiteten for hopp till j, samt

o da j=i
P(””‘{ GGG da j#i

Exempel 4.3 Berdkna G. Rita tillstdndsdiagram. OH 13a

Exempel (sida 105) Om E = {a, b, c} och

-2 2 0
G = 2 —4 2
1 4 -5
sa ar
AMa)=2, Ab)=4, Ac)=5
och

0 1 0
P={1/2 0 1/2
1/5 4/5 0
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Sats 4.5 For en irreducibel och "rekurrent” Markovprocess med generator G géller att
pG =0

Att processen ér rekurrent betyder att alla tillstand dr sadana att processen garanterat
kommer tillbaka till det givet att den en gang varit dér. Om tillstAndsrummet &r
andligt ar detta sjalvklart. Om tillstAndsrummet ar odndligt, foljer detta om det finns
en 16sning p till ekvationen pG = 0, sidan att pl = 1 (hér, och fortsdttningsvis,
betyder 1 en kolumnvektor med bara ettor).

Ett viktigt exempel pa en icke-rekurrent irreducibel Markovprocess ar Poissonproces-
sen. Den har tillstAindsrummet £ = {0,1,2,...} och generatorn

A A 0 00
0 A XA 0 0
G = A 0

0 0 =X

Jobba sjélva igenom det viktiga exempel 4.4. I samband med exemplet, forsok visa att
om Si, Sy dr oberoende Exp-variabler med vénteviarden 31 = 1/\; resp B2 = 1/ Ao, sd ar
S = min(S;, Sp) Exp-fordelad med véntevirde 8 = 1/(\; + o). (Ledning: argumentera
med fordelningsfunktionerna eller ett minus dem. Observera att S > ¢ om, och endast
om, S} >t,Sy > t.)

Exempel 4.5 handlar om hur man simulerar Poissonprocessen. Det har vi redan gatt
igenom. Men exemplet innehaller lite mer, sa jobba igenom det ocksa.

Kap 4.3 Berakning av genomsnittliga intakter och kostnader

Repetera. genom att ga igenom exempel 4.1, 4.2, 4.3 en gang till

Sats 4.6 och 4.7 Antag att tillstAndsrummet dr irreducibelt och recurrent. Lat f
vara en funktion ("profit rate function”) som anger kostnaden per tidsenhet i de olika
tillstanden och 1at f vara motsvarande kolumnvektor ("profit rate vector”). Lat h vara
den matris som pa rad ¢, kolumn j innehaller kostnaden fér en transition ifran ¢ till
j. (Observera att h(i,i) = 0.) Lat p vara radvektorn innehallande processens fortva-
righetssannolikheter och 14t G vara processens generator. Da giller, oberoende av hur
processen initieras,

1_[1 [?
lim —E[;/Of(Ys) ds] = pf

t—oo t

och

1
lim —F

t—oo ¢

> h(Y,_,Y))

s<t

=p(G®h)l

Summan pf + p(G ®h)1 anger alltsa processens genomsnittliga kostnad per tidsenhet
da den ir i jamnvikt.

FO08a
OH 13a
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Kommentar: @ betyder hir punktvis multiplikation och 1 betecknar en kolumnvektor
bestaende av bara ettor. Saledes giller att

(G @ h)(i,5) = G(i,4)h(i j)

samt att

vilket ger att

(G®h)1() = Z G(i, j)h(i, j)

samt att

p(G®h)1 = Zp(z’) Z G(i, j)hl(i, j)

Exempel 4.6 OH 13b

Sats 4.8 Med samma férutsidttningar som i satserna 4.6 och 4.7 ovan, géller
B|[ ety asmo=i] = G- 6) e
0

Hérur foljer att om processens initialférdelning ar q (d.v.s Pr{Yy = i} = ¢(7)), sa
E[/ e P f(Y,) ds] =q(fl- G)'f
0

J.f.r med motsvarande resultat fér Markovkedjor.

Sist i kapitel 2 om Markovkedjor i diskret tid inférde vi en diskonteringsfaktor a. I
exempel 2.21 oversdtter man “the monetary rate of return be 20% per period” till
a = 1/(14+0.2) = 5/6. I exempel 4.7, som vi strax ska titta pa, Gversitter man
"discount rate of 5%” till 8 = 0.05 = 1/20. Sa (3 ar lika med réntesatsen och « ar lika
med 1 genom 1 plus réntesatsen. M.a.o,

a(l+8)=1

Ett annat sitt att jimfora o och § ar att om o = e #" for alla n, si maste vi ha
a=e P eller
ae’ =1

For sma /3 géller med bra noggranhet e’ = 1 + 3. Anviinder vi oss av detta samband,
sa leder bada jamforelserna till samma slutresultat.

Exempel 4.7 OH 13c

Kap 4.4 ingar €j.



