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Kap 5 Kosystem F08b

Kap 5.1 Begrepp
Kendalls notation
A/S/N/C/D OH 14
Hér betecknar
A ankomstprocessen ("Arrival process”)
S betjaningsprocessen ("Service process”)
N antalet betjaningsstationer ("Number of servers”)
C kapacitet ("system Capacity”)
D kédisciplin ("queue Discipline”)

Nér vi studerar koer dr tillstdndsrummet alltid hela £ = {0,1,2,...} eller (om ka-
paciteten dr begrénsad) av typen E = {0,1,2,..., K'}. Képrocessen betecknas oftast
{N;t > 0}, dar Ny = j betyder att vid tidpunkten ¢ dr det j kunder i systemet (inkl
de som ev betjinas).

Det som vi ska rikta in oss pa i fallet med odndligt tillstandsrum FE, villkor for existens
av stationdr fordelning och hur den isafall ar ser ut. Da tillstandsrummet ar dndligt
existerar alltid en stationér fordelning och vi ska berdkna dess utseende.

Nér stationar fordelning p existerar, géller
pe(i, ) = Pr{N, = j|No =i} = p(j) da t — o0

Vi ska ténka oss en stokastisk variabel N som representerar antalet kunder i systemet
i jamnvikt, och som darfor dr fordelad enligt stationdra férdelning p. Vi har alltsa

p(j) = Pr{N = j}
Om antalet betjaningsstationer &r c, later vi

N — 0 da N <c¢
1 N—c d& N>c

representera antalet kunder i kon i jamvikt.

I det som foljer ska vi studera system av typen M/M/c/K, dir 1 < ¢ < oo dr antalet
betjéningsstationer och 1 < K < oo #r maximala antalet kunder i kén (obs inkl de
som dr under betjaning). Kodisciplinen ar hela tiden FIFO.

Kap 5.2 En betjaningsstation
M/M/1
M/M/1 ar en forkortning av M/M/1/00/FIFO.

Vi har alltsd ¢ = 1 betjaningsstation och K = oo betyder att det inte finns nagon
begrinsning av antalet kunder i systemet.
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Forsta M:et i M/M /1 betyder att ankomstprocessen dr Poisson med intensitet A, vilket
betyder att tiderna mellan ankomster &r oberoende och Exp(1/))-fordelade. Ankomster
sker alltsa enl en Poissonprocess med intensiteten A.

Andra M:et i M/M/1 betyder att betjaningsprocessen definieras av att alla servicetider
ar oberoende Exp(1/u)-fordelade stokastiska variabler.
Rita tillstandsdiagram.

Om tillstandet 7 = 0 sa pagar bara ankomstprocessen. Uppehallsintensiteten da j = 0
ar darfor A\. Raden i generatorn G svarande mot tillstandet j = 0 ar darfor

[=A A 0 -]

Och om tillstandet 5 > 0 sa pagar bade ankomstprocessen och en betjiningsprocess
(vi har ju bara en betjaningsstation). Uppehallsintensiteten da j > 0 ar darfor p+ A.
Tillstandsférandringen j — 7 — 1 sker med intensiteten pu, och tillstandsféréindringen
j — 7+ 1 sker med intensiteten \. Raden i G svarande mot tillstandet j > 0 ar darfor

[+ 0 p —(p+A) A 0 -]

Vi har alltsa

—A A 0 0 0
I B V7 Y, A 00
G=1| g L —(L+A) A0

och pG = 0 ger oss ekvationssystemet

—Apo + pp1 =0
Apo — (pp+ A)p1 + ppe = 0
Ap1 — (e + A)p2 + pp3 =0

som vi ska 16sa rekursivt.

Men innan dess ska vi skriva om ekvationssystemet och relatera det till tillstandsdia-
grammet. Ekvationssystemet kan skrivas

upr = Apo
Ao + pp2 (1 + A)p1
A+ pps = (1 + A)pe

och vi ska tdnka pa termerna pa vanster sida som flodet in i ett tillstand och pa ter-
merna pa hoger sida som flodet ut ur tillstandet. Jamfor med tillstandsdiagrammet for
M/M/1-systemet. Skrivna pa detta sétt, brukar ekvationerna kallas for balansekvatio-
nerna.
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Den forsta balansekvationen ger
P1= —Do
1
Den andra ger darfor

+A A +A A A
a pl——poz—ﬂ '—po——'ﬁpoz—zpo
H M H H Ko H

D2 =

Analogt ger den tredje att

)\3
p3 = Epo
etc. Vi sluter oss till att
/\n
Pn = —Do

n

Ur > p, =1, far vinu

1:Z§P0=Poz<é) ZPOZP"

n n N

dar p = A/pu. Serien till hoger ar geometrisk och en konvergerar om, och endast om,
dess kvot p < 1. Om sa ar fallet foljer

1
1:p01 = p=1-p

Vi har visat att stationér fordelning finns om, och endast om, p < 1 och da géller
pp=Pr{N =n}=p"1-p), n=0,1,...

Observera att F09
P{N+1=k}=P{N=k—1}=p"'(1-p)

for k=1,2,.... Alltsd, N + 1 ~ Geo(1 — p).

Ur formelsamlingen far vi att E[N + 1] = 1/(1 — p), vilket medfor att i genomsnitt

befinner sig
L:E[N]:L—lz P __ A
1—0p 1l—p pu—2A

kunder i systemet (i jamnvikt).

Innan vi studerar tiden en kund tillbringar i M/M /1-kén, ska vi lara oss lite om be-
tingade véinteviarden. Vi ndjer oss med det diskreta fallet. (De exakta definitionerna ar
lite svarare att skriva ned i det kontinuerliga fallet, fast intuitivt analoga.)

Vi definierar det betingade vintevirdet av X givet A enl,

E[X|A] =) kPr{X =k|A}

Notera att om X och A &r oberoende, sa giller att F[X|A] = E[X].
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Lat nu N vara en annan diskret stokastisk variabel. Enl lagen om total sannolikhet
giller att

Pr{X =k} =Y Pr{X = kN =n}Pr{N =n}

Héarur foljer att

E[X] =) kPr{X =k}

=Y kY Pr{X =k|N =n}Pr{N =n}

=> (ZkPr{X = k|N = n}> Pr{N =n}
E[X] =) E[X|N =n]Pr{N = n}

Man kan alltsa rikna ut vintevirdet av en stokastisk genom att betinga map resultatet
av en annan stokastisk variabel och viga ihop de betingade vintevirdena. Samma
rakneregel giller da X &r kontinuerlig (fast vi avstar ifran att skriva ned den exakta
matematiska definitionen av det betingade vintevirdet for sidana X) och da dven N
ar kontinuerlig giller
E[X] :/ E[X|N =n]f(n)dn
—00

dar vi skrivit f(n) for den kontinuerliga tatheten for N. Vi ska nu anviinda oss av detta
trick.

Lat W vara vantevirdet av den tid en godtycklig kund tillbringar i systemet. Da kunden
anlidnder till systemet finns i jamnvikt NV st kunder fére i systemet, varav en &r under
betjaning om N > 0. P g a Markovegenskapen blir kundens totala tid i systemet darfor
en summa av N + 1 oberoende Exp(1/p)-variabler S;. Vantevirdet av denna summa

ar
N+1

ZSAN = n] Pr{N =n}=> Y E[S]|N =n]Pr{N =n}

n =1

N+1

=1

W=F Pr{N =n}

:ZE

Av oberoendet mellan S; och N foljer nu att

n+1

W=> (ZE [SZ-]) Pr{N =n}=> (n+1)E[S]Pr{N = n}

1 1

Vi har harlett formeln
L=\W
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Detta &r ett beromt koteoriresultat, som kallas Littles formel efter J. D. C. Little som
visade att det giller for vildigt allmédnna kosystem. Det brukar formuleras sa hér:

L=A\W

diar A, ar den effektiva ankomstintensiteten. Det dr ndmligen sa att i kosystem med
begrinsad kapacitet avvisas alla kunder som anldnder da systemet ar fullt, och det som
paverkar tiden inuti systemet maste ju vara den ankomsterna av kunder som tas emot.

For M/M/1-kon &r A, = A.

Lat W, vara den genomsnittliga kotiden. Eftersom totala tiden i systemet T" kan delas
i tiden i k6 T}, och tiden under betjéning, som har vintevirdet 1/u, foljer att

1
1
och vi ser att . . .
- - s - = oW

Littles formel géller &ven for paret L,, W,. Vi far darfor
1 0

q [Ng] =AWy =AX-p L 1—p

Sammanfattningsvis konstaterar vi att stationér fordelning existerar precis da p =
A/p < 1. Man brukar kalla p for trafikintensiteten. Sannolikheten 1 — pg = Pr{N > 0}
brukar kallas for betjaningsfaktorn. For M/M/1-kon &r 1 — py = p.

Vi har vidare sett att i jimnvikt finns i genomsnitt

L= P __A
1—p p—2A

kunder i systemet, och deras genomsnittliga vintetid ar

L 1
W:—:—
A u—=A

De i genomsnitt L = E[N] kunderna i systemet delas upp i L, = E[N,] = pL st i kon,

och (1 — p)L st under betjaning. Totala forvintade tiden i systemet, W, delas upp i
W, = pW tidsenheter i kon, och (1 — p)W = 1/ tidsenheter i betjéning.

Exempel 5.2 Ett foretag som siljer och reparerar bilar, lanar ut en reservbil till OH 15
de kunder som har problem som behéver atgirdas med sina bilar. Man uppskattar
kostnaden for detta till ¢ = 10 USD per bil och dag. I snitt far man in 1 bil som
behover atgirdas varannan dag (sd A = 1/2). Tiden som mekanikern anvinder pa en

bil har medelvirdet 1/u = 1.6 dagar (s& p=1/1.6 = 5/8).

Antag Markovska ankomster och betjaningar.

Hur mycket kostar bilutlaningen per tidsenhet?

Hur mycket kostar bilutlaningen per bil?
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Vi sag i exempel 5.2 att om man har kostnaden ¢ USD per kund och tidsenhet, sa blir
genomsnittskostnaden i jamnvikt

E[C] = c¢L USD per tidsenhet
och att detta svarar mot genomsnittskostnaden

d = cW USD per kund

M/M/1/K
Rita tillstandsdiagram. Tillstandsrummet &r

E=1{0,1,...,K}

Balansekvationerna ar

( upr = Apo
Apo + ppe = (p+ A)p

8 Apj—1+ ppjis1 = (u+ A)p;

Apr—2+ pupx = (UW+ A)pr—_1
\ APr—1 = MPK

Sétt p = A/p. Vi erhaller rekursivt, att

(

P1 = pPo

P2 = p’Po
! ps=p’po
| px = p"po

(jamfor med M/M/1-fallet). Villkoret ) p, =1 ger nu

K+1

K 1—p
1:ZPnp0:p0ﬁ
n=0

om p#1,ochomp=1, B
1= Zﬂnpo = (K +1)po
n=0

Stationéra fordelningen ar alltsa

p"(L—p)
da p#1
1— pK+1

1
_~ da p=1
K +1 &P

Pn =
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Sannolikheten K | F10
prl—p) .
1o kn & p7l
pk =Pr{N =K} = )
- 3 — 1
Kt1 4

talar om hur stor del av den totala tiden som systemet ar blockerat. Den effektiva
ankomstintensiteten for M/M/1/K-kon blir darfor

/\e = /\(1 _pK)

Det ar den effektiva ankomstintensiteten som ska in i Littles formel:

L=\W
eller
W =1L/
Notera att X X
1—0p 1—0p
p#l = lopc=1—mm = A=A
medan
=1 = 1 =1 L _ K = A=A K
p= PE= T K 1 T K+ T K +1

Déa p =1 har N den likformiga férdelningen pa {0,1,..., K}, sa

K
L=FE[N]|=—
2
i detta fall. Littles formel ger
W= L K+1
A 2X

Da p # 1 foljer

_ AL+ KpfHt — (K +1)p"]
(1=p)(1—pfH)

K
L=E[N]=) np,=...
n=0

och medelst division med

far vi vardet av W.

Sedan fas W, ur

och L, ur Littles formel
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Ofta genererar de missade kunderna en kostnad eller missad intidkt. Vi vet att i jamnvikt
ar systemet stingd i px tidsenheter och oppet for ankomster i 1 — pg. Ur detta foljer
att det genomsnittliga antalet missade kunder &r Apx och om man har en kostnad om
USD d per missad kund, sd kommer man att ha utgiften USD

per tidsenhet i snitt i jamnvikt.

Exempel 5.3 Reparation av traktorer. I snitt ankommer 3 st/vecka, s A = 3. I snitt OH 16
ar reparationstiden 1/2 vecka, sd p = 2. Just nu kan man ha hogst 2 st i garaget,

varav en dr under reparation, sa K = 2. Varje traktor i reparationsgaraget kostar

USD ¢ = 100 per vecka. Varje traktor som man ej kan ta emot kostar USD d = 500.

Antag Markovska ankomster och betjaningar.

Vad har man for genomsnittskostnad?

Om man 6kar K, minskar da genomsnittskostnaden?

Kap 5.3 Flera betjianingsstationer
Den allminna fodelse- och dédsprocessen

Gjorde ej allminn fodelse- och dodsprocess pa foreldsning. Ritade istéllet upp till-
standsdiagram for M /M /2/4-kén, skrev upp och 16ste balansekvationerna.

Rita upp tillstandsdiagrammet fér en allmén fédelse- och dodsprocess.
Fodelseintensiteterna betecknas Ag, A1, Ao, . . . och dodsintensiteterna betecknas py, po, . - .
(observera att 1o = 0, ty det kan ju inte férsvinna nagon ur ett tomt system).

Balansekvationerna ar
Hip1 = AoPo

AoPo + Hop2 (11 + A1)p1
Ap1 + psps = (p2 + A2)p2

Medelst successiv substitution fas

s /\0
b1 = Po—
H1
{ _ AoA1
b2 = Do
M1 ph2
\

Normeringen ) p, =1 ger nu

A Ao X0 A
H1 M1 fho -
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Stationér fordelning existerar alltsa om, och endast om,

och sannolikheten p,, fas ur

Exempel 5.4 Referera till exempel 5.3. Reparation av traktorer.

Det ursprungliga kosystemet var ett M/M/1/2 med genomsnittskostnaden USD 836.84

sida 41

per vecka och riknade fram att ett M/M/1/3 skulle fa den ldgre genomsnittskostnaden

USD 821.54 per vecka.

Att anstilla ytterligare en mekaniker kostar USD 400 per vecka!. Kommer det att ge
en liagre genomsnittskostnad?

OH 17

Exempel 5.5 Man producerar nagot m h a tre maskiner som gar parallellt. Da och da OH 18
gar nagon ned och detta sker for varje maskin med intensiteten A = 1 gang per vecka.
Man har en reparator som i snitt klarar av att reparera p = 2 maskiner per vecka. Etc.

M/M/c for ¢ < 0o

Gjorde ej M/M /c-kon pa foreldsning. Refererade till formler i laroboken.

For M/M/c-kén giller att

A=A n=01,...

{

nu da n=1,...,c
cuy da m=c,c+1,...

Vi far genom att relatera till en fédelse- och dodsprocess med dessa intensiteter, att

p
Pn =
DPo

diar r = A\/p och p = r/c. Sannolikheten att systemet adr tomt fas ur

c—1 rn e’} e
1 = po (14‘254‘25/’”) =p0<
n=1 " n=c

0
nly™

C!cnfc'un

n

= Do
n!

C

Vi &ndrar fran USD 600 per vecka i F & V-F

da

n=0

n=1,...,c

= po—‘p" dd n=cc+1,...
c!

c—=1

S0

n! (1 —p)

r
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Den sista likheten géller bara om p < 1. S& stationér férdelning existerar precis da

p < 1 och da giller att
bo = T an=
=l d(1-p)

o0

B _ porp
Lq - Z(n - C)pn - C!(l . p)2

Man kan visa att

Sedan foljer av Littles formel att
L
Wq - Tq

(Observera att A, = A.) Sedan kan man berdkna
1
W=W,+ —
W

och
L=XW=L,+r



