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Simuleringsuppgifter ht02

Alla kursdeltagare skall ldmna sina egna redovisningar till minst 3 av de 5 uppgifterna pa de
féljande sidorna. Glom ej att ange namn, personnummer och gérna e-postadress pa den forsta
sidan i dina redovisningar och initialer p& varje inldmnat ark papper. Du underldttar for oss
som ska bedéomma och ev kommentera din redovisning om du bemdodar dig att skriva tydligt och
kortfattat. Programkod behdver normalt ej redovisas. Det &r dock viktigt att du ordentligt redo-
gor for hur ditt simuleringsprogram arbetar, gdrna med flédesschema. Ibland kan det vara svart
att bedomma korrektheten hos en redovisning. I sddana fall kan jag ténkas begéra in program-
listningar. De ska i sd fall vara bra kommenterade (d.v.s ldttldsta) och lamnas elektroniskt till
e-postadressen tommy@math.chalmers.se. Det gir bra att ldmna redovisningarna elektroniskt
till denna adress. Redovisningen ska d& vara bilagd till e-brevet i formatet pdf eller ps. Enbart
text direkt i e-brevet med bilagor i pdf eller ps-format accepteras ocksé. Word-filer accepteras ej.

Glom inte att statistiskt bedomma felet i dina simuleringssvar nér sa dr mojligt med den kun-
skapsbank du forvéintas ha efter genomgangen grundkurs.

Detta &r en obligatorisk praktisk del av kursen. Av hela kursens 6 p svarar denna simuleringsdel
for ungefar 1 p. Jag kommer att ratta inldmnade redovisningar i takt med att de kommer in och
ldmnar icke godkénda i retur om det hinns med innan vi skiljs at sista foreldsningen torsdag den
12:e december. Rikna inte med att redovisningar inldmnade efter sista féreldsningen snabbrittas.

Betygsskala: 3 godkidnda redovisningar kravs for betyget 3, 4 godkinda ger betyget 4 och 5
godkinda ger betyget 5.

Innan du tar itu med simuleringsuppgifterna, l4s de allménna anvisningarna pa de 4 sista sidorna
i detta dokument. Dar finns dven en del programmeringstips som kan underlétta i det praktiska
arbetet med uppgifterna.



Uppgift 1: Glassforséljning

Glassforsaljningssdsongen pa Avenyn ar 120 dagar 13ng. Innehavaren av ett glass-stand raknar
med att hon, med nuvarande prissdttning, under

e soliga dagar siljer for ca SEK 3300

e molniga dagar séljer for ca SEK 1300

e regndagar siljer for ca SEK 500
Hon tar kontakt med dig for att eventuellt kunna f& en uppskattning av hur forsiljningen, sedd
6ver hela sésongen, varierar ifran &ar till ar. Speciellt vill hon veta sannolikheten att fortjansten
overstiger SEK 215000, vilket dr vad hon méste sélja for att fa kostnadstéckning.

Hon vet att i snitt 6ver en sdsong ar det 56 sol-, 31 moln- och 33 regndagar. Hennes medelfor-
sdljning ar alltsd ca SEK

56 - 3300 + 31 - 1300 + 33 - 500 = 241 600 ~ 242000
Men detta ricker inte for att besvara hennes fraga.

Du inser att du behover en (enkel) modell for vaderférdndringarna under sisongen. Efter flera
kontakter med SMHI, far du reda pa att soldagar f6ljs av molndagar ca 1 dag av 5 och av
regndagar ocksa ca 1 dag av 5. Du far dessutom reda pa att molndagar f6ljs av molndagar i ca
1 fall av 5 och av regndagar i ca 2 fall av 5, samt att regndagar f6ljs av soldagar ca 3 ganger av
10 och av molndagar ca 2 ganger av 5.

P& basis av detta bestdmmer du dig for modellera vidret med en Markovkedja. Skriv upp till-
stdndsrum och transitionsmatris, och forsikra dig om att din modell 6verensstdmmer med inne-
havarens pastdende att det under en sisong ar ca 56 sol-, 31 moln- och 33 regndagar.

Simulera 250 sdsonger och besvara med hjélp av dina simuleringsresultat innehavarens fraga.
Glom ej att gora en ordentlig statistisk analys av ditt simuleringsresultat.

Redovisa utover ditt simuleringsresultat och den statistiska analysen av densamma
1) vald initialférdelning (inkl motivering)
2) genomsnittligt antal sol-, moln- och regndagar under en sisong
3) standardavvikelser for dessa variabler
4) medelvirde och standardavvikelse for forséljningen under en sisong

Till sist: Jag kan tédnka mig tva ganska 6ppenbara invindningar mot ovanstaende simulering: dels
sa har vi inte tagit hansyn till dag-till-dag-variationen i forséljningen; dels s& &r antagandet att
vadret &r Markovskt suspekt. Ibland har vi ju héir i Géteborg typiskt varannandagsvader med
en dags solsken mellan kortvariga regnvider ifran véaster, och ibland har vi ju ganska langvariga
lag- resp hogtryck.



Uppgift 2: Tillverkning av kretskort ur ett enhets- eller detalj-perspektiv

I denna uppgift ska vi medelst simulering lara oss mer om kretskortstillverkningen som studeras
i 6vning 2.6 pa sidorna 68-69 i F & V-F. I deluppgifterna (a) t.o.m (e) réknar vi fram flera
intressanta fakta, bl.a vintevirdet yr = E[C|Xo = T av kostnaden C att tillverka ett kort, dar
betingningen Xy = T innebir att processandet av ett rdadmne alltid pabdrjas i "Tinning’-steget.
Lat vidare F, I, S beteckna "Forming”-, "Insertion”- och "Solder’-stegen i tillverkningsprocessen.

Vad jag vill veta dr virdet av motsvarande betingade standardavvikelse or = /Var[C|Xo = T.
Det kan ju i vissa tillimpningar vara viktigt att veta hur kostnaden varierar fran kort-till-kort.

Ett satt att kontrollera rimligheten av sitt simuleringsresultat dr att ocksd lata programmet
samtidigt simulera fram virden av kdnda storheter. Gor s& for E[C|Xy = T, R(T,1) for i =
T,F,1,S och sannolikheten F(T,scrap) att tillverkningen av ett kretskort misslyckas. Jamfor
med de teoretiskt utrdknade virdena.



Uppgift 3: Stormskador enligt POT-modellen

Jag borjar med att kortfattat beskriva den s.k POT-modellen. POT &r en forkortning av "Peaks
Over Threshold”. Vi ténker oss att en viss typ av handelser (t.ex olyckor, katastrofala stormar,
e.dyl) intraffar enl en Poissonprocess med intensiteten A\. Man kan visa att Pareto-fordelningen &r
en rimlig stokastisk modell for de ekonomiska konsekvenserna av foreteelser som intréffar sillan
och far stora konsekvenser da de intréffar. Ként av oss alla dr att Poissonprocessen &r en bra
modell for ndr i tiden ovanliga hindelser intraffar.

Paretoférdelningens fordelningsfunktion F'(z) ges av att

£x -1/¢
1—F(m):(1+;> , £>0,14+&x/o>0

Héar &r —oo < € < oo en formparameter och o > 0 en skalparameter. D3 £ = 0 ska F(z) tolkas
medelst gransovergéngen 0 # & — 0, sd att d& dr 1 — F'(z) = exp(—z/0o). Utfallsrummet for X
definieras av att z > 0 och att 1+ &z /o > 0. Det &r bara d& £ < 0 som det sistndmnda villkoret
ar en restriktion. D& géller att 0 < z < —o /€. Annars giller 0 < z < oo. Man kan visa att
vantevirdet av en Pareto(&, o)-variabel X &r

o
1-¢

forutsatt att £ < 1 (om & > 1 &r véntevirdet odndligt).

E[X] =

L&t nu u > 0 vara en hog ekonomisk nivé. (Vi studerar bara hindelser vars ekonomiska konsekvens
ar minst u). Lat Ty, T5,... vara impulstidpunkterna i en Poissonprocess N = {Ny;¢ > 0} med
intensitet A. Lat X7, Xo,... vara oberoende och Pareto(¢, o)-férdelade.Vi ska ténka pa T; som
tidpunkten d& den i:te katastrofen intréffar. Motsvarande katastrofkostnad ar u + X;. Detta &r
POT-modellen.

Uppgiften bestar i att simulera fram ett forsdkringsbolags totala kostnad C for de mycket stora
stormar som kan tédnkas intréffa de ndrmaste tre aren. Notera att

N3
C=> (u+X;) =Y (u+Xy)
7,<3 i=1

Vi ska studera stormar, som leder till att det totala kompensationskravet fran forsdkringstagare
4r minst u = 0.9 Mkr (1 Mkr = 10% kr). Vi ska anta att det i snitt intriiffar A = 3.8 sidana
stormar per ar. Vi ska ocksd anta att & = 0.7 och att ¢ = 3.9. Man kan visa att

E[C] = E[N3]EJu + X1] = 3X(u + E[X1]) = 3 (u + ﬁ) — 158.46 Mkr

Bolaget dr inte speciellt intresserat av medelkostnaden E[C]. Déremot &r man intresserad av
stora kvantiler i férdelningen foér C. For 0 < p < 1 definierar vi dérfor c,, sa att

p=P(C <)

Av intresse for forsdkringsbolaget &r kvantilerna cg.50, €o.75, C0.90, C0.95 0ch ¢g.99- Den hér typen
av storheter bendmns ofta "Value at Risk” (VaR) i ekonomiska sammanhang.

Din uppgift ar att punktskatta cg.gp medelst simulering.



Uppgift 4: En “’steady-state” simulering

Lat {Y;;t > 0} vara den Markovprocess som definieras i exempel 4.1 1 F & V-F, men med uthopp-
sintensiterna A(a) = 0.1, A(b) = 0.2 och A(c) = 0.15 och fortjinstvektorn £ =[80 100 125]7.
Syftet med simuleringsuppgiften &r att indirekt verifiera att Y;, for stora ¢, ar fordelad enligt den
stationdra fordelningen p =[9 3 4] /16, genom att pa nivin a = 0.05 testa Hy : E[f(Y:)] = pf
mot H; : E[f(Y;)] # pf.

Forhoppningsvis ska testet ej forkasta, men notera att det kommer att felaktigt gora s&ica 5% av
simuleringarna. Rakar man ut for ett sddant oonskat forkastande, far man gora om simuleringen
nagra ganger for att forsdkra sig om att forkastandet var en tillféllighet.

I alla simuleringarna startar séljaren sin turné i stad a. Forst ska du skaffa dig en uppfattning
av ldngden av insvdngningsférloppet genom att plotta det initiala forloppet av ett antal korta
simuleringar. Skicka med en sddan plott i redovisningen och bestdm dig for ett virde u > 0,
sadant att processen verkar vara stationér efter ca u tidsenheter.

Nu ska vi genom att gora en enda lang simulering studera grénsvirdet d& ¢ — oo av den sto-
kastiska variabeln Z(u,t)/(t —u), dir Z(u,t) = qu f(Yy) ds. Sjalvklart géller att gréansvardet, om
det existerar, dr oberoende av wu.

Sjalvklart riacker det inte som bevis av att Hy dr sann att vi i en enda lang simulering (d.v.s for
ett stort t) erhdller Z(u,t)/(t —u) =~ pf, utan vi maste ocksd gora en statistisk analys, som som
resultat ger att Hy ej ska forkastas. Inte heller d& kan vi vara 6vertygade om att Hy dr sann,
eftersom man ju i statistiska test endast skyddar sig emot att felaktigt forkasta genom att vilja
nivan « litet. Dock ska vi forsoka att astadkomma ett test med stor detekteringssannolikhet, d.v.s
ett test som ar sddant att det med stor sannolikhet forkastar Hy om alternativet H; ar sant.
Lyckas vi med detta kan vi kidnna oss tdmligen sdkra pa att Hy dr sann om testet ej forkastar.

I den statistiska analysen ska vi anvinda oss av idéen med s.k ”"batch means” som diskuteras i
F & V-F, avsnitt 6.2.2. Dela darfor in tidsintervallet [u, ¢] i n lika stora bitar [t, 1], [t1, t2],. ..,
dér tg = u, t; =to + (t —u)/n, ta = t1 + (t — u)/n, o.s.v, och 13t

Z(to, t1) Z(t1,t2)

Z(tp_1,t
x, = 2oty Zlnt) s Blnoite)
t1 — %o ty — 11 tn —th—1

Obs att X; =nZ(ti—1,t;)/(t —u) (ty t; — t;—1 = (t — u)/n) och att, under Hy,

BJ f00)ds]  fi Blp0G)ds
ti —ti1 B ti —ti1 B

E[X;] =

Om n ej ar for stort, s& dr Xq,..., X, approximativt oberoende och likaférdelade. Vi kan nu
testa Hy sa som vi lirt oss i del A av kursen, genom att berikna medelvirde Z och varians s, och
lata testet forkasta Ho d& |Z — pf|/(s/v/n) > tn—1,0.025- Alternativt kan man bestimma motsv
95% konfidensintervall och forkasta Hy om pf ej ligger i det. Det dr nu som det ar viktigt att n
ej heller &r for litet, for da blir detekteringssannolikheten onddigt 1ag. Att vélja ett bra virde pé
n ar alltsd kritiskt.

Nér du soker efter ett virde pa n som varken &r for stort eller onddigt litet, dr det en god idé
att plotta alla eller en del av observationerna z1,...,z, for att med O6gats hjilp avgdra om de
verkar oberoende. Det dr svart att sdga hur en plott av oberoende observationer ska se ut annat
dn att den bor vara rétt kaotisk. Om observationerna ej &r oberoende, s& brukar man kunna se
med Ogat att de pa nagot sitt hdnger ihop. Nar du bestdmt dig for ett lampligt varde pé n, skriv
ut din plott och inkludera den i redovisningen av uppgiften.



Uppgift 5: Tillverkning av kretskort ur ett flédes-perspektiv

Syftet med denna uppgift dr att simulera flddet av kort genom kretskortstillverkningen som
definieras i 6vning 2.6 pé sidorna 68-69 i F & V-F. J.f.r med uppgift 2. Vi ska ténka oss tillverk-
ningsprocessen som ett nit av M /M /c-kder kallade T, F, I och S. Noderna T, F' och S bestar
av en betjaningsstation som i snitt klarar av att hantera ur = ur = 30 resp us = 24 kort per
timma. Nod I bestar av tva betjdningsstationer som vardera i medel kan hantera u; = 15 kort
per timma. Alla ankomster till nétet sker till nod 7" och i snitt ankommer v = 19 rdimnen per
timma.

Tillverkning sker p& arbetsdagar som nominellt dr 8 timmar langa. Varje dag startar nétet tomt
pa kort (d.v.s alla noder &r initialt tomma). Man kor nétet under ¢t < 8 timmar. Dérefter slutar
man att ta emot externa rddmnen vid nod T, men man fortsdtter att kora nétet tills det &r tomt
igen. Forst d& avslutas dagens tillverkning.

S6k medelst simulering ett viarde pa t sddant att den genomsnittliga arbetsdagen blir ca 8 timmar
lang. Upplosningen i ¢ ska vara 6 minuter eller 1/10 timma. D.v.s, ¢ ska ges med en decimal.

For det erhallna vérdet pa ¢, lat X vara antalet processade kort under en arbetsdag. Punkt- och
intervallskatta medelst simulering X':s vintevirde p och standardavvikelse o samt punktskatta
X:s median m.
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Allmanna anvisningar for simuleringsuppgifterna

1. Redovisningsmall
Redovisningen av en simuleringsuppgift bor besta av fyra klart urskiljbara delar:
A Definition av den stokastiska processen som studeras
B Beskrivning av simuleringsalgoritmen
C Resultat och statistisk analys
D Svar pa ev fragor med motiveringar baserade pa resultatanalysen

Dessutom &ar det onskvért att du, for att inte géra min arbetsborda for tung, bemddar dig om
att skriva kortfattat och avstar ifrén att redovisa utrdkningar och enklare hérledningar.

2. Matlab tipps

Matlab &r det programmeringssprék jag rekommenderar att ni anvinder till att utfora simule-
ringsuppgifterna ovan. Fér den som inte har nigon vettig kort introduktion till Matlab, kan jag
rekommendera en utmérkt sddan skriven av Jorgen Lofstrom. Du hittar den via Jorgens hemsida

http://www.math.chalmers.se/~jorgen
eller kursens

http://www.md.chalmers.se/Stat/Grundutb/Chalmers/TMS050/
Matlab &r ett effektivt programsprak om man lyckas med att utnyttja vektoriseringsmdjligherna.
T.ex giller att om man vill generera 25 - 2 slumptal, s kan man gora det med instruktionen

u = rand(25,2)

D4 erhaller du en matris med 25 rader och 2 kolumner fylld med slumptal. Vill du anvénda forsta
kolumnen till observationer av Exp(1.2)-fordelningen, sa gor du

ul = u(1:25,1)
x = -1.2%log(ul)
Om du &r ute efter impulstiderna i en Poissonprocess med intensiteten 1/1.2 = 5/6, goér du sedan
t = cumsum(x)
Om du nu gor
u2 = u(1:25,2)
y = 2.%(u2 <= 0.75) + 3.%(0.75 < u2 & u2 <= 0.85);
Yy =3+ 4.%(0.85 < u2 & u2 <= 0.92) + 5.%(0.92 < u2)

s erhaller du en kolumnvektor bestdende av 25 observationer av en diskret stokastisk variabel
med tathetsfunktionen

p(2) =0.75 p(3) =0.10 p(4) =0.07 p(5) = 0.08



Vill du istéllet ha en radvektor, s& far du medelst transponering bilda

z =y’
Kommandot

obs = [t y]’

ger dig en observation (se figur 4 nedan) innehallande tiderna och storleken av de 25 forsta
impulserna i en s.k mérkt Poissonprocess (jamfor med exempel 3.6 i F & V-F, dér man bara vill
4t vad som hénder under en 15-minutersperiod). Plottar man processen som i figur 4 nedan ar
det brukligt att man kallar processen vi just simulerat fér en mérkt Poissonprocess. Annars kan
man, som F & V-F gor i exempel 3.6, benémna den en sammansatt ("compound”) Poissonprocess.

Ett par bra kommandon, som man behéver i den statistiska analysen dr mean och std. Anvénd
help-funktionen for att ta reda pa exakt vad de gor. Det kan ocksé vara bra att kénna till att
man med Matlab-kommandot random kan simulera observationer av flera olika férdelningar.

Strax foljer en listning av ett program som ritar en realisering av en Markovprocess, som du latt
kan modifiera ifall du vill kunna se de realiseringar dina egna simuleringsprogram gor. Det kan
ju vara vettigt att visuellt kolla att ens simulering ser ut att vara OK.

% Plottning av en

% realisering av en Markovprocess
% under tidsrymden [0, 20]

b

% Hopptidpunkter

t=[0 2.37 7.75 11.01 13.88 19.48];
% Sekvens av tillsténd

y=[13 2 1 2 1];

% Plotta forsta tillsté&ndet

plot (t(1:2),[y(1) y(1)1)

% Och sedan resten i samma plott
hold on

n=length(t); t=[t 20];
for i=1:n
plot(t(i: (i+1)),[y(1) y(i1)1)
end
hold off
% Snygga till plotten
x1im([0 211); ylim([0 41);
title(’A realisation of a Markov process’)
xlabel(’time’); ylabel(’state’);
% Skriv resultatet till en postscriptfil
print -dps execOb.ps

Jag sparade koden i en script-fil som heter execOb.m, och exekverade det genom att ge matlab
kommandot execOb. Resultatet visas i figur 1 nedan. Hur man skriver en script-fil berdttar Jorgen
om i kapitel 5 i sin korta och trevliga handledning.

A realisation of a Markov process
T T T T

state
~

L L L L L L L L L L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
time

Figur 1: Resultat av en exekvering av execOb.

A realisation of a Markov process
T T T T

L L L L L L L L L L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
time

Figur 2: Resultat av en exekvering av execOc.
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Detta satt att plotta lampar sig inte s& vil for langa realiseringar. D3 &r det ofta béttre att bara
knyta ihop punkterna som i execOc.m. Resultat ar ej si snyggt. Se figur 2 ovan. Men som sagt,
metodiken i execOc.m &r anpassad till 1dnga realiseringar.

For den intresserade foljer héir en listning av execOc.m:

% Plottning av en % Plotta processen

% realisering av en Markovprocess plot(t,y);

% under tidsrymden [0, 20] % Snygga till plotten

% x1im([0 211); ylim([0 41);

% Hopptidpunkter title(’A realisation of a Markov process’);
t=[0 2.37 7.75 11.01 13.88 19.48]; xlabel(’time’); ylabel(’state’);

% Sekvens av tillst&nd % Skriv resultatet till en postscriptfil
y=[132121]; print -dps execOc.ps

Att plotta sekvensen av tillstdnd en Markovkedja genomloper ar enkelt. Hér féljer innehallet i
execOa.m:

% Plottning av en realisering plot(n,x,’0?)

% av en Markovkedja % Snygga till plotten

% x1im([-0.5 length(x)+0.5]); ylim([0 41);
% Sekvens av tillstand title(’A realisation of a Markov chain’);
x=[13212133122]; xlabel(’time’); ylabel(’state’);

% Motsvarande tidpunkter % Skriv resultatet till en postscriptfil
n=1:length(x); n=n-1; print -dps execOa.ps

% Plotta kedjan

Nedanstaende figur 3 nedan visar resultatet av en korning. Testa sjalv att byta >0’ i plot(n,x,’0?)
mot ’o-? eller mot ..

A realisation of a Markov chain A realisation of a marked Poisson process
T T T T T T

state
~
o
o
o
o

mark
@

L L L L L L ole L L L L L L
0 2 4 6 8 10 0 5 10 15 20 25 30
time time

Figur 3: Resultat av exekveringen av execOa. Figur 4: Realisering av en markt Poissonprocess

Ibland beh&éver man dela upp en 1lang tidskontinuerlig realisering i mindre delar. Antag att hopp-
tidpunkterna och sekvensen av tillstdnd definieras av tva vektorer t resp y. Scriptet nedan delar
upp realiseringen i ett antal lika stora delar och berdkna deras respektive normerade integraler.
Det skriver, efter det att en ny del &r avskild, ut den och beréknar och skriver ut dess integral.



% Uppdelning av en realisering
% i delar som alla &r ca tl tids-
% enheter l&nga samt ber&dkning av
% deras normerade integraler
b
% Hopptidpunkter och
% sekvens av tillst&nd
t=[0 2.37 7.75 11.01 13.88 19.48];
y=[1 321 2 1];
tm=20; t1=7.5;
x=0; km=ceil(tm/t1l); tl=tm/km
% Del k for k=1:km
i=1; n=1; z=y(i);
for k=1:km
t1=(k-1)*t1l; yl=z; j=2; s=t(i);
while s<=k*tl & i<length(t)
z=y(i);
if i>1
t1(j)=s; y1(j)=z;
else
i=i-1;

Scriptet sparar dessutom alla integralerna i vektorn x och avslutas med att de plottas mot

n=12....

end
i=i+l; j=j+1; s=t(1);
end
if k==km & i==length(t)
t1(j)=s; z=y(i); y1(j)=z;
end
[t1;y1]
% Integralen av del k dividerad
% med intervallets ldngd
t2=[t1(2:1ength(t1)), kxtl]-ti;
int=t2*y1’; x(n)=int/t1l; x(n)
n=n+1;
end
n=n-1;
% Plotta integralerna
plot(l:n,x,%0’);
title(’Batch means?’);
x1im([0,length(x)+0.5]);
ylim([0,ceil(max(x))]);
xlabel(’obs no’); ylabel(’value’);



