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Matematik

TMS050: Matematisk statistik for Z, del A
Tentamen 28 augusti 2003 f V

Tillatna hjalpmendel &r riknedosa utan information om kursen i minnena, Beta samt
kursens formel- och tabellsamling.

For betyget 3 kravs 12 p, for 4:a 18 p och for 5:a 24 p av totalt 30 p. Ev bonus fran
inlimningsuppgifterna adderas till totalpodngen innan betyg séttes.

Jour dr Yulia Yurgens (ankn 3582). Examinator &r Tommy Norberg (ankn 3528 eller
0730 7942 09).

Uppgifter

1. T en viss population forekommer en viss sjukdom med frekvensen 1/20. Da man
testar om en godtyckligt vald individ har denna sjukdom giller att testet visar
positivt resultat (d.v.s indikerar att individen &r sjuk) med sannolikheten 0.9 om
individen &r sjuk och med sannolikheten 0.2 annars. Antag att testet visat positivt
resultat for en godtyckligt vald individ. Vad ar sannolikheten att denna individ
verkligen ar sjuk. (3 p)

2. Antag att du pa nagot sitt kan generera utfall ifran slumpmekanismen X ~ U(0, 1).
Lat z vara ett sadant utfall. Lat y = |5z (|-] betyder heltalsdelen av). Lat Y
beteckna motsvarande stokastiska variabel. Berdkna E[Y] och Var[Y]. (4 p)

3. Konet hos en nyfédd méanniska bestdms av tva kromosomer R och Y. Alla indi-
vider har minst en R-kromosom och alla manliga individer bar pa Y-kromosomen.
Fargblindhet orsakas av en defekt gen pa R-kromosomen och vi betecknar de R-
kromosomer som har denna defekta gen med r. M.a.p fargblindhet ar det darfor tre
mojliga genotyper (kromosompar) fér kvinnor och tva fér méan:

Kvinna Man

RR (normal) RY (normal)
Rr (béarare av anlaget) 7Y (fargblind)
rr (fargblind)

Ett barn drver slumpmassigt en konskromosom fran varje foralder. En normal man
(RY) gifter sig med en kvinna som bér pa anlaget (Rr).

(a) Antag att de far en son. Vad &r sannolikheten att denna son &r firgblind?(1 p)
(b) Antag att paret tillsammans far fem barn. Vad &r sannolikheten att minst tva
av dem ar fiargblinda pojkar? (2 p)

4. En enkel integrerad krets antas ha en exponentialférdelad funktionstid med vante-
vardet 20 000 driftstimmar.
(a) Vad ar sannolikheten att kretsen fungerar i minst 20 000 driftstimmar? (1 p)

(b) Antag att utrustningen den sitter i har korts i 10000 timmar. Bestdm den
betingade sannolikheten att kretsen fungerar i ytterligare minst 20 000 drifts-
timmar? (2 p)

(Viind!)



. Lat (X,Y) ~ UJ[(0,2) x (0,5)]. Harled X:s och Y:s marginaltdtheter samt visa att
X och Y &r oberoende. (4 p)

. Lat utfallet av ett visst experiment vara slumpmaéssigt och bero av en parameter 6.
Antag att man gor n oberoende upprepningar av detta experiment och ska berdkna
en punktsskattning av # med

(a) momentmetoden,

(b) ML-metoden.
Redogor i bada fallen f6r hur man gar tillviga. (4 p)

. Visa att stickprovsvariansen S? &r en vantevérdesriktig skattning av variansen 2.
Héar forutsatts att observationerna ar oberoende, n till antalet och att deras fordel-
ning har éndligt andramoment. (4 p)

. I ett laboratorium gjordes fem vantevardesriktiga matningar av en viss storhet pu.
Man erholl
11.67 12.98 6.99 9.95 9.61

Antag normalfordelade fel.

(a) Punkt- och intervallskatta p. Lat konfidensgraden vara 95%. (4 p)
(b) En viktig forutsittning har ej nidmnts. Vilken? (Ip

Lycka till!



Chalmers
Matematik

TMS050: Matematisk statistik for Z, del A
Tentamen 16 januari 2003 f V

Tillatna hjalpmendel ar rdknedosa utan information om kursen i minnena, Beta samt
kursens formel- och tabellsamling.

For betyget 3 kravs 12 p, for 4:a 18 p och for 5:a 24 p av totalt 30 p. Ev bonus fran
inlimningsuppgifterna adderas till totalpoingen innan betyg séttes.

Jour &r Yulia Yurgens (ankn 3582).

Uppgifter

1. Handelserna A och B ar disjunkta. Dessutom galler
P(A\ B)=0.23, P(B\ A) =0.27

(a) Ar A och B oberoende? (1 p)
(b) Berdkna P(AU B). (1p)

2. 3 bilar anlander till en tom parkeringsplats. Pa hur manga sitt kan de placeras ut
pa parkeringsplatsen om totala antalet platser ar

(a) 5 och ordningen saknar betydelse? (2 p)
(b) 10 och ordningen har betydelse? (2 p)

3. Man gor bedémningen att ca 70% av en viss f.d fabrikstomt ar férorenad och tar ett
jordprov i en slumpmassigt vald position. Analysen av provet ger till resultat att
det ej ar fororenat. Men observera att miatmetoden ar sadan att den ger felaktigt
resultat i ca 1 av 20 analyser av ren jord och i ca 2 av 5 analyser av fororenad jord.
Bestam sannolikheten att provet trots allt ar fororenat. (4 p)

4. Lat X vara kontinuerlig med titheten f(z) = Xe ™, z > 0. Hérled moment-
genererande funktion (m.g.f) f6r X, och berdkna utan att integrera och endast med
hjélp av m.g.f, X:s varians. (4 p)

5. Antag att du har oberoende observationer xi,...,x, av en stokastisk variabel X,
sadan att P(X =1) =1— P(X =0) = p. Visa att trolighetsskattningen av p ar

1
P=L L (4 p)
6. Pontus singlar en krona 100 ganger. Han erholl 35 klave och 65 krona.
(a) Skatta sannolikheten for krona. Onskad konfidensgrad i felet: 95%. (3 p)
(b) Ar myntet symmetriskt? (1p)

7. Vid ett tillfialle gjorde man n = 25 oberoende matningar av en concentrationen i
luften av en viss férorening. Darvid erhélls z = 10.3, s = 2.75 (ppm). Punkt- och
intervallskatta den sanna fororeningshalten under forutsattning att matningarna ar
vantevardesriktiga och normalférdelade. (3 p)

(vénd!)



8. Forts av foregaende uppgift. Man ville ocksa veta ungefir hur stor 0.95-kvantilen
ar. Gar det att punktskatta denna utifran informationen som gavs i uppgift 7 och
om svaret r ja, gor sa. (4 p)

Lycka till!



TMS050: Matematisk statistik for Z, del A
Tentamen 26 oktober 2002 em V

Tillatna hjalpmendel ar raknedosa utan information om kursen i minnena, Beta samt
kursens formel- och tabellsamling.

For betyget 3 kravs 12 p, for 4:a 18 p och for 5:a 24 p av totalt 30 p. Ev bonus fran
inlamningsuppgifterna adderas till totalpoangen innan betyg sattes.

Jour &r Yulia Yurgens (ankn 3582).

Uppgifter

1. Lat X ~ Bin(2,1/3) och antag att hindelsen A dr sadan att P(A|X = 0) =
P(AIX =1)=1och P(A|X =2)=1.

(a) Ar A och X oberoende? (1p)
(b) Berdkna P(A). (1p)
(c) Berdkna P(X = 2|A). (1p)

2. Lat T vara tiden tills forsta impulsen i en Poissonprocess med intensitet A\ impulser
per tidsenhet. Visa att 7" d&r Exponentialfordelad med vantevirde E[T] = 1/A7(4 p)

3. En viss typ av matvarden antas vara normalfordelade med vanteviarde p = 5.5 och
standardavvikelse 0 = 2.2. Antag att du ska gora 3 oberoende matningar. Hur stor
ar sannolikheten att atminstone 2 av dessa ligger i intervallet [3.3, 7.7]7 (3 p)

4. Paret X, T ar kontinuerligt fordelat med tatheten

1
f(a:,t):¥e_t, t>x>0

(a) Bestdm T':s tathet. (2 p)
(b) Bestam E[X]. (2 p)
5. Lat X4,..., X, vara oberoende och likaférdelade stokastiska variabler med vantevarde

u och standardavvikelse o. L&t X vara medelvardet och S? stickprovsvariansen.
Visa att

(a) S? vintevirdesriktigt skattar o2, (2 p)

(b) Var[X] = o?/n, (1p)

(c) P(|X — p| >¢) = 0dad n — oc. (3 p)

I (c) &r € > 0 godtyckligt.

6. Felsannolikheten p for en viss produktionsprocess far som mest vara 0.05. Man pro-
ducerar satser om N st enheter at gangen. Efter det att en sats ar fardigproducerad,
maste man medelst kontroll av n = 200 producerade enheter sikerstilla att p < 0.05,
innan produktionen av en ny sats far paborjas. Man tar alltsa har ett kundperspek-
tiv. Antag att satsstorleken N &ar sa stor att fordelningen for f, antalet funna
felaktiga, vil approximeras av Bin(n, p) om man slumpmaéssigt véljer ut n = 200 st
enheter for kontroll.



(a) Formulera detta som ett statistisk testproblem, lat nivan vara « och konstruera

testet. (3 p)
(b) Vid ett tillfdlle fann man f = 4 st felaktiga enheter. Behdver processen justeras
om man véiljer nivan o = 0.057 (1 p)

7. Vid ett tillfille gjorde man n = 30 oberoende bestamningar av hallfastheten for
en viss stalkvalitet. Darvid erholls medelvardet z = 63.42 och standardavvikelsen
s = 10.451. Berdkna ett ca 95% konfidensintervall for hallfastheten ifraga. (3 p)

8. Vid ett annat tillfalle (j.f.r uppgift 7) gjorde man n = 32 oberoende bestdmningar
av hallfastheten for en viss annan stalkvalitet. Darvid erholls medelvardet £ = 59.34
och standardavvikelsen s = 9.378.

(a) Berdkna under antagande om lika varians ett konfidensintervall for differensen

av hallfastheterna. Konfidensgraden ska vara 0.90. (2 p)
(b) Kan det anses statistiskt sdkerstdllt pa nivan 0.10 att hallfastheterna for de
tva kvaliteterna &r olika? (1p)

Lycka till!



Losningar eller svar till Matematisk statistik for Z, del A den 28/8-03

1. Lat S betyda att individen har sjukdomen och D att den detekteras. Foljande ar givet:
P(S)=1/20 =0.05, P(D|S) = 0.9 och P(D|S¢) = 0.2. Bayes formel ger

P(S)P(D|S) 0.05-0.9

PID) = Bi5P(DIs) + P(s*)PDIS*) ~ 0.05-0.9+ 095 02

~0.191

2. Y éar likformigt fordelad pa {0,1,2,3,4}. Harur foljer att
1 1 1 1
E[Y]=0-241-—+...44-2=—(0+14+2+3+4) =2
5 5 5 b
Analogt fas

1
ElY?Y = g(02+12+22+32+42) =6 = Var[Y]=6-22=2
3. (a) De fyra mdjliga genotyperna fér avkomman dr RR, Rr, RY och rY. De har p.g.a
slumpmassigheten all sannolikheten 1/4. Saledes dr svaret pa uppgiften 1/2—det ar

ju bara genotyperna RY och rY som svarar mot manligt kon och av dessa indikerar
endast rY fargblindhet.

(b) Av det som just sagts forstar vi ocksa att sannolikheten att avkomman ar en fargblind
pojke dr 1/4 = 0.25. Antalet fargblinda pojkar i en kull om 5 barn ar Bin(5, 0.25).
Séledes blir den sokta sannolikheten

> (5 (5
> < ) 0.25% - 0.75°7F =1->" < ) 0.25% - 0.75°7*
k k
k=2 k=0
=1-0.75° —5-0.25 - 0.75" ~ 0.367
4. (a) e 1 =037
(b) e~! =~ 0.37 p.g.a exponentialfordelningens glomskeegenskap.
5. X.s fordelningsfunktion fas enligt

x

w51 z 1
F =P(X < = — dydz = —dz = —
(z) = P(X < 1) /0/010-“/0222

for 0 < z < 2. Saledes ar X:s tathet

for 0 < y < 5 och darfor likformigt fordelad pa (0,5). Vi ser nu ocksa att X och Y ar
oberoende, ty

1 1 1
f(iv,y)—ﬁ—g'g—f(ﬂ”)f(y)
6. Kalla tatheten for f(z;0) och lat beteckna z1,...,z, observationerna.

(a) Berdkna medelvirdet Z och 16s ut 6 ur z = [pzf(2;6) dz. Idéen i momentmetoden
ar ju att byta ut 4 mot Z i formeln p = [pzf(x;60) dz.



(b) Bilda trolighetsfunktionen

L(0) = f(z1;0) - ... f(2n;0)

och sok det # som maximerar L(). Detta virde pa € kommer ju da att bero av

observationerna x1,...,Zy, sa det blir en legitim punktskattning av parametern 6.
7. Lat xq,...,x, beteckna observationerna och X1, ..., X, motsv stokastiska variabler. Notera
forst att

8.

(n—-1)8*=>(X; - X)>=>_ X7 —nX?

(Den som inte kommer ihag detta far naturligtvis harleda uttrycket.) Vi far nu att
E[(n - 1)8% =Y B[X}] - nE[X’] = nE[X]] — nE[X?]
i

Notera att
EX?] - EX1]*=0® = E[X}=d°+u?

dar p = E[X]. Analogt
E[X? = Var[X] + E[X]? = 0?/n + p*
Vi far foljaktligen att
E[(n —1)8%] = n(0® + p?) — n(c?/n + p?) = (n — 1)0?
vilket visar att S? skattar o2 vintevirdesriktigt.

(a) Borja med att rdkna ut att £ = 10.24 och att s = 2.269. Ur tabell fas ¢ 025(4) =
2.776. Felet med konfidens 95% ar

2.776 - 2.269/v5 = 2.817 ~ 2.82

och p = 10.2442.82 ar den sokta punkt- och intervallskattningen. Ett alternativ satt
att ge intervallskattningen ar p € (7.42, 10.06). Punktskattningen av p ar g = 10.24.

(b) Det &dr oerhort viktigt att observationerna ar oberoende.



Losningar till Matematisk statistik for Z, del A den 16/1-03

1.

N

. Bayes formel ger att den sokta sannolikheten ar

o o A
. mx(t) = E[eX] = / e e M dr = /0 AT g = 3

(a) De ar ej oberoende eftersom 0 = P(AN B) # P(A)P(B) > 0
(b) P(AUB) = P(A) + P(B) = 0.23 + 0.27 = 0.50

(a) (g) — 10

(b) (130> .31 =720

0.7-2
A T —. 56 ~ 0.50
0.7-240.3-2 56457

r for t < A. Harur fas att

0

1
m'y och mx (t) = Séledes dr E[X] = m/y(0) = ~ och E[X?] =

A
1

p.

(t) = W W
m'x (0) = % och det foljer att Var[X] = E[X?] — E[X]? =

. Trolighetsfunktionen &ir L(p) = p2=i % (1—p)™22i %, ty sannolikheten for utfallet z1, . .. , zn

ar produkten av n faktorer dir den i:te = pom z; =1 och =1 —pom z; = 0. Vi

logaritmerar troligheten eftersom den dr lattare att maximera: L(p) = (3;z;) Inp +
(n—3;z;) In(1 — p). Vi far nu att L'(p) = 2i%i 1 I 2i i och ur £'(p) = 0 foljer
p -bp
p= M Trolighetsskattningen av p ar alltsa p = Li xi, V.S.V.
n n

(a) p=+1.96/p(1 —p)/n = 0.65 % 0.093

(b) Man kan kanske misstianka att myntet ej 4r symmetriskt, eftersom 0.5 ligger utanfor
konfidensintervallet. Faktum &r att ett test av Hy : p = 0.5 mot Hy;p # 0.5 pa nivan
0.05 skulle forkasta Hy.

p =+ to.005(24)s//n = 10.3 £ 2.797 - 2.75//25 = 10.3 + 1.54

. Lat X vara normalférdelad med vanteviarde p och standardavvikelse o och lat Z vara

standard normal. Den sokta kvantilen, xg5, definieras av att P(X < zg95) = 0.95 =
P(Z < (z0.95—p) /o) =0.95 = (.95 —p)/o = 1.645 = x0.95 = p+1.6450. Skattningarna
av u resp o ar T och s. Saledes skattar summan Z + 1.645s 0.95-kvantilen z( g5. Svaret pa
fragan ar alltsa ja, det gar, och skattningen av 0.95-kvantilen ar Zy.95 = Z + 1.645s ~ 14.8.






Losningar till Matematisk statistik fér Z, del A den 29/10-02
1. (a) Nej, ty P(A|X =1) # P(A|X =2).

(b) Ur formelsamling (se stycket om Binomialfordelningen) fas forst att

2\% 4 1 2 4 1\? 1

PX=0)=(z) ==, PX=1)=2-2-—=-, PX=2)=(=) ==

(x=0=(3) =5 PX=D=23-2-5 Px=2=(3) =3
Genom att dela upp hindelsen A i de tre disjunkta bitarna X =0, X =1 och X = 2,

fas sedan
P(A) = P(X =0,4) + P(X =1,4) + P(X =2, 4)

= P(X = 0)P(A|X =0) + P(X = 1)P(A|X = 1) + P(X = 2)P(A|X = 2)

()
P(X =2,4A) P(X=2PAX = |
P(X = 2]4) = (P(Ai ) _ Pl 2}3(2)' 2):9% _3_1

2. Lat N; beteckna antalet impulser i tidsintervallet [0,¢]. Da giller, for varje ¢t > 0, att
T >t < Ny = 0. Detta ger P(T > t) = P(N; = 0) = e *. S4 T's fordelningsfunktion
ar Fr(t) = 1 — e och medelst derivering foljer att T:s tithet dr fr(t) = e . Detta
ar tatheten for en Exponentialférdelning med vantevardet 5 = 1/A (j.f.r formelsamlingen
eller Beta), vilket skulle visas.

3. Lat X ~ N(5.5, 2.2) vara ett typiskt méatresultat och lat N vara antalet observationer i
intervallet [3.3, 7.7]. Da ar N ~ Bin(3,p), darp = P(X € [3.3,7.7]) = P(Z € [-1, 1]) =
0.6826 (obs Z ~ N(0,1)). Den sokta sannolikheten &r darfor

P(N >2)=P(N =2)+ P(N = 3) = 3p*(1 — p) + p> = 0.76
4. (a) Fort> 0 far vi
o] t1
fo(t) = / Flw,t) do = / Setdr =t
—00 0

(b) Lat H(z,t) = z. Da

E[X] = E[H(X,T)] = /_ °:O /_ O:OH(:v,t) Fla,) do dt

oo ot 1 1 o] 1
:/ /w—e_tdwdt:—/ e tdt ==
o Jo t 2 Jo 2

5. (a) Det giller att visa att E[S?] = 0. Vi behover anviinda att
(n—1)s? = 3" X? - nX?
i

Linjariteten hos vantevardesoperatorn ger da direkt

E[(n—1)5% = Z E[X?] — nE[X?]

Notera
E[X?] = Var[X;] + E[X;)? = 0° + pi°
2
E[X?) = Var[X] + B[X]2 = = + ;2
n

Harur fas
2

E[(n—1)8?] =n(o®> + 4?) —n (% + u2> = (n—1)0°

och E[S?] = o2 foljer.



(b)
(c)

(b)

Det giller att visa att E[X] = p. S& hir gar det till:

~ 1 & 1
Var[X Var[ ZX] 2Va,r lZXZ] :ﬁzvar[Xi]:ﬁn02:%
=1 =1

Den 2:a likheten f6ljer av variansen ar ett kvadratiskt matt och den 3:e av oberoendet.
Lat € = ko /+4/n i Chebyshevs olikhet. D3

0.2

o S 1
P(X — > &) = P(X — | > ko/v/) < 75 = 5 0

dd n — oo. Enl vad vi just visat ar ju medelvardets vantevirde lika med p och
standardavvikelse lika med o/+/n.

Man ska testa nollhypotesen Hy : p > 0.05 mot alternativet H; : p < 0.5 (alternativet
ska ju vara det man vill visa). Man ska forkasta da f < ¢, ty ju mindre f ar, desto
mer tyder det pa att p ar litet, och kravet a = P(f < ¢|p = 0.05), leder till att f < ¢
ar ekvivalent med att krava att % < —2,. Detta ar naturligtvis samma sak som

att krava att I\Oﬁf > zq eller att f < 10 — 241/9.5, dar z, ges av att P(Z > z,) = «

for Z ~ N(0,1). Ty da p = 0.05 ar f enl c.g.s approximativt normalfordelad med
vantevarde 200 - 0.05 = 10 och standardavvikelse /200 - 0.05 - 0.95 = /9.5

f=4= \/ﬁc = 1.94. T tabell 6ver normalférdelningskvantiler ses att zg. 05 = 1.645

= Hy : p > 0.05 forkastas. Pa nivan 0.05 kan det alltsd anses sdkerstallt att p < 0.05.
Processen behover da ej justeras.

7. Konfidensintervallet bor beriknas ur faktumet % ~ t(n — 1), som giller exakt om

8.

(a)

(b)

matvardena ar normalférdelade, annars approximativt enl c.g.s. Man far da

(=T + t99,0.0255/v/n = 63.42 + 2.04523 - 10.451//30 = 63.42 + 3.90

eller 4 € [59.52, 67.32] med konfidensen ca 95%.

Lika varians innebéar att vi kan vaga ihop variansskattningarna till

o 29-10.451% 4 31-9.3782
= 60

—98.231 = s, = 9.911

Konfidensintervallet bor berdknas ur faktumet Lf“l:m) ~ t(n1 + ng — 2), dar
Sor/artag

indexeringen refererar till de olika matserierna och som giller exakt om méatvirdena

ar normalférdelade, annars som ovan approximativt enl c.g.s. Man far da

_ _ 1 1
p1 — p2 = X1 — Xo £160,0.055p4/ — + —
n1 no
1 1
=63.42 — 59.34 +1.67065 - 9.911 30 + 32 =4.08 +4.21

eller 4 € [—0.13, 8.29] med konfidensen ca ~ 90%.
Nej, ty 0 € [—0.13, 8.29] géiller med konfidensen ca 90%.



