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Empiri

T verkligheten har vi n oberoende observationer zy, ..., , av ndgon
variabel &, som &r det vi observerar nér vi méter en parameter .

Teori

I teorin har vi ett stickprov ("random sample”) Xi,..., X, fran X:s
fordelning och denna har atminstone en okédnd parameter #. Det kan
finnas fler.

Fordelningen f6r X ska spegla de variationer vi ser i z da vi méter 6.

Vanligt forekommande fordelningar &r N(p, o), Exp(}), Poi(A) och
Ber(p).
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Tre exempel

Man har i 4 vattenprov nedstroms en avfallsanldggning raknat
antalet kolibakterier och fatt

=12, zy =15, 23 =16, x4 =17

Teoretisk modell for detta forsok skulle kunna vara X ~ Poi(A).

Man har i 5 jordprov i en gammal industritomt métt kromhalten och
fatt

71 = 2375, 7 = 2019, 3= 253.6, 34 = 258.3, m5 = 216.9

(enhet: mg/kg). Teoretisk modell for detta forsck skulle kunna vara
X ~ N(,0). Aven In X ~ N(g, 0) skulle kunna vara en bra modell.

Man har under 1350 timmar (drygt 56 dygn) studerat belastningen
Y, av ett visst tekniskt system. Under denna tidsrymd gick
belastningen 6ver en kritisk nivd u = 5 sammanlagt n = 8 ganger.
Maximala nivan z; under dessa 8 éverskridanden var

6.85 5.11 5.61 5.28 6.87 6.40 5.16 5.12

Teoretisk modell for detta forsok skulle kunna vara att
Sverskridandena sker enl en Poissonprocess N med intensitet A
[st/dygn] och att deras resp max.nivaer X ar Pareto(a)-fordelade,
vilket innebér att tétheten &r

flz) = & (2) ey for x> u

dér a > 0.
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Exempel: Estimator och estimat

Vi skall anviinda det observerade (empiriska) medelvirdet Z till att
estimera parametern 1 = E[X]. I vardagligt tal siiger man ofta att
man skattar p. Vi kallar Z for p:s estimat.

Att Z &r s estimat skrives I = Z.

Motsvarande stokastiska variabel

3

x-1yx

1

A

i

kallas p:s estimator.

Att X ar var estimator av p skrives i = X.

Estimatet &r alltsd det utrdknade (observerade) vérdet, medan esti-
matorn &r en stokastisk variabel.

I svenskan anvénder man ofta ordet skattning och ssmmanhanget av-
gor om man avser den stokastiska variabeln eller det observerade vér-
det.
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Definition: Estimator and estimate

A statistic used to approximate or estimate a population parameter
6 is called a (point) estimator for 6 and is denoted by 0 or 0 or 0% or
...; the numerical value assumed by this statistic when evaluated for
a given sample is called a (point) estimate for 6.

Att statistikan 5, som vi anviinder som estimator av 8, beror av stick-
provet Xi, ..., X, brukar man inte skriva ut explicit.

Exempel

Antag att vi vid n oberoende métningar av en viss anldggnings
driftstid erholl medelvirdet = 732.9 timmar. Lat p beteckna den
forvantade driftstiden. Da &r 732.9 timmar vart estimat av p och vi
skriver

7 =17329
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Definition 7.1.1: Véntevirdesriktighet

En estimator ﬁséigs vara vantevéardesriktig for 6, om

Eff =06

Det ér énskvrt att en estimator 0 har liten varians. Ju mindre Var[g]
ir, desto béttre &r estimatorn.

Theorem 7.1.1, 7.1.2

Stickprovsmedelvirdet X ar en vintevirdesriktig estimator for p.

Dess varians ar )

Var[X] = z
n

Definition 7.1.2: Standard error of the mean

The standard deviation of X is given by o/,/n and is called the
standard error of p.

Theorem 7.1.3
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I exemplet med &verskridandedata (se OH no 2) forekommer en pa-
rameter «. Vi ska nu med tva olika metoder hérleda en skattning av
a.

A: Momentmetoden

Vi borjar med att m.h.a. X.s tithet

a (o ~(atl)
f(z)fz(;) for z>u
berékna
% x\—(e+l) @
,u:E[X]:/" I;(i) dz:---:ailu

Denna berékning forutsétter att a > 1, s det som f6ljer ar bara
giltligt om sé &r fallet. Inverteras likheten

far vi

Séledes dr momentestimatet (momentskattningen) av o lika med

T 5.8

a= =—— =725
. . . . . s . .. T — 58 —15.0
Stickprovsvariansen S? ir en vintevirdesriktig estimator for o2 v
Momentestimatorn av « ar
. i X
o= /\L = —
p—u X-u
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B: Trolighetsmetoden Saledes:
Vi bérjar med att konstatera att tidthetens virde i punkten z &r ett Antag att vi har k parametrar 0y, ..., 0 i den aktuella férdelningen

matt pa hurpass troligt det &r att vi observerar just virdet z. Att vi

observerade vérdena 1, ..., 2, i n oberoende forsok blir da sa hir
troligt:
- a (z\~(e+]) o [z, ~(a+])
[Lr -2 (2) " 2(2)
Py u\u u\u

For givna observationer z, ..., z, ar detta en funktion av
parametern a som vi kallar trolighetsfunktionen eller bara
troligheten och betecknar L(a). Hér ser vi att

w /o —(a+1)
e z
- (1%
o) (1)
Trolighetsmetodens skattning av a ar

@ = argmax L(a)
a

Losningen av detta maximeringsproblem &r
n

Z In (z;/u)

Trolighetsestimatorn &r alltsa

Q)

n 1
n = 1 n
z;ln(Xi/u) ﬁzlnXiflnu
i= =

och trolighetsskattningen (trolighetsestimatet) ar

a=

1
a=——=m7105
0.1407

for X (det som vi observerar eller miter).
Ex 1: k=1 och 6; = XA om X ~ Exp(})
Ex 2: k=2o0ch 6; = p1,0, = 0 om X ~ N(u,0)
Var uppgift &r att hitta en skattning av 8 = g(6y, ..., 0).
Momentmetoden bygger pa identiteten
0 = h(mq,ma, ..., my)
déir m; = E[X?] och momentskattningen av @ &r

0 = h(imy, iz, ..., )

S 1g-
mj:—g z!
n

i=1

Trolighetsmetoden maximerar trolighetsfunktionen

n

L0y, -, 0%) = [ ] fl@i)

=1
och trolighetsskattningen av 6y, ..., 0 ar
O1,...,0p =01,...,0;, =arg max L(61,...,0)
010k

Trolighetsskattningen av § = g(6s, ..., 0k) ar
/9\: g(@\l, . -7@:)
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Teoretiskt exempel

Ur n = 7 métningar 21, .. .,, har vi erhallit z = 7.4, s> = 4.5

(s &~ 2.1213). Vi ska skatta 95%-kvantilen 2(g5 och har kommit fram
till att X ~ N(u, o) &r en vettig modell. Ur definitionen

F(zg95) = 0.95 hiirleder vi zgg; = p + 1.6450.

Momentmetoden: Ur my = i, my = p? + o2 far vi p = my,

o = y/ma — m3. Siledes giller 295 = m; + 1.645\/my — m3.

Momentskattningen av 95%-kvantilen &r alltsa

Bogs = i + 1.645 /iy — 72
= 7.4+ 1.6451/58.617 — 7.42 = 10.63

ty i = (1) Sy = & = 7., iy = (1/n) ¥ 2
=(n—1)s?/n — z? = 58.617.

Trolighetsmetoden: Maximering av troligheten

L) =] %ﬂe—m—mz/zﬂ — (2m) "2 e~ (/D Silemne?

ger f=2="74,6=+/(1/n)>,(z;i—2)>= /(n—1)/ns = 1.964.
Trolighetsskattningen av 95%-kvantilen &r alltsa

Zogs = i+ 1.6450 = 7.4 + 1.645 - 1.964 = 10.63

Obs att &ven
Togs = T + 1.645s = 7.4 + 1.645 - 2.1213 = 10.89

ar en en rimlig skattning av g g;.
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Theorem 7.3.1

Antag att X och Y ir stokastiska variabler och med m.g.f. mx(t)
och my(t). Om mx(t) = my(t) for alla ¢ i en 6ppen omgivning till
t =0, s har X och Y samma férdelning.

Theorem 7.3.2

Lat X och Xj vara stokastiska variabler med m.g.f. mx, (t) och
mx,(t). Lat Y = X; + X,. D& ges Vs m.g.f. av

my (t) = mx, (t)mx,(t)

Theorem 7.3.3

Lat X vara en stokastisk variabel med m.g.f. mx(t). Lat
Y=o+ X DagesY:smgf av

my(t) = e"‘tmx(ﬁt)

Theorem 7.3.4: Distribution of X normal population

Let X1,..., X, be a random sample of size n from a normal
distribution with mean p and standard deviation o. Then X is
normally distributed with mean p and standard deviation o/+/n.
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I exemplet med jordproverna (se OH no 2) &r z = 233.64 vart estimat
av vintevirdet p. Antag att vi bestdmt oss for modellen X ~ N(y, o).
Estimatorn X &r enl. sats 7.3.4 N(u,0/y/n), dir n = 5 &r antalet
observationer. Observera att for att teorin ska fungera &r det visentligt
att jordproverna dr oberoende.

Notera nu att
X—p
o/

X—n
<1.96
o/vn =

P|-196 <

<1.96| =0.95

5

Men olikheten
—1.96 <

ar ekvivalent med
X —1.960/v/n < p< X +1.960/v/n
Saledes galler
P[X —1.960/yv/n < p< X +1.960//n] = 0.95

Anta att det dr kint att o = 30 for den hér typen av analyser. Da &r
1.960 /+/n = 26.30 och vi far intervallestimatet

(233.64 — 26.30 =) 207.34 < p < 259.94 (= 233.64 + 26.30)

Intervallet [207.34, 259.94] é&r ett konfidensintervall f6r p med konfi-
densgraden 95%.

Ofta skriver man
1= 233.64 + 26.30
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Definition 7.4.1: Confidence interval

A 100(1 — @)% confidence interval for a parameter 6 is a random
interval [Ly, Lo such that

P[L1§0§L2]:17a

regardless of the value of 6.

To construct a 100(1 — )% confidence interval for a parameter 6§, we
shall find a random variable whose expression involves § and whose
probability distribution is known (at least approximately).

Theorem 7.4.1: 100(1 — @)% confidence interval on p (o known)

Let X1,..., X, be a random sample of size n from a normal
distribution with mean p and standard deviation o. A 100(1 — @)%
confidence interval on p when o is known, is given by

j= X zapo/V/n

where the quantile z,/» is determined by the requirement
PlZ > zqp] = @2

for Z ~ N(0,1).
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Ibland vill man ha ett ensidigt konfidensintervall av typen 6 < L.

I normalférdelningsfallet utgar man da ifran

X-p
Ploza< "Ll =1-
[z <U/\/ﬁ] ¢
och hérleder
Plp<X+z0/yn=1-a

I jordprovsexemplet (se OH no 2 och 11) far vi (med o = 30) om o =
0.05 att 2o = 1.645 vilket ger z40/y/n = 22.07 och intervallestimatet
med konfidens 95% blir

< 255.71 (= 233.64 4 22.07)
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Theorem 7.4.2: Central Limit Theorem

Let X1,..., X, be a random sample of size n from a distribution
with mean y and standard deviation o. Then for large n, X is
approximately normal with mean p and standard deviation o/y/n.
Hence for large n, the standardized random variable

X—n

o/

is approximately standard normal.

Men, eftersom n &r stort, géller dven att s &~ ¢ och foljaktligen har vi
ocksa att _
X—n a
s/v/n

Denna approximation ar naturligtvis saimre &n den i sats 7.4.2.
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