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x*fordelningen

Lat Z,. .., Z, vara oberoende N(0, 1)-variabler. D géller
n
Y2=3" 7} ~x(n)
=1

Vi siiger att Y2 ar y>-fordelad med n frihetsgrader.
Kvantilen X,zm definieras av att P [YZ > X,Zm] =a.

Theorem 8.1.1: Distribution of (n — 1)S2/0?

Let X3,..., X, be a random sample of size n from a normal
distribution with mean p and standard deviation . Then
(n—1)8%

5~ X =1)

Sats 8.1.2: 100(1 — a)%-konfidensintervall for o2

Lat Xa, ..., X, vara ett stickprov frén en Nor(u, o)-fordelning. D&
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Exempel

For att undersoka precisionen hos en metod att méita induktanser
gjorde man 20 métningar av induktansen hos en viss spole. Man
erholl stickprovsvariansen s? = 3.30.

Lat a = 0.05. Vi forutsétter oberoende normalférdelade fel.

1) Ur tabell fiis x30.g75 = 8907, x3g0025 = 32.852. Silledes har
intervallestimatet

19-3.30 } 19330
= 91<0’ <7, =
(32.852 ) L1 <om <704 ( 8.907 )

konfidensen 95%.

2) Ur tabell fas att x2_; , = X305 = 10.117. Saledes har
intervallestimatet

P <6 (=23%
= © 10117

konfidensen 95%.

P (n—-1)8 <a?< (n-1)8 —1_ Vill man istéllet intervallskatta o gér man som ovan och drar kvadra-
X?z—l:(x/Z - Xi—m—a/z troten ur alla led.
samt
—1)82
P lo? < (’”27)5 —l-a
Xn—-11-a
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Students t-fordelning Exempel

Lit Z ~ N(0,1) och lat Y2 ~ x*(7). Da
zZ
T=—"" ~t(
NG ™
Vi siiger att T dr t-fordelad med «y frihetsgrader.

Kvantilen ¢, , bestims ur P [T > t.,] = a.

Theorem 8.2.1: Distribution of (X — p)/(S/v/n)

Let X3,..., X, be a random sample of size n from a normal
distribution with mean p and standard deviation o. Then
X-p
——=n~tn—1
TG (n—1)

Sats 8.2.2: 100(1 — a)%-konfidensintervall for 4

Lat X,..., X, vara ett stickprov frin en Nor(u, o)-fordelning. Da
P[X ~to1apS/Vn<u< Xt turapS/Vn]=1-a

samt
Plu<X+ty0S/Vn)=1-a

En metallurg gjorde fyra bestémningar av mangans sméltpunkt,
varvid han erhéll féljande sméltpunkter i grader Celcius:

1269 1271 1263 1265
Punkt- och intervallskatta mangans sméltpunkt. J.fr. med
tabellvirdet 1269°C.
Utrikning ger Z = 1267, s = 3.651 och n = 4.

Medelviirdet Z = 1267 ir en punktskattning av sméltpunkten om
mitmetoden ir vintevirdesriktig.

Vi forutsétter att den ger normalfordelade fel. Om inget annat séigs
viiljes normalt konfidensgraden 95%. Av pedagogiska skil viljer jag
emellertid att rikna med konfidensgraden 99%. Dé ir a = 0.01. Ur
tabell fas att t,_1.4/2 = t30.005 = 5.841, vilket ger
tn1a/28/V/1 = 5.841 - 3.651/V/4 = 10.7
Séledes &r
= 1267+ 10.7

eller
1€ [1256.3, 1277.7]

ett intervallestimat for mangans sméltpunkt med konfidens 99%.

Notera att tabellvirdet 1269 hor till intervallet.
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1 jordprovsexemplet (se Chapter 7, OH no 2, 12, 14) fick viin =5
métningar av kromhalten medelvirdet Z = 233.64 och standardavvi-
kelsen s = 28.868. Marken bedoms som fororenad om g > 200 och vi
ska underscka om sé verkar vara fallet.

Losning nr 1: Vi gor ett nedit begriinsat konfidensintervall och vi vill
vara vildigt siikra pa att konfidensgransen verkligen dr mindre én det
sanna parametervirdet p, si vi viljer konfidensen 99%. Ur tabell fas
ts001 = 3.747 och vi rdknar ut att konfidensintervallet blir

1> F — by 108/y/n = 233.64 — 48.37 = 185.27

Vi kan alltsi inte pstd att marken dr férorenad om vi vill att risken
att vi har fel ska vara si liten som 1%.

Viljer vi istéllet konfidensen 95%, s& ska vi rikna med kvantilen
4005 = 2.132. Vi far da

1> 233.64 — 27.52 = 206.12

Viiljer vi att pastd att marken &r fororenad, s& ér alltsé risken att vi
har fel ej stérre &n 5%.
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Ldsning nr 2: Hypotesprivning

Vir forsknings- eller alternativhypotes Hy ar darfor p > 200.

Vir nollhypotes Hp ir motsatsen, d.v.s. att g < 200

Var uppgift ér att testa Ho : g < 200 mot Hy : p > 200.

Virt sk nollvdrde r pg = 200 och vi ska strax se att man kan rikna
som om nollvirdet pg vore det sanna virdet av p.

Vi behover en beslutsregel, d.v.s. bestimma oss for nir vi ska tro att
alternativhypotesen Hy : p > o dr sann. Vi siger da att vi forkastar
nollhypotesen. Vi forstar att det di finns en risk att vi felaktigt for-
kastar. Denna typ av fel kallas for typ-I-fel (se definition 8.3.1) och vi
ska gardera oss mot detta fel genom att vilja en beslutsregel s& att
sannolikheten att vi gor ett typ-I-fel &r liten, t.ex. 5% eller 1%.

Den maximalt tillitna sannolikheten att begd ett typ-I-fel kallas for
testets signifikansnivd och betecknas a.

Rent generellt giller att ju storre z ér, desto rimligare verkar pastéen-
det att pu > po. Vi viljer dérfor att "forkasta Hy da Z > ¢.” Syftet med
det som féljer dr att bestdimma c s& att sannolikheten att forkasta blir
mindre &n a om nollhypotesen Hy : p < pio dr sann (o r alltsé risken
att vi gor ett typ-I-fel).
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Lat ¢ = ptg + tyo1,a 8/v/n.

Under Hy : p < po giller da att
P[f( > = P[f( > g+ tn1.0.5/v/n]

- [ ]
X—pu
< P[S/f ,tn—m]
= a
eftersom
Ho— p
> d
S/ﬁ_o och TG t(n—1)
Notera nu att 7 u
I>c & s/\/‘r—fztnfln
Allts

Viiljer vi att forkasta Hy (acceptera H,y) da

5 / \/7 8>t 1
hiiller testet (signifikans-) nivén a. Risken att vi gor ett felaktigt
forkastande (d.v.s att vi felaktigt pastar att Hy r sann) r da ej
storre dn 100a%.

Del B Milton & Arnold, Chapter 8, OH no 8

1 vért exempel med jordproverna (se OH no 5) far vi
Z—po  233.64 —200
s/v/n 28.868/v/5
Vi jimfor med t4905 = 2.132 och tyg01 = 3.747 och ser att med
signifikansnivan o = 0.05 kan vi forkasta Hy : g < 200, men att om vi
hade valt att testa pa den sikrare nivin o = 0.01 s& hade vi inte fatt
négot forkastande.

= 2.606

M.a.o0, viljer vi att pstd att marken ér férorenad, si &r risken att vi
har fel < 5% och > 1%. Att detta #r exakt samma slutsats som vi
kom fram till i den forsta l6sningen av detta problem (se OH no 5) r
ingen tillfllighet.

Vi riknar ut sannolikheten for en minst lika extrem observation som
den vi fick, d.v.s.

X - Ho
P > 2.606| = 0.030

(i 22
Detta kallas for testets observerade signifikansnivi eller P-virde. Ob-
servera att P-viirdet riknas ut under forutsittning att nollvirdet uo
ar det sanna véntevirdet. Generellt giller att om P-virdet < «, si
kan vi forkasta nollhypotesen pé nivin a.
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Antag att vi istéllet hade velat pavisa p < po. Da hade ett analogt
resonemang lett till att man kan forkasta Hg : > o (acceptera
Hiy @ p < o) pé nivan a di

o
g e &

s/vn =

-
to > th-1a

s/vn =

Och om vi hade velat pavisa att u # pg, s& hade nivi-a-regeln
istéllet blivit forkasta Ho : p = po dé
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Definition 8.3.1: Type I error and level of significance «

Consider a test of a hypothesis. A Type I error is an error that is
made when the null hypothesis is rejected when, in fact, true. The
maximal probability of committing a Type I error is called the
level of significance of the test and is denoted by a.

Definition 8.3.2: Type IT error and 3

Consider a test of a hypothesis. A Type II error is an error that is
made when the null hypothesis is not rejected when, in fact, false.

7—
it o) 2 tnt,a/2 The probability of committing a Type II error is denoted 3.
s/v/n
Definition 8.3.3: Power
Consider a test of a hypothesis. The probability that the null
hypothesis will be rejected when, if fact, false is called the power of
the test and equals 1 — 3.
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Example 8.6.1

One random variable studied while designing the front-wheel-drive
half-shaft of a new model automobile is the displacement (in mm) of
the constant velocity (CV) joints. With the joint angle fixed at 12°,
20 simulations were conducted, resulting in the following data:

6.2 1.9 44 49 35 46 42 1.1 1.3 48
4137 2537 42 1426 1539 32

For these data Z = 3.39 and s = 1.410. Engineers designing the
front-wheel-drive half-shaft claim that the standard deviation in the
displacement of the CV shaft is less than 1.5 mm.

Do these data support the contention of the engineers?

Example 8.6.1 (I16sning)
Vi ska visa att standardavvikelsen o < 1.5 och ska darfor testa
Hy:0>15 mot Hy:o<15

Nollvirdet dr og = 1.5. Vi ska forkasta Hy dé s ér litet, d.v.s da
(n — 1)s?/a dr litet, ty ju mindre s &r, desto troligare dr Hy. Vi
forutsitter att observationerna dr normalférdelade.

—1)S?

7<X27 o
a_g = An-1L1-a

Nivé-a-regeln blir forkasta Hy da

Inséittning av observerade vérden ger
(n—1)s 19-1.412
A =———=16.79
a2 1.5%
Jamfér med
2 _ 2 _ 2 _ 2 —
X19095 = 10.1, Xig090 = 117, Xigo75 = 14.6, Xig,050 = 18.3

Vi kan alltsa inte ens forkasta Hy pi nivin o = 0.25.
P-viirdet ligger mellan 0.25 och 0.50.
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Kvantil- och "probability™plott

Borja med att sortera data 1, ..., z, i storleksordning:
T) STp) S S T
och noterar att vi medelst ett symmetriargument kan motivera
ihopkopplingen av ;) med sannolikheten (i — 0.5)/n.
Lat z; vara (¢ — 0.5)/n-kvantilen i N(0, 1)-fordelningen. Da

i—0.5
(z) = ——

T en kvantil-plott plottas de s.k. empiriska kvantilerna z(;y mot de
teoretiska, vilket i normalférdelningsfallet ar zy, ..., z,.

T en "probability plot” plottas istéllet @(w) mot (i — 0.5)/n.
G
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Kvantil- och probability-plott av data fran exempel 8.6.1

Sortera data i storleksordning:
L1, 1.3, 14, ..., 62
berikna (tAex m.h.a matlab-kommandot "normedf”) motsvarande
] (w) -sekvens
o

0.052, 0.070, 0.080 ..., 0.977
och motsvarande (i — 0.5)/n-sekvens

0.025, 0.075, 0.125, ..., 0.975

Ur t.ex tabell eller medelst anvindande av matlab-kommandot "norminv”
fiis att motsvarande N(0, 1)-kvantiler &r

—1.96, —1.44, —1.15, ..., 1.96

Kvantilplotten bestir av punkterna

(—1.96,1.1), (—1.44,1.3), (—1.15,1.4), ..., (1.96,6.2)

Och probability-plotten av punkterna
(0.025,0.052), (0.075,0.070), (0.125,0.080), ..., (0.975,0.977)
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‘Quantile plot of data from Example 8.6.1

Data

05 o 05
Normalkvantier

Normal probabilty plot of data from Example 8.6.1

Empirical probabilty
¥
¥

0z 05 08 07 08 09 1
Standardized probabilty




