Chalmers
Matematiska vetenskaper

TMSO051: Matematisk statistik for Z, del A
Tentamen 26 augusti 2004 f V

Detta ar dven omtentamen pa TMS050 Matematisk statistik for Z, del A.

Tillatna hjalpmendel ar rdknedosa utan information om kursen i minnena, Beta samt
kursens formel- och tabellsamling.

For betyget 3 kravs 12 p, for 4:a 18 p och for 5:a 24 p av totalt 30 p.
Jour och examinator 4r Tommy Norberg (ankn 3528 eller 0730 794209).

Observera att svar skall motiveras i samtliga 8 uppgifter om ej annat sags.

Uppgifter

1. Svaren pa de tre fragorna i denna uppgift ska ej motiveras.

(a) Antag att P(A) = 0.63, och att P(B) = 0.41. Kan A och B vara émsesidigt

uteslutande? (1p)
(b) Ar funktionen f(z) = 3e %/3 tithet for ndgon kontinuerlig stokastisk variabel
med utfallsrum z > 07 (1p)

(c) Man vill med ett statistiskt test pavisa att medeldrifttiden, 6, for en viss enhet
i en produktionsanlaggning &r mindre an 6y = 32.3 sekunder. Ska man da som

nollhypotes vélja Hy : 0 < 6y eller Hy : 6 > 60,7 (1p)
2. Lat Ay, Ay vara tva hindelser i ett utfallsrum. Visa, utgaende ifran sannolikhetsax-
iomen, att

(a) P(A1\ Az) = P(A;) — P(A1 N Ay) (2p)

3. (a) Antag att du gor ett kast med en symmetrisk sex-sidig tdrning. Berdkna
vintevirde p och varians o2 for resultatet som vi kan kalla X. (2 p)

(b) Antag att du gor 30 oberoende kast med en symmetrisk sex-sidig tdrning. Lat
Xi,..., X350 vara de erhallna resultaten. Berdkna véntevirde och varians for
medelvardet X = (X1 + ...+ X30)/30 (2 p)

4. Antag att man gor oberoende upprepningar av ett fysikaliskt forsck i vilket en
hiandelse A antingen intriffar eller inte intréffar. Antag att man haller pa tills
dess att A intraffat en gang. Ett exempel pa ett sadant experiment &r att man
tar oberoende prover av en viss stalkvalitet och testar om de haller for en viss
standardbelastning &nda tills man hittar en provstang som ej klarar lasten. Antag
att P(A) = 0.1. Lat X vara antalet fors6k som gors. Berdkna P(X = 5). (3 p)

(Véand!)



. Antag att X ar exponentialférdelad med vantevarde 100. Berdkna undre och 6vre
kvartilen samt medianen i X:s férdelning. Antag att man goér manga oberoende
observationer av X. Ange (utan att motivera) ett intervall pa linjen med egenskapen
att ca 50% av observationerna kommer att hamna i det. (4 p)

. Forsoket att kasta en tirning 30 ganger och rdkna ut medelantalet prickar up-
prepades 56 ganger. Medelvirdet av de 56 forsoksresultaten blev z = 3.548 och
variansen blev s2 = 0.0911. Punkt- och intervallskatta det teoretiska medelvirdet
u av 30 kast. Onskad konfidensgrad ar 95%. (4 p)

. I en enkatundersokning av partisympatier visade det sig att av de 1000 rostberat-
tigade som svarade sympatiserade 7.3% med ett visst parti. Antag att urvalet av
enkatdeltagare ar gjort sa att varje rostberattigad har samma chans att komma med
oberoende av alla andra. Berdkna ett konfidensintervall med ca 95% konfidensgrad
for proportionen rostberattigande som sympatiserar med partiei ifraga. (4 p)

. Punkt- och intervallskatta den teoretiska variansen o? av 30 tarningskast. Tag data
fran uppgift 6. (4 p)

— Lycka till -



Chalmers
Matematiska vetenskaper

TMS051: Matematisk statistik for Z, del A
Tentamen 15 januari 2004 f V

Detta ar aven omtentamen pa TMS050 Matematisk statistik for Z, del A.

Tillatna hjalpmendel ar ridknedosa utan information om kursen i minnena, Beta samt
kursens formel- och tabellsamling.

For betyget 3 kravs 12 p, for 4:a 18 p och for 5:a 24 p av totalt 30 p.
Jour och examinator & Tommy Norberg (ankn 3528 eller 0730 794209).

Observera att svar skall motiveras i samtliga 8 uppgifter om ej annat ségs.

Uppgifter

1. T en urna finns 3 vita, 4 blaa och 5 grona kulor. Man drar pa mafa 3 st utan
aterliggning. Bestdm sannolikheten att man erhaller 1 kula av varje farg. (4 p)

2. Lat y vara koncentrationen av nagon giftig tungmetall i ett jordprov. Lat x vara
resultatet av en matning av y. Provet betraktas som fororenat om y > ¢, dar ¢
ar ett av Naturvardsverket specificerat troskelvarde. Lat C' beteckna handelsen
y > c. Lat vidare d vara den s k detekteringsnivan (obs att typiskt ar d # c).
Héandelsen = > d betecknas D. Ett rimligt krav pa handelserna C och D ar att de
ar positivt beroende i betydelsen P(C|D) > P(C). Antag nu att P(D|C") = 0.15
och P(D'|C) = 0.20. Ar da C och D positivt beroende? (4 p)

3. Eskil och Nils spelar ett spel som ar sadant att P(Eskil vinner) = 1—P(Nils vinner) =
1/3. Om Eskil satsar 1 kr, hur mycket tycker du att Nils ska satsa for att spelet ska
bli rattvist? (4 p)

4. Beriakna vantevarde och varians for X om X:s fordelningsfunktionen ar

u «
F(z)=1- (—) for ©>u
x
dir u =1 och a = 3/2. (4 p)
5. Visa att mgf for Geo(p)-fordelningen &r m(t) = pe/(1 — ¢e') for ¢ < —Ing dér
g =1 — p. Beriikna sedan fordelningens vantevirde y och varians o2 (4 p)
6. Antag att du har oberoende observationer z1,...,x, fran nagon férdelning med
vantevirde p och varians o2. Visa att observationernas medelvirde Z resp varians
s? ar vantevirdesriktiga skattningar av sina teoretiska motsvarigheter. (4 p)

(Viind!)



7. T en simulering av att produktionssystem visade det sig att forsta gangen systemet
gick ner skedde innan 40 timmars drift i f = 27 fall. Antalet simuleringar som
gjordes var n = 100. Punkt- och intervallskatta sannolikheten p att produktionssys-
temet gar ner innan 40 timmar. Konfidensgraden bor vara ca 0.95. (3 p)

8. Under en tidsperiod omfattande 100 minuter registreras 22 678 radioaktiva sonderfall.
Man kan rikna med att apparaturen registrerar samtliga sonderfall. Gor ett 95%
konfidensintervall for sonderfallsintensiteten, d.v.s. det forvantade antalet sonderfall
per minut. (3 p)

— Lycka till -
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TMSO051: Matematisk statistik for Z, del A
Tentamen 25 oktober 2003 em V

Detta ar &ven omtentamen pa TMS050 Matematisk statistik for Z, del A.

Tillatna hjalpmendel &r riknedosa utan information om kursen i minnena, Beta samt
kursens formel- och tabellsamling.

For betyget 3 kravs 12 p, for 4:a 18 p och for 5:a 24 p av totalt 30 p.
Jour ar
Examinator 4r Tommy Norberg (ankn 3528 eller 0730 794209).

Observera att svar skall motiveras i samtliga 8 uppgifter om ej annat ségs.

Uppgifter

1. En godsterminal har 8 lastbryggor. For var och en av dessa giller ett av foljande:
lastbryggan ar i funktion och ledig, lastbryggan &r i funktion och upptagen, last-
bryggan ar ej i funktion. Berdkna m.h.a den klassiska sannolikhetsdefinition sanno-
likheten for handelsen att

(a) totalt 7 lastbryggor dr i funktion, varav 3 ar upptagna och 4 lediga, (2 p)
(b) totalt 7 st lastbryggor &r i funktion. (2 p)

2. Lat handelserna A, A° och B ha strikt positiva sannolikheter. Da galler att
P(A)P(B|A)

PIAIB) = Bayp(BIA) + P47 P(BIA)
Visa detta. (4 p)
3. (a) Kan funktionen f(z) = csinx for nagot virde pa konstanten ¢ fungera som
tathet for en stokastisk variabel X med utfallsrum 0 < z < 7?7 (1 p)
(b) Vad &r isafall c:s exakta virde? (1 p)
() Vad ar isafall = E[X] och ¢ = ,/Var[X]? (2 p)

4. Man avser kasta ett symmetriskt mynt 100 ganger och rikna antalet ganger det
landar med krona upp. Lat f vara detta antal.

(a) Vilken fordelning har f? (2 p)

(b) Berdkna approximativt P(40 < f < 60). (2 p)

5. I en 6vervakningsanlaggning sker larm enl en Poissonprocess med intensiteten A st

per tidsenhet. Lat W vara tiden tills larmet gar forsta gangen. Vilken fordelning
har W7 Vilket vanteviarde har W7 (4 p)

(Véand!)



6. Antag att de stokastiska variablerna X,Y har tiatheten

x
Jl@y)=—F7 for 0<z<2 0<y<1
0=
(a) Berdkna Cov[X,Y]. (1 p)
(b) Berdkna P(X < 1). (1p)
(c) Antag att man har utfort ett slumpmaéssigt forsok i vilket resultatet ar (X,Y)
och att man har fatt reda pa att Y > 0.5. Inget mer ar kint om forsoksresultatet.

Ar di den betingade sannolikheten for hindelsen X < 1 skild fran eller lika
med sannolikheten du skulle rédkna ut i uppgift 6b? (1p)

7. For att skaffa sig erfarenhet av en ny metod att méta ytnoggranhet gjorde man 30 st
oberoende matningar av en speciell testyta. Stickprovet fick standardavvikelsen
s = 3.562. Bestdm under normalfordelningsantagande ett uppat begrinsat konfi-
densintervall for métmetodens standardavvikelse o med konfidensgrad 0.95. (3 p)

8. Antag att man har utfért n st oberoende forsok i vilka forsoksresultatet ar N(u, o)-
fordelat. Lat Z, s vara stickprovets medelvarde resp standardavvikelse.

(a) Visa att intervallskattningen

T —tojon-15/Vn < < T+tapn 18/V/n

har konfidensen 1 — o (kvantilen ¢ = ¢,/ ,—1 definieras av att P(T > 1) = a/2
for T ~ t(n — 1)). Det &r tillatet att utga ifran ett ldmpligt resultat i formel-
samlingen. (3 p)

(b) Om normalférdelningsantagandet skulle vara tveksamt, gar det da &nda att
sdga nagot om intervallets konfidens? (1p)
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(a) Nej ty P(A) + P(B) > 1
(b) Nej ty f§°f (¢) de # 1

(¢) Hy: 0 > 6y ty nollhypotesen ska vara komplementet till alternativhypotesen H; som
ska vara det man vill pavisa

(a) P(Al) = P(AlﬂAQUAl ﬂA’z) = P(A1 ﬂA2)+P(AlﬂA,2) och P(Al\AQ) = P(AlﬂAIQ)
= P(Al\AQ) ZP(Al) —P(AlﬂAQ)

(b) P(AjUAy) = P(AjUA3\ A1) = P(A1)+P(A3\ A1) = P(A;)+ P(Ay) — P(A1NAp)

(a) Vi har utfallen 1,2,3,4,5,6. Symmetrin ger att alla har sannolikheten %. Saledes
blir p=E[X]=1-2+...4+6- £ =350ch E[X?|=1%-2+...+62- 1 = 2 = 15},
vilket ger 02 = Var[X] = 15§ — 3.5 = 35 = 233 ~ 2.92

(b) E[X]= E[X] = 3.5 och Var[X] = 55 Var[X] ~ 0.09722

. P(X =5)=0.9*-0.1 =0.06561 ty X =5 < A’ intriffar i de fyra forsta forsoken och A i
det femte

. X har titheten f(z) = 135 e~2/190, Forsta kvartilen g; definieras av att [ f(z)dz =
0.25. Man visar latt att detta leder till att ¢ = —100In0.75 =~ 28.77. Analogt fis att
medianen m = —1001n0.5 ~ 69.31 och att tredje kvartilen g3 = —1001n0.25 ~ 138.63.
Intervallen (0, 69.31], (28.77, 138.63] och (69.31, co) har alla egenskapen att ca 50% av
observationerna hamnar i dem. Det spelar ingen roll om granserna inkluderas eller ej.

. Punktskattningen av y ar i = 3.548 och intervallskattningen ar 3.548+2.004-/0.0911/56 =
3.548 £0.081 eller (3.467, 3.629). Har ar 2.004 tabellvirdet i 2.5%-kolumnen (eller 97.5%-
kolumnen) i ¢-tabellen med 55 frihetsgrader. I manga tabeller finns bara vérdet for 40
resp 60 frihetsgrader. Man kan da valja att interpolera eller att helt enkelt ta tabellvardet
svarande mot 40 frihetsgrader. Bada sitten ger full poing. Full poing far dven den som
istallet anvander normalfordelningskvantilen 1.96, aven om jag fordrar att man tar sin
kvantil ur ¢-tabellen. Man ar mer pa den sakra sidan da.

. Det sokta konfidensintervallet ar 0.073 £ 1.96 - 1/0.073(1 — 0.073) /1000 = 0.073 £ 0.016
eller (5.7, 8.9)%

. Kéint ér att (n—1)s?/0? ér x%-fordelad med n — 1 frihetsgrader, i detta fall 55 st. Formel-
samlingens x2-tabell anger bara kvantilerna svarande mot 50 resp 60 frihetsgrader och
dessa skiljer sig at ganska mycket sa det ar klart lampligt att interpolera. Vi far da
att 2.5%-kvantilen dr = 0.3 - 32.3574 + 0.7 - 40.4817 = 38.014 och att 97.5%-kvantilen
ar =~ 0.3 - 59.3417 + 0.7 - 71.4202 = 67.797. Konfidensintervallet fis nu enl 38.014 <
(n —1)s?/0? < 67.797 & (n — 1)s?/67.797 < 0? < (n — 1)s?/38.014 eller med siffror
insatta 0.0739 < o2 < 0.1318.
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1.

® N = o

(3> <4> <5>

1/ \1/\1 3.4.5 3

12 220 11 0.273
3

Genom att folja foljande sekvens av ekvivalenser baklinges ser vi att svaret pa fragan ar
”ja, handelserna dr positivt beroende”: P(C|D) > P(C) & P(C N D) > P(C)P(D)
< P(D|C) > P(D) = P(C)P(D|C) + P(C"\P(D|C") & P(D|C) — P(C)P(D|C) >
P(C"P(D|C") & P(D|C) > P(D|C") & P(D'|C)+ P(D|C") <1< 0.35 < 1. Alternativ
l6sning: Notera forst att

P(C)P(D|C) B 0.8P(C)
P(C)P(D|C) + P(C")P(D|C") ~ 0.65P(C) +0.15
Visa nu att P(C|D) > P(C) genom att visa att

P(C|D) =

_ 08z >z for 0<z<1
0.65z + 0.15
Detta kan t.ex goras genom att man noterar att likhet giller dd z = 0,1, samt att
funktionen 0.8
8z
f(z)

T 065z +0.15
har f"(z) < 0 for 0 < z < 1 och f'(0) > 0.

Det enda rimliga kriteriet for ett rattvist spel ar att bada spelarna vinner ungefar lika
mycket i det 1anga loppet, sa vi ansétter att de bada spelarnas férvintade vinst ska vara

lika stor. Da
1 2 1
Zp=2.
3 3

ty med sannolikheten 1/3 vinner Eskil de z kr som Nils satsar och med sannolikheten 2/3
vinner Nils den krona Eskil satsar. Vi ser att Nils bor satsa z = 2 kr.

. Insdttning av u = 1 och a = 3/2 ger

Flz)=1-27%? for £>1

Borja med att harleda X:s tathet

(@) = F'(z) = gﬂ/? for z>1

Vi far nu att

E[X] :/looxf(x)dx = /oogx_?’ﬂd:(; =3

1
o0 [ee] 3
B[X?] = / z® f(z) dr = / 5171/2 dx = 00
1 1
Variansen existerar alltsa inte. (Det &r inte fel att svara att variansen ar odndlig.)
Se bevisen av satserna 3.4.1 (sida 62-63) och 3.4.3 (sida 64-65) i Milton & Arnold.

Se bevisen av satserna 7.1.1 (sida 226) och 7.1.3 (sida 782-783) i Milton & Arnold.

p=p+1.96\/p( —p)/n = 0.27 + 0.087

Vi har att n = 100, T = 226.78 och att s = +/226.78 ~ 15.0592 (ty for Poissonfordelade
variabler galler ;1 = X och o = ,/z). Det sokta konfidensintervallet blir A = 226.78 +1.96 -
15.0592/4/100 = 226.78 + 2.95. Konfidensgraden ar ca 0.95.
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3
upptagna, sedan ur de 5 aterstaende de 4 som ska vara lediga. Detta kan ske pa

(2) (Z) = 280 satt. Det totala antalet mojligheter ar 38 — 6561.

1. (a) (8) (Z) / 3% = 280/6561 = 0.0427. Vilj forst ut de 3 bryggor som ska vara

7

och notera att for var och en av dessa finns 2 majligheter. Aven hir ar det totala
antalet mojligheter 3%.

. P(A|B) = P(ANB)/P(B), P(ANB) = P(A)P(B|A) och P(B) = P(BNA)+P(BNA°) =
P(A)P(B|A) + P(A°)P(B|A°) ger direkt den sokta formeln.

(b) <8> .27/ 38 = 1024/6561 = 0_156_ Val_] férst ut de 7 bryggor som Ska vara 1 funktlon

[\

@

(a) Ja, ty sinz >0da0<z <.

(b) ¢=1/2, ty [ysinzdz = 2.

(¢) p = (1/2) [fzsinzdz = 7/2 =~ 1.57, 0® = (1/2) [yz?sinzdr — p? = 72/2 — 2 —
72/4 = 724 — 2 = 0 = \/m2/4 — 2 =~ 0.684. Dessa integraler ir inte si svira att
bestamma om man anvander Betas tabell over obestamda integraler. I den ser man

att [ sinzdz =sinz — z cosz och att [z? sinzdz = 2cosz + 2z sinz — 22 cos z.

4. (a) Man kan gott rikna med att varje kast utgér ett oberoende foérsék och att sanno-
likheten att det landar med krona upp ar 1/2. Da maste ju f ~ Bin(100,1/2).
(b) Enlc.g.sar f approx N-fordelad med g = 100-1/2 = 50 och o = /100-1/2-1/2 = 5.
Saledes galler att den sokta sannolikheten ar ca 0.95, for det dr ju sa att ca 95% av
utfallen av en N-férdelad variabel hamnar inom +2¢ frén p.

5. Att titheten ar f(t) = Ae™ for t > 0 och déirfor W ~ Exp()) foljer av att P(W > t) =
P(N(t) = 0) = e~* . Hir betecknar N(t) antalet impulser fram t.o.m tidpunkten ¢ > 0.
Nu foljer att E[W] = [t Xe™ M dt = 1/

o

(a) Cov[X,Y] = 0, ty X,Y &r oberoende. Detta inses av att utfallsrummet ar rek-
tangulirt (0 <z <2, 0 <y <1 <& (z,y) € [0,2] x [0,1]) och att tdtheten kan
faktoriseras i en del som bara innehaller z och en del som bara innehéaller y.

(b) Notera forst att X:s tathet ar f(z) = fol[w/(él\/y)]dy = z/2. Harur foljer P(X <
1) = [} (z/2) dz = 1/4.

(c) Lika stor p.g.a oberoendet.

7. Ur formelsamlingen (eller Beta) fis att (n — 1)s2/0? ~ x%(n — 1). Givet r att n = 30
och s = 3.562. Ur x2-tabell (n — 1 = 29 frihetsgrader) fas P(c < (n —1)s?/o?) = 0.95 om
¢ = 17.7084. Virdena pa s, n och c siitts ini ¢ < (n —1)s2/0? & 02 < (n—1)s?/c &
o < sy/(n —1)/c. Det sokta konfidensintervallet ar alltsa o < 3.562,/29/17.7084 = 4.56.

8. (a) L&t X och S vara de stokastiska variablerna som svarar mot stickprovets medelvirde
Z och dess standardavvikelse s. Det sokta resultatet foljer ifran ekvivalensen

_ _ T—u
T — ta/?,nfls/\/ﬁ <p<Iz+ ta/?,nfls/\/ﬁ = _ta/Q,nfl < s/—\/ﬁ < ta/2,n71

och faktumet (X —p)/(S/+/n) ~ t(n—1) (som hittas i formelsamlingen eller i Beta).

(b) Ja, om n inte dr for litet, ty dd kommer intervallskattningen p.g.a c.g.s att ha kon-
fidensen =~ 1 — a.



