
Chalmers tekniska högskolaMatematisk statistikTMS051 Matematisk statistik o
h simuleringsteknik Z, del ATentamen 13 januari 2005 f VÄven omtentamen på TMS050 Matematisk statistik o
h simuleringsteknik Z, del A.Tillåtna hjälpmedel är räknedosa utan information om kursen i minnena, Beta samtkursens formel- o
h tabellsamling.Examinator är Tommy Norberg, ankn 3528 eller 0730 794209.Jour ärMaximalt antal tentamenspoäng är 30, av dessa krävs 12 för godkänt betyg o
h 18 resp 24 för4:a o
h 5:a. Lösningar går att ladda ner från kurshemsidan. Rättningsprotokoll anslås i förstavåningen i Matematisk 
entrum, Eklandagatan 86. Granskning av tentan kan under terminstidgöras i mottagningsrummet på entréplanet (våning 2) i Matematisk 
entrum må-fr 1230�13.Svar skall motiveras om ej annat sägs i uppgiften.Uppgifter1. Om tre händelser A, B o
h C vet man följande:P (A) = 0:43; P (B) = 0:43; P (C) = 0:28; P (A \ B) = 0:12P (A \ C) = 0:10; P (B \ C) = 0:15; P (A \B \ C) = 0:07Hur stor är (a) sannolikheten att ingen av händelserna inträ�ar, (b) sannolikhetenatt exakt en av dem inträ�ar, (
) sannolikheten att exakt två av dem inträ�ar o
h(d) sannolikheten att alla inträ�ar. (4 p)2. Låt C o
h D vara händelser i ett försök. Visa attP (CjD) = P (C)P (DjC)P (C)P (DjC) + P (C 0)P (DjC 0) (4 p)3. I ett visst försök förekommer en intressant händelse A med sannolikheten P (A) =p. Man gjorde oberoende upprepningar av detta försök tills dess att A inträ�adeför första gången. Låt X vara antalet försök som gjordes. Härled X:s sannolik-hetsfördelning. (4 p)4. Låt de stokastiska variablernaX; Y vara sådana att E[X℄ = 4, E[Y ℄ = 3, Var[X℄ =2, Var[Y ℄ = 1 o
h Cov[X; Y ℄ = 1. Låt U = 3Y � 2X. Beräkna U :s väntevärde �o
h varians �2. (4 p)5. Antag att du i ett försök observerar en stokastisk variabelX med väntevärde � = 2o
h standardavvikelse � = 3. Antag vidare att du gör 5 oberoende upprepningarav försöket. Låt de oberoende stokastiska variablerna X1; : : : ; X5 representera deerhållna resultaten o
h bilda medelvärdet �X = (X1 + : : : +X5)=5. Beräkna E[ �X℄o
h Var[ �X℄. (3 p)



6. I ett försök att evaluera ett mätinstruments noggranhet gjordes 5 oberoende mät-ningar på samma objekt - en s.k standard. Därvid erhölls följande avvikelser fråndet sanna mätvärdet:�0:019; �0:120; �0:324; 0:097; 0:021Anta att dessa avvikelser är N(�; �)-fördelade.(a) Punkt- o
h intervallskatta mätinstrumentets standardavvikelse �. Önskadkon�densgrad: 0:99. (3 p)(b) Är din punktskattning väntevärdesriktig? Svara bara Ja eller Nej. (1 p)7. Använd data från ovanstående uppgift till att(a) punkt- o
h intervallskatta väntevärdet � som är ett mått på hur my
ket mä-tresultatet avviker från det sanna värdet.. Önskad kon�densgrad: 0:90. (3 p)(b) Går det att utifrån dessa 5 mätningar hävda att � 6= 0? Vilken felrisk harman i så fall? (1 p)8. Inför ett allmänt val har man frågat 1000 slumpmässigt utvalda �röstare�. Det visa-de sig att 375 skulle rösta med partiet X. Punkt- o
h intervallskatta proportionenväljare som tänker rösta på detta parti. Önskad kon�densgrad: 0:95. (3 p)



Lösningar till TMS051, del A den 13/1-051. Beräkna su

essivt (rita ett Venn-diagram innehållande tre händelser, så förstår du be-räkningarna)P (A \B \C 0) = 0:12 � 0:07 = 0:05P (A \B0 \ C) = 0:10 � 0:07 = 0:03P (A0 \B \ C) = 0:15 � 0:07 = 0:08P (A \B0 \ C 0) = 0:43 � (0:07 + 0:05 + 0:03) = 0:28P (A0 \B \ C 0) = 0:43 � (0:07 + 0:05 � 0:08) = 0:23P (A0 \B0 \ C) = 0:28 � (0:07 + 0:03 + 0:08) = 0:10P (A0 \B0 \ C 0) = 1� (0:07 + 0:05 + 0:03 + 0:08 + 0:28 + 0:23 + 0:10) = 0:16Vi kan nu beräkna eller ange de sökta sannolikheterna. Låt p(k) bete
kna sannolikhetenatt exakt k av händelserna inträ�ar. (a) p(0) = 0:16, (b) p(1) = 0:28+0:23+0:10 = 0:61,(
) p(2) = 0:05 + 0:03 + 0:08 = 0:16 o
h (d) p(3) = 0:07.2. Notera först att P (CjD) = P (C \D)P (D)Medelst partitionering av D i delarna D \C o
h D \ C 0 inses attP (D) = P (D \ C) + P (D \ C 0) = P (C)P (DjC) + P (C 0)P (DjC 0)Dessutom gäller ju att P (C \ D) = P (C)P (DjC). Nu är det sökta resultatet, som f.ökallas Bayes formel, omedelbart.3. P (X = k) = (1 � p)k�1 p för k = 1; 2; : : :, ty händelsen X = k inträ�ar pre
is då mangör k försök varav A0 inträ�ar i den k � 1 första medan A inträ�ar i det k:te försöket.Detta rä
ker som härledning. Vi ser att fördelningen för X är av den geometriska typen.4. � = E[3Y � 2X℄ = 3E[Y ℄� 2E[X℄ = 1 o
h �2 = Var[3Y � 2X℄ = Var[3Y ℄ +Var[2X℄ +2Cov[3X;�2Y ℄ = 9Var[Y ℄ + 4Var[X℄� 12Cov[X;Y ℄ = 9 + 8� 12 = 55. E[ �X ℄ = � = 2 o
h Var[ �X ℄ = �2=n = 32=5 = 1:86. Det är praktiskt att först räkna ut Px = �0:345 o
h Px2 = 0:129587 samt notera attn = 5, o
h därefter �x = Px=n = �0:069 o
h s2 = �Px2 � n�x2� =(n � 1) = 0:02645samt s = 0:1626. Ur tabell fås kvantilerna �20:995;4 = 0:206989 o
h �20:005;4 = 14:8603. Urfaktumet (n � 1)s2=�2 � �2(n � 1) fås nu kon�densintervallet p4 � 0:02645=14:8603 =p0:007120 = 0:0844 � � � 0:7149 = p0:5111 = p4 � 0:02645=0:206989. Svaret pådelfråga (a) blir följaktligen �̂ = 0:163 o
h � 2 (0:0844; 0:7149) med kon�densen 99%.På delfråga (b) är svaret nej (s2 skattar ju �2 väntevärdesriktigt o
h det vore orimligtom då s vore en väntevärdesriktig skattning av �).7. Ur t-tabell fås t0:05;4 = 2:13185. �Felet� i punktskattningen �̂ = �x = �0:069 (j.f.r ovanstå-ende uppgift) av � blir således �t0:05;4s=pn = 2:13185 � 0:1626=p5 = �0:155. Såledesgäller (a) med kon�densen 90% att � = �0:069�0:155. (b) Då � = 0 tillhör kon�densin-tervallet kan vi inte på basis av det hävda att � 6= 0. M.a.o, vill vi att den maximalarisken att ha fel ska vara högst 10% (eller lägre) kan vi inte hävda att � 6= 0.8. Uttry
ket p = p̂� 1:96pp̂(1� p̂)=n, där p̂ = f=n (f är antalet som säger sig rösta medpartiet o
h n är totala antalet tillfrågade), härleds ur faktumet (p̂� p)=pp(1� p)=n �N(0; 1) (se formelsamlingen). Vi får p = 0:375 � 0:030.



Chalmers tekniska högskolaMatematisk statistikTMS051 Matematisk statistik o
h simuleringsteknik Z, del ATentamen 23 oktober 2004 e VÄven omtentamen på TMS050 Matematisk statistik o
h simuleringsteknik Z, del A.Tillåtna hjälpmedel är räknedosa utan information om kursen i minnena, Beta samtkursens formel- o
h tabellsamling.Examinator är Tommy Norberg, ankn 3528 eller 0730 794209. Någon ansvarig lärarebesöker skrivningssalen efter kl 15 o
h vid behov 
a 1630.Maximalt antal tentamenspoäng är 30, av dessa krävs 12 för godkänt betyg o
h 18 resp 24 för4:a o
h 5:a. Lösningar går att ladda ner från kurshemsidan. Rättningsprotokoll anslås i förstavåningen i Matematisk 
entrum, Eklandagatan 86. Granskning av tentan kan under terminstidgöras i mottagningsrummet på entréplanet (våning 2) i Matematisk 
entrum må-fr 1230�13.Svar skall motiveras om ej annat sägs i uppgiften.Fyll i den bifogade enkäten när du är klar med uppgifterna nedan. Ju �er svar, destolättare kan vi förbättra kursen! Uppgifter1. Man önskar kontrollera ett parti omfattandeN hårddiskar genom att slumpmässigtvälja ut n st o
h kontrollera funktionen hos dessa. Om det i verkligheten är så attD av hårddiskarna är defekta, hur stor är då sannolikheten att man hittar minsten av dessa? Härled en allmän formel o
h evaluera denna för fallet då N = 20,D = 2 o
h n = 4. (3 p)2. Låt A o
h B vara händelser sådana att P (A) = 0:2 o
h P (B) = 0:6. Vad blirP (A [B), om (a) A o
h B är ömsesidigt uteslutande, (b) A o
h B är oberoende,(
) P (A jB) = 0:4 o
h (d) A � B? Svaren behöver ej motiveras. (4 p)3. Oplanerade stopp i en viss produktionsanläggning kan antas vara Poi(�), där manav erfarenhet vet att � � 4 st/år. Beräkna sannolikheten att man under ett kvartalfår minst två stopp. (3 p)4. Visa att m.g.f för N(�; �)-fördelningen är m(t) = e�t+�2t2=2. (4 p)5. (a) För vilket 
 > 0 gäller att funktionenf(x) = (
=x�+1 då x � 10 för övrigtär en täthet för alla parametervärden � > 0? (b) För vilka � > 0 existerar vänte-värdet m.a.p denna fördelning? (4 p)6. Visa (a) att S2 är en väntevärdesriktig estimator av �2, samt (b) att S ej skattar �väntevärdesriktigt. (Obs att i (b) går det bra att använda resultatet från (a) ävenom du inte ly
kades genomföra beviset av det.) (4 p)(Vänd!)



7. I syfte att kontrollera kvaliteten hos en viss typ av plaster inköpta av en underleve-rantör, testades 10 slumpmässigt utvalda sti
kprov i en klimatugn för att snabbapå nedbrytningspro
esserna. Efter 100 timmar i klimatugnen mätte man upp varjeprovs draghållfasthet. Följande värden erhölls:32:28 32:61 35:91 29:43 32:10 30:39 32:52 42:21 29:36 24:92Enhet: N/m2. Antag att mätningarna är utan systematiskt fel o
h att variationernai dem följer en normalfördelning. (a) Beräkna ett nedåt begränsat kon�densinter-vall för förväntad draghållfasthet �. Låt kon�densgraden vara 0.95. (b) Gör omberäkningen, men låt nu kon�densgraden vara 0.99. (
) Kvalitetskravet för plastenifråga är � > 29 N/m2. Bedöm så noggrant du kan hur stor risken är att kvalitets-kravet ej är uppfyllt? (Obs n = 10, P x = 321:73 o
h P x2 = 10537:2761.) (5 p)8. Beräkna ett kon�densintervall för standardavvikelsen � i draghållfasthetsmätning-arna i ovanstående uppgift. Önskad kon�densgrad är 0.95. (3 p)Ly
ka till!



Lösningar till TMS051, del A den 23/10-04 (reviderade)1. Totala antalet oordnade val av n enheter ur en urna med N st är �Nn�. Av dessa innehåller�N�Dn � inga defekta. Den sökta sannolikheten är såledesp(N;D; n) = 1� �N�Dn ��Nn�Obs att detta gäller om n � N �D. Annars är p(N;D; n) = 0. Medelst insättning fåsp(20; 2; 4) = 1� �184 ��204 � = 1� 18 � 17 � 16 � 1520 � 19 � 18 � 17 = 719 � 0:368Termen 18�17�16�1520�19�18�17 antyder att det �nns ett annat sätt att lösa uppgiften. Drar man enefter en, så är i första dragningen P [ingen defekt i dragning 1℄ = 1820 . I andra dragningenfår vi P [ingen defekt i dragning 2 j en felfri är dragen℄ = 1719 , osv. Sannolikheten för ingendefekt i 4 dragningar blir därför 1820 � 1719 � 1618 � 1517 o
h sannolikheten för minst en defekt1� 1820 � 1719 � 1618 � 1517Med ett generellt resonemang av denna typ fås utry
ketp(N;D; n) = 1� N �DN � N �D � 1N � 1 � : : : � N �D � n+ 1N � n+ 1Det är inte svårt att se att båda formlerna för p(N;D; n) är ekvivalenta. (1 p dras för desom nöjer sig med att räkna ut den sökta sannolikheten utan att härleda formlen.)2. (a) P (A [ B) = 0:2 + 0:6 = 0:8, (b) P (A [ B) = 0:2 + 0:6 � 0:2 � 0:6 = 0:68, (
)P (A[B) = 0:2+0:6�0:6�0:4 = 0:56 o
h (d) P (A[B) = 0:2+0:6�0:2 = 0:6. Deluppgift(
) är felkonstruerad, ty det kan omöjligt inträ�a att P (A\B) = 0:6 �0:4 = 0:24 > P (A).Detta påpekades av KS372 o
h LE628.3. Ett kvartal är s = 0:25 år. Antalet stopp under ett kvartal är därför Poi(1) (ty �s � 1)o
h sannolikheten för minst två stopp, som ju är ett minus sannolikheten för högst ettstopp, blir ungefär1��e�1 100! + e�1 111!� = 1� 2e�1 � 1� 0:736 = 0:2644. N(�; �)-tätheten är f(x) = 1p2�� e�(x��)2=(2�2) för �1 < x < 1 (se formelsamlingeneller Beta). Således ärm(t) = Z 1�1etx 1p2�� e�(x��)2=(2�2) dx = Z 1�1 1p2� e�z2=2+t�+t�z dz= et�+t2�2=2 Z 1�1 1p2� e� 12 (z�t�)2 dz = e�t+�2t2=2 Z 1�1 1p2� e�y2=2 dy = e�t+�2t2=2Den andra likheten ovan fås m.h.a substitutionen z = (x � �)=�. För att se den tredje,kvadratkomplettera i exponenten o
h bryt ut konstanta faktorer. Den fjärde likhetenföljer sedan från substitutionen y = z � t�.5. (a) Konstanten 
 ges av att Z 11 f(x) dx = 1. Vi får att 
 = �, eftersom Z 11 
x�+1 dx = 
� .(b) Väntevärdet m.a.p denna fördelning är � = Z 11 x �x�+1 dx = Z 11 �x� dx < 1 pre
isdå � > 1. Den sista frågan hade man kunnat besvara även om man inte visste 
:s exaktavärde. (Varje del av denna uppgift värderas till 2 p.)



6. (a) Att S2 skattar �2 vämtevärdesriktigt, kan man se så här: Notera först att(n� 1)S2 =Xi (Xi � �X)2 =Xi X2i � n �X2Härur fås(n� 1)E[S2℄ = E[(n� 1)S2℄ = E "Xi X2i � n �X2# =Xi E[X2i ℄� nE[ �X2℄Men E[X2i ℄ = Var[Xi℄ + E[Xi℄2 = �2 + �2 o
h E[ �X2℄ = Var[ �X ℄ + E[ �X ℄2 = �2=n + �2.Vi får därför att(n� 1)E[S2℄ = n(�2 + �2)� n(�2=n+ �2) = (n� 1)�2ur vilket E[S2℄ = �2 följer. (b) Om E[S℄ = �, så skulle det följa attVar[S℄ = E[S2℄�E[S℄2 = �2 � �2 = 0Det är bara konstanter som har variansen 0. Alltså skulle S2 = 
 för något reellt 
 � 0.Men detta kan bara inträ�a då �2 = 0 o
h i så fall är 
 = 0. Vi sluter oss till att S ejkan skatta � > 0 väntevärdesriktigt. (Varje del av denna uppgift värderas till 2 p.)7. Börja med att räkna ut�x = 1nXx = 32:173, s2 = 1n� 1 �X x2 � n�x2� = 20:69520 o
h s = ps2 = 4:5492Ur t-tabell (9 frihetsgrader) fås t0:05 = 1:833 o
h t0:01 = 2:821 o
h man kan nu räkna ut(a) � > �x� t0:05s=pn = 29:54 N/m2 o
h (b) � > �x � t0:01s=pn = 28:11 N/m2. Utgå ibåda fallen ifrån �X � �s=pn � t(n� 1) o
h P � �X � �s=pn � t�� = 1� �(3 = 2 + 1 p ges till de som räknar ut båda kon�densintervallen korrekt.) (
) Risken attutsagan � > 29 N/m2 är falsk är mindre än 5% (ty � > 29:54 ) � > 29) o
h större än1% (ty � > 28:11 6) � > 29). (1 p ges till de som svarar att risken ligger mellan 1% o
h5%.) Man kan �pin-pointa� denna risk ytterligare genom att ansätta�x� t�s=pn = 29 ) t� = �x� 29s=pn = 2:206 ) � = 0:027Den sökta risken är alltså 
a 2.7%. Men detta går ju inte att räkna ut med sådanahjälpmedel en standard Z-teknolog har med sig till tentamen. Fast obs att man kankomma en bit på väg genom att jämnföra t� = 2:206 med t0:025 = 2:262, alternativträkna ut ett 97.5% kon�densintervall. Av t� < t0:025 sluter vi oss till att � > 0:025. Densökta risken är alltså större än 2.5%. (Ytterligare 1 p ges till de som kommer fram tilldetta.)8. Ur faktumet (n�1)s2�2 � �2(n�1) som hämtas ur formelsamlingen eller Beta, härledes detallmänna uttry
ket för ett kon�densintervall för �2:(n� 1)s2�2n�1;�=2 � �2 � (n� 1)s2�2n�1;1��=2Här är kvantilerna �2n�1;1��=2 = �29;0:975 = 2:7004 o
h �2n�1;�=2 = �29;0:025 = 19:023.Insättning o
h uträkning (inkl kvadratrotsdragning av alla tre leden) ger resultatet 3:13 �� � 8:31. Den som gör ett uppåt begränsat intervall m.h.a formeln �2 � (n�1)s2�2n�1;1�� o
herhåller � � 7:48 (obs att �29;0:95 = 3:3251) får inget poängavdrag. Man bör däremot inteberäkna ett nedåt begränsat intervall då det är tveksamt varför ett sådant kan vara avintresse. Avdrag med 1 p m.a.o till de som levererar ett nedåt begränsat intervall. Avdragmed 1 p även till de som hämtar fel kvantiler ur tabell o
h därför får fel kon�densgrad.


