Chalmers tekniska hogskola
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TMS051 Matematisk statistik och simuleringsteknik Z, del A
Tentamen 13 januari 2005 f V

Aven omtentamen pa TMS050 Matematisk statistik och simuleringsteknik Z, del A.

Tillatna hjalpmedel ir riknedosa utan information om kursen i minnena, Beta samt
kursens formel- och tabellsamling.

Examinator &r Tommy Norberg, ankn 3528 eller 0730 794209.
Jour ar

Maximalt antal tentamenspoéing &r 30, av dessa krévs 12 fér godként betyg och 18 resp 24 for
4:a och 5:a. Losningar gar att ladda ner fran kurshemsidan. Réttningsprotokoll anslas i forsta
vaningen i Matematisk centrum, Eklandagatan 86. Granskning av tentan kan under terminstid
goras i mottagningsrummet pa entréplanet (vaning 2) i Matematisk centrum ma-fr 1239 13.

Svar skall motiveras om ej annat sigs i uppgiften.

Uppgifter

1. Om tre hindelser A, B och C vet man foljande:

P(A) =043, P(B)=043, P(C)=028, P(ANB)=0.12
P(ANC)=0.10, P(BNC)=0.15 PANBNC)=0.07
Hur stor dr (a) sannolikheten att ingen av héindelserna intréffar, (b) sannolikheten

att exakt en av dem intréiffar, (c) sannolikheten att exakt tva av dem intréffar och
(d) sannolikheten att alla intraffar. (4 p)

2. Lat C och D vara handelser i ett forsok. Visa att

P(C)P(D|C)
P(C)P(D|C) + P(C")P(D|C")

P(CID) = (4 p)

3. Tett visst forsok forekommer en intressant héindelse A med sannolikheten P(A) =
p. Man gjorde oberoende upprepningar av detta forsok tills dess att A intriffade
for forsta gangen. Lat X vara antalet forsok som gjordes. Harled X':s sannolik-
hetsférdelning. (4 p)

4. Lat de stokastiska variablerna X, Y vara sadana att E[X] = 4, E[Y]| = 3, Var[X] =
2, Var[Y] = 1 och Cov[X,Y] = 1. Lat U = 3Y — 2X. Berdkna U:s vintevirde
och varians o2 (4 p)

5. Antag att du i ett forsok observerar en stokastisk variabel X med vintevirde y = 2
och standardavvikelse ¢ = 3. Antag vidare att du gor 5 oberoende upprepningar
av forsoket. Lat de oberoende stokastiska variablerna X, ..., X5 representera de
erhillna resultaten och bilda medelviirdet X = (X; + ...+ X;)/5. Beriikna E[X]

och Var[X]. (3 p)



6. I ett forsok att evaluera ett métinstruments noggranhet gjordes 5 oberoende mét-
ningar pa samma objekt - en s.k standard. Darvid erholls foljande avvikelser fran
det sanna matvardet:

—0.019, —0.120, —0.324, 0.097, 0.021

Anta att dessa avvikelser dr N(u, o)-fordelade.
(a) Punkt- och intervallskatta mitinstrumentets standardavvikelse o. Onskad
konfidensgrad: 0.99. (3 p)
(b) Ar din punktskattning viinteviirdesriktig? Svara bara Ja eller Nej. (1p)

7. Anvand data fran ovanstaende uppgift till att
(a) punkt- och intervallskatta vintevirdet u som &r ett matt pa hur mycket mé-
tresultatet avviker fran det sanna vérdet.. Onskad konfidensgrad: 0.90. (3 p)
(b) Gar det att utifran dessa 5 métningar hivda att u # 07 Vilken felrisk har

man i sa fall? (1 p)

8. Infor ett allmént val har man fragat 1000 slumpmaéssigt utvalda "rostare”. Det visa-
de sig att 375 skulle rosta med partiet X. Punkt- och intervallskatta proportionen
viljare som ténker rosta pa detta parti. Onskad konfidensgrad: 0.95. (3 p)



Losningar till TMS051, del A den 13/1-05

1. Berdkna successivt (rita ett Venn-diagram innehallande tre héndelser, sa forstar du be-
rikningarna)

P(ANBNC') = 0.12-0.07 = 0.05

P(ANB'NC) = 0.10 — 0.07 = 0.03

P(ANBNC) = 0.15-0.07 = 0.08
P(ANB'NC') = 0.43 — (0.07 + 0.05 + 0.03) = 0.28
P

PANB' NC) = 0.28—(0.07+0.03 4 0.08) =0.10

P(ANB'NC') =1-(0.07+0.05+ 0.03 + 0.08 4+ 0.28 + 0.23 + 0.10) = 0.16
Vi kan nu berikna eller ange de stkta sannolikheterna. Lat p(k) beteckna sannolikheten
att exakt k& av hindelserna intréaffar. (a) p(0) = 0.16, (b) p(1) = 0.28+0.23+0.10 = 0.61,
(c) p(2) = 0.05+0.03 + 0.08 = 0.16 och (d) p(3) = 0.07.

(
(A'NBNC") =043 — (0.07+0.05 — 0.08) = 0.23
(
(

2. Notera forst att
P(CND)
P(D)
Medelst partitionering av D i delarna D N'C och D N C' inses att
P(D)=P(DNC)+P(DNC")=P(C)P(D|C)+ P(C")P(D|C")
Dessutom géller ju att P(C N D) = P(C)P(D|C). Nu é&r det sokta resultatet, som f.6
kallas Bayes formel, omedelbart.

P(C|D) =

3. P(IX =k)=(1 —p)k'pfor k=1,2,..., ty hindelsen X = k intriffar precis di man
gor k forsok varav A’ intriffar i den k& — 1 forsta medan A intréffar i det k:te forsoket.
Detta ricker som hirledning. Vi ser att fordelningen for X &r av den geometriska typen.

4. p= E[3Y — 2X] =3E[Y] - 2E[X] =1 och ¢? = Var[3Y — 2X] = Var[3Y] + Var[2X] +
9Cov[3X, —2Y] = 9 Var[Y] + 4 Var[X] — 12Cov[X,Y] =9 + 8 — 12 = 5

5. E[X] =p =2 och Var[X] = 0?/n =3?/5=1.8

6. Det #ir praktiskt att forst rikna ut Y o = —0.345 och 3" 2% = 0.129587 samt notera att
n =5, och dérefter = Y z/n = —0.069 och s> = (Y 2% —nz?) /(n — 1) = 0.02645
samt s = 0.1626. Ur tabell fas kvantilerna X%.995,4 = 0.206989 och X%.005,4 = 14.8603. Ur
faktumet (n — 1)s*/0? ~ x*(n — 1) fas nu konfidensintervallet /4 - 0.02645/14.8603 =
v0.007120 = 0.0844 < o < 0.7149 = V0.5111 = /4 -0.02645/0.206989. Svaret pa
delfraga (a) blir foljaktligen 6 = 0.163 och o € (0.0844, 0.7149) med konfidensen 99%.
Pa delfraga (b) &r svaret nej (s? skattar ju o? vintevirdesriktigt och det vore orimligt
om d& s vore en vintevirdesriktig skattning av o).

7. Ur t-tabell fas tg.05,4 = 2.13185. "Felet” i punktskattningen i = £ = —0.069 (j.f.r ovansta-
ende uppgift) av p blir saledes +tg 9545/y/n = 2.13185 - 0.1626/+/5 = 40.155. Saledes
giller (a) med konfidensen 90% att u = —0.069 £0.155. (b) D& = 0 tillhor konfidensin-
tervallet kan vi inte pa basis av det hivda att pu # 0. M.a.o, vill vi att den maximala
risken att ha fel ska vara hogst 10% (eller ligre) kan vi inte havda att p # 0.

8. Uttrycket p = p £ 1.96/p(1 — p)/n, dar p = f/n (f &r antalet som séger sig rosta med
partiet och n &r totala antalet tillfragade), hérleds ur faktumet (p — p)/+/p(1 — p)/n ~
N(0,1) (se formelsamlingen). Vi far p = 0.375 £ 0.030.



Chalmers tekniska hogskola
Matematisk statistik

TMS051 Matematisk statistik och simuleringsteknik Z, del A
Tentamen 23 oktober 2004 e V

Aven omtentamen pa TMS050 Matematisk statistik och simuleringsteknik Z, del A.

Tillatna hjalpmedel ir riknedosa utan information om kursen i minnena, Beta samt
kursens formel- och tabellsamling.

Examinator dr Tommy Norberg, ankn 3528 eller 0730 794209. Nagon ansvarig liarare
besoker skrivningssalen efter kl 15 och vid behov ca 16%.

Maximalt antal tentamenspoédng ar 30, av dessa kréivs 12 for godként betyg och 18 resp 24 for
4:a och 5:a. Losningar gar att ladda ner fran kurshemsidan. Rattningsprotokoll anslas i forsta
vaningen i Matematisk centrum, Eklandagatan 86. Granskning av tentan kan under terminstid
gbras i mottagningsrummet pa entréplanet (vaning 2) i Matematisk centrum ma-fr 1239-13.

Svar skall motiveras om ej annat sidgs i uppgiften.

Fyll i den bifogade enkiten nir du ar klar med uppgifterna nedan. Ju fler svar, desto
lattare kan vi forbattra kursen!

Uppgifter

1. Man 6nskar kontrollera ett parti omfattande N harddiskar genom att slumpmaéssigt
vilja ut n st och kontrollera funktionen hos dessa. Om det i verkligheten &r sa att
D av harddiskarna &r defekta, hur stor dr da sannolikheten att man hittar minst
en av dessa? Hérled en allmén formel och evaluera denna for fallet da N = 20,
D =2ochn=4. (3 p)

2. Lat A och B vara hindelser sadana att P(A) = 0.2 och P(B) = 0.6. Vad blir
P(AUB), om (a) A och B ar 6msesidigt uteslutande, (b) A och B &r oberoende,
(c) P(A|B) =0.4 och (d) A C B? Svaren behover ej motiveras. (4 p)

3. Oplanerade stopp i en viss produktionsanldggning kan antas vara Poi()), ddr man
av erfarenhet vet att A & 4 st/ar. Beriikna sannolikheten att man under ett kvartal
far minst tva stopp. (3 p)

4. Visa att m.g.f for N(u, o)-fordelningen ar m(t) = e#t+7°/2, (4 p)

5. (a) For vilket ¢ > 0 géller att funktionen
c/x®t dax >1

0 for ovrigt

ar en téthet for alla parametervirden oo > 07 (b) For vilka @ > 0 existerar vénte-
vardet m.a.p denna fordelning? (4 p)

6. Visa (a) att S? ar en viintevirdesriktig estimator av o2, samt (b) att S ej skattar o
vantevirdesriktigt. (Obs att i (b) gar det bra att anvinda resultatet fran (a) dven
om du inte lyckades genomfora beviset av det.) (4 p)

(Vénd!)



7. I syfte att kontrollera kvaliteten hos en viss typ av plaster inképta av en underleve-
rantor, testades 10 slumpméssigt utvalda stickprov i en klimatugn fér att snabba
pa nedbrytningsprocesserna. Efter 100 timmar i klimatugnen métte man upp varje
provs draghallfasthet. Féljande varden erholls:

32.28 32.61 35.91 29.43 32.10 30.39 32.52 42.21 29.36 24.92

Enhet: N/m?. Antag att métningarna ér utan systematiskt fel och att variationerna
i dem f6ljer en normalférdelning. (a) Berdkna ett nedat begrénsat konfidensinter-
vall for forviantad draghallfasthet p. Lat konfidensgraden vara 0.95. (b) Gor om
berdikningen, men 1at nu konfidensgraden vara 0.99. (c) Kvalitetskravet for plasten
ifraga ar p > 29 N/m?. Bedom sa noggrant du kan hur stor risken &r att kvalitets-
kravet ej dr uppfyllt? (Obs n = 10, "z = 321.73 och }_ z? = 10537.2761.) (5 p)

8. Berédkna ett konfidensintervall for standardavvikelsen o i draghallfasthetsmétning-
arna i ovanstaende uppgift. Onskad konfidensgrad #r 0.95. (3 p)

Lycka till!



Losningar till TMS051, del A den 23/10-04 (reviderade)

1. Totala antalet oordnade val av n enheter ur en urna med N st &r (]TY) Av dessa innehéaller
(N;D) inga defekta. Den stkta sannolikheten &r saledes
(.7
p(NaDan):li (]T\]r)
n

Obs att detta géller om n < N — D. Annars ar p(N, D,n) = 0. Medelst insdttning fés

(') 18-17-16-15 7
20,2,4) =1— 2L -1 - —— — — — — ~(.368
p(20,2,4) () 20-19-18-17 19
Termen % antyder att det finns ett annat sidtt att 16sa uppgiften. Drar man en
efter en, si ar i forsta dragningen Plingen defekt i dragning 1] = 18 . I andra dragningen
far vi Plingen defekt i dragning 2 | en felfri &r dragen| = }g 0SV. Sannohkhe‘ren for ingen
defekt i 4 dragningar blir darfor 50 - % : % : ]1—5 och sannolikheten fér minst en defekt
18 17 16 15
20 19 18 17
Med ett generellt resonemang av denna typ fas utrycket
N-D N-D-1 N—-D-n+1
N,D,n)=1— . e ——————
p(N, D,m) N N1 N-n+l

Det ar inte svart att se att bada formlerna for p(N, D, n) ar ekvivalenta. (1 p dras for de
som nojer sig med att rdkna ut den sokta sannolikheten utan att hérleda formlen.)

2. (a) PLAUB) = 02+ 0.6 = 0.8, (b) P(AUB) = 0.2+ 0.6 — 0.2-0.6 = 0.68, (c)
P(AUB) = 0.240.6—0.6-0.4 = 0.56 och (d) P(AUB) = 0.24-0.6—0.2 = 0.6. Deluppgift
(c) &r felkonstruerad, ty det kan omdjligt intréffa att P(ANB) = 0.6-0.4 = 0.24 > P(A).
Detta papekades av KS372 och LE628.

3. Ett kvartal &r s = 0.25 ar. Antalet stopp under ett kvartal dr dérfor Poi(1) (ty As = 1)
och sannolikheten fér minst tvd stopp, som ju &r ett minus sannolikheten for hogst ett
stopp, blir ungefér

7110 7111 —1
1—1|e a+e m =1—-2¢ ~1-0.736 = 0.264

1
4. N(u,o)-téatheten ar f(x) = 5 e~ (1127 f5r 00 < 1 < o0 (se formelsamlingen
o

eller Beta). Saledes ar

(o)
(I*H)Z/(QUZ) de — / 1 67z2/2+t,u+taz dz
/ 27r0 o
pluttio 2/2/ e —1(z—to)? dy = eltt+o’t?/2 /oo 1 oY’ /2 dy = pht+a?t? /2
2 o V2T

Den andra likheten ovan fas m.h.a substitutionen z = (x — u)/o. For att se den tredje,
kvadratkomplettera i exponenten och bryt ut konstanta faktorer. Den fjarde likheten
foljer sedan fran substitutionen y = z — to.

5. (a) Konstanten c ges av att / f(z)dx = 1. Vi far att ¢ = «, eftersom / dr = <
Toz+1 o

* « «
(b) Véntevirdet m.a.p denna fordelning ar p = x dy = — dz < 00 precis
J1 xa—l—l Ji oz
da a > 1. Den sista fradgan hade man kunnat besvara &ven om man inte visste c:s exakta
varde. (Varje del av denna uppgift vérderas till 2 p.)



6. (a) Att S? skattar o2 viimteviirdesriktigt, kan man se si hér: Notera forst att

(n-1)8*=)(X; - X)’=> X} nX’

7
Héarur fas

(n— 1)E[S? = E[(n — 1)8% =

ZX2nX2] ZE ] — nE[X?]

Men E[X?] = Var[X;] + E[X;]> = 0% + p* och E[X?] = Var[ X] + E[X]? = 0%/n + p?.
Vi far darfor att
(n — 1)E[S?] = n(o? + p?) — n(o?/n + u?) = (n — 1)o?
ur vilket E[S?] = o2 foljer. (b) Om E[S] = o, si skulle det folja att
Var[S] = E[S?] - E[S]? =0? — 0% =0
Det dr bara konstanter som har variansen 0. Alltsa skulle S? = ¢ for nagot reellt ¢ > 0.

Men detta kan bara intriffa da o2 = 0 och i sa fall &r ¢ = 0. Vi sluter oss till att S ej
kan skatta o > 0 vantevérdesriktigt. (Varje del av denna uppgift vérderas till 2 p.)

7. Borja med att rikna ut
| |
T=—) 2 =32173, 5" = — (Z 22 - n’f2) — 20.69520 och s = V/s% = 4.5492

Ur t-tabell (9 frihetsgrader) fas ¢9.05 = 1.833 och #4501 = 2.821 och man kan nu rakna ut
(a) p > T — to.058//n = 29.54 N/m? och (b) u > T — tg.018/y/n = 28.11 N/m2. Utga i
bada fallen ifran

f/—ﬁ‘:Nt(n—l) ochP(f/—f:qa) —1-a
(3=2+1 p ges till de som rdknar ut bada konfidensintervallen korrekt.) (c) Risken att
utsagan p > 29 N/m? ir falsk &r mindre &n 5% (ty p > 29.54 = p > 29) och stérre &n
1% (ty p > 28.11 & pu > 29). (1 p ges till de som svarar att risken ligger mellan 1% och
5%.) Man kan "pin-pointa” denna risk ytterligare genom att ansétta

T —tas/y/n =29 = t, = 3723 —2.206 = o = 0.027

Den sokta risken ar alltsd ca 2.7%. Men detta gér ju inte att rdkna ut med sédana
hjdlpmedel en standard Z-teknolog har med sig till tentamen. Fast obs att man kan
komma en bit pd vig genom att jamnfora ¢, = 2.206 med £y o5 = 2.262, alternativt
rdkna ut ett 97.5% konfidensintervall. Av ¢, < #o.025 sluter vi oss till att o > 0.025. Den
sokta risken ar alltsd storre dn 2.5%. (Ytterligare 1 p ges till de som kommer fram till
detta.)

112
8. Ur faktumet % ~ x?(n — 1) som héimtas ur formelsamlingen eller Beta, hirledes det
allminna uttrycket for ett konfidensintervall for o

(n —1)s? (n —1)s?

5 <02§
Xn— 1a/2 Xn—1,1-a/2

Har ar kvantilerna )(n a2 = quws = 2.7004 och )(n laj2 = X3,0,025 = 19.023.

Inséttning och utrdkning (1nkl kvadratrotsdragning av alla tre leden) ger resultatet 3 13 <
(n 1)s
Xn 1,1-

erhéller o < 7.48 (obs att X9,0.95 = 3.3251) far inget podngavdrag. Man bor déremot inte
berdkna ett nedat begrénsat intervall d& det ar tveksamt varfor ett sadant kan vara av
intresse. Avdrag med 1 p m.a.o till de som levererar ett nedat begrénsat intervall. Avdrag
med 1 p &dven till de som hamtar fel kvantiler ur tabell och darfor far fel konfidensgrad.

0 < 8.31. Den som gor ett uppat begrinsat intervall m.h.a formeln o2 < och



